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Реваз Валерианович
ГАМКРЕЛИДЗЕ

(4 февраля 1927 — 5 мая 2025)
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С прискорбием сообщаем, что 5 мая 2025 года ушел из жизни главный редактор Редак-
ционной коллегии информационных изданий ВИНИТИ РАН по математике, доктор фи-
зико-математических наук, профессор, академик РАН Реваз Валерианович Гамкрелидзе.
Р. В. Гамкрелидзе родился 4 февраля 1927 г. в Кутаиси. В 1945 г. поступил на физико-

математический факультет Тбилисского университета, но после первого курса перевёлся
на механико-математический факультет МГУ, который окончил в 1950 г. под научным ру-
ководством Л. С. Понтрягина. В кандидатской диссертации Р. В. Гамкрелидзе вычислил
все циклы Черна комплексных алгебраических многообразий (1953 г.). Докторская диссер-
тация (1960 г.) посвящена разработке математической теории оптимальных процессов; за
создание этой теории Р. В. Гамкрелидзе совместно с Л. С. Понтрягиным, В. Г. Болтянским
и Е. Ф. Мищенко в 1962 г. был удостоен Ленинской премии.
После защиты кандидатской диссертации Р. В. Гамкрелидзе начал работать в отделе

обыкновенных дифференциальных уравнений Математического института им. В. А. Стек-
лова под руководством академика Л. С. Понтрягина. Именно здесь Реваз Валерианович
получил свои главные научные результаты в теории дифференциальных уравнений, вари-
ационном исчислении, теории оптимальных процессов и автоматического регулирования.
В 1988-1997 гг. Р. В. Гамкрелидзе занимал должность заведующего отделом. В 1981 г. он
был избран членом-корреспондентом АН СССР по отделению математики, а в 2003 г. —
академиком РАН.
Р. В. Гамкрелидзе работал в ВИНИТИ с момента основания института; с 1961 г. яв-

лялся главным редактором информационных изданий ВИНИТИ по математике, в тече-
ние многих лет возглавлял Главную редакционную коллегию информационных изданий
ВИНИТИ. В 1963 г. он основал широко известную серию математических монографий и
обзоров, выходившую в свет в нашей стране под названием «Итоги науки и техники. Со-
временная математика и её приложения», а за рубежом — под названием «Encyclopaedia
of Mathematics». По инициативе и при непосредственном участии Р. В. Гамкрелидзе бы-
ло создано несколько авторитетных российских и международных научных журналов по
математике, в том числе и журнал «Итоги науки и техники. Современная математика и
её приложения. Тематические обзоры».
Память о Р. В. Гамкрелидзе, замечательном учёном, неутомимом организаторе науки,

человеке глубочайшей эрудиции, исключительной порядочности и отзывчивости навсегда
сохранится в сердцах его близких, коллег и учеников.

Редакционная коллегия
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПИКАРА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ДРОБНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

c© 2025 г. Н. А. АНТОНОВ

Аннотация. В работе применяется метод Пикара к решению задачи Коши для ряда уравнений с
дробной производной типа Атаньяны—Балеану. Построена схема вычисления последовательных
приближений решения и доказана ее сходимость.

Ключевые слова: уравнение с дробными производными, дробная производная Атаньяны—
Балеану, метод Пикара.

APPLICATION OF PICARD’S METHOD TO CAUCHY PROBLEM

SOLUTION TO SOME FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

c© 2025 N. A. ANTONOV

Abstract. In this paper, we apply the Picard method for solving the Cauchy problem for some
fractional differential equations with Atangana–Baleanu fractional derivative. An iterative scheme is
derived and its convergence is proved.

Keywords and phrases: fractional differential equation, Atangana–Baleanu fractional derivative,
Picard method.

AMS Subject Classification: 34A08

1. Введение. Дифференциальные уравнения с дробными производными хорошо описывают
многие физические процессы (см. [1,6,11]). Детальное изложение дробного исчисления приведено
в [1,6,10,12]; обзор методов решения подобных дифференциальных уравнений приведен в [1,10–
12].
В последние годы были введены некоторые новые определения дробных производных на осно-

ве ядер соответствующих интегральных операторов без сингулярностей: производная Капуто—
Фабрицио и ее обощенный вариант — производная Атаньяны—Балеану (см. [4, 14]). Важность
этих производных объясняется тем, что ряд моделей, описывающих тепловые процессы, не мо-
гут быть описаны с помощью классических дробных дифференциальных операторов (см. [4,5,8]),
в то время как свойства производных Атаньяны—Балеану являются более подходящими для это-
го (см. [2, 3]).
В работе рассматривается метод последовательных приближений Пикара для построения ре-

шения соответствующей задачи Коши (см. [7,13]). С его помощью можно найти решения для неко-
торых нелинейных дифференциальных уравнений дробного порядка, обходясь меньшим объемом
вычислений, но сохраняя при этом достаточную точность. Одним из таких уравнений является
уравнение Риккати, имеющее большое значение при решении задач Гросса—Питаевского, Бюр-
герса—Кортевега—де Фриза, Рамануджана и ряда других (см. [9]).

ISSN 2782-4438 c© ВИНИТИ РАН, 2025



6 Н. А. АНТОНОВ

2. Основные понятия.

Определение 1. Пусть v ∈ H1(a, b) и 0 < α < 1. Оператором дробного дифференцирования
Атаньяны—Балеану в смысле Капуто называется оператор

(Tαv)(x) =
(
ABCDα

a+v
)
(x) =

β(α)

1− α

x∫

a+

v′(s)Eα
[

−α
1− α

(x− s)α
]
ds, a < x < b,

где β(α)— такая нормирующая функция, что β(0) = β(1) = 1, и Eα(x)—функция Миттаг-Леф-
флера.

Определение 2. Пусть v ∈ L1(a, b). Оператором дробного интегрирования Римана—Лиувил-
ля называется оператор

(
RLIαa+v

)
(x) =

1

Γ(α)

x∫

a+

v(s)(x− s)α−1ds.

Определение 3. Пусть v ∈ L1(a, b). Оператором дробного интегрирования Атаньяны—Ба-
леану называется оператор

(
ABIαa+v

)
(x) =

1− α

β(α)
v(x) +

α

β(α)
RLIαa+v(x).

Лемма 1. Для дробной производной Атаньяны—Балеану в смысле Капуто справедлива фор-
мула Ньютона—Лейбница:

(
ABIαa+

(
ABCDα

a+v
))

(x) = v(x) − v(a).

3. Постановка задачи и метод Пикара. Для v ∈ H1(0, 1) и a = 0 рассмотрим задачу Коши:

Tαv(x) = g(x, v(x)), 0 < α < 1, 0 < x < 1, v(0) = μ. (1)

Применив оператор ABIαa+ к левой и правой частям уравнения (1), получим

v(x)− μ = ABIαa+g(x, v(x)). (2)

Введем последовательные приближения Пикара для уравнения (2):

vm+1(x) = μ+
1− α

β(α)
g(x, vm(x)) +

α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

g(s, vm(s))(x− s)α−1ds, (3)

где m ∈ N, v0 = μ. Добавляя и вычитая выражение

α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

Tαvm(s)(x− s)α−1ds+
1− α

β(α)
Tαvm(x),

получим:

vm+1(x) = μ+
1− α

β(α)
g(x, vm(x))+

+
α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

g(s, vm(s))(x− s)α−1ds+
α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

Tαvm(s)(x− s)α−1ds−

− α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

Tαvm(s)(x− s)α−1ds+
1− α

β(α)
Tαvm(x)−

1− α

β(α)
Tαvm(x).
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Сгруппируем слагаемые:

vm+1(x) = μ+
1− α

β(α)

(
g(x, vm(x)) − Tαvm(x)

)
+

1− α

β(α)
Tαvm(x)+

+
α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

Tαvm(s)(x− s)α−1ds− α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

(
Tαvm(s)− g(s, vm(s))

)
(x− s)α−1ds.

Лемма 2. Имеет место соотношение

μ+
1− α

β(α)
Tαvm(x) +

α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

Tαvm(s)(x− s)α−1ds = vm(x).

Доказательство. По определению

1

Γ(α)

x∫

0

Tαvm(s)(x− s)α−1ds =
(
RLIα0+

(
Tαvm(s)

))
(x),

μ+
1− α

β(α)
Tαvm(x) +

α

β(α)

(
RLIα0+

(
Tαvm

))
(x) = μ+

(
ABIα0+

(
Tαvm

))
(x).

Тогда по правилу Ньютона—Лейбница

μ+
(
ABIα0+

(
Tαvm

))
(x) = μ+

(
ABIα0+

(
ABCDα

0+vm
))

(x) = vm(x). �

Сгруппированное выражение можно записать в виде

vm+1(x) = vm(x) +
1− α

β(α)

(
g(x, vm(x))− Tαvm(x)

)
−

− α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

(
Tαvm(s)− g(s, vm(s))

)
(x− s)α−1ds. (4)

Теперь рассмотрим задачу Коши (1) в следующей форме:

F (x, v(x), α) = Tαv(x)− g(x, v(x)) = 0. (5)

Пусть h ∈ (0,+∞). Перепишем выражение (5) в виде

hF (x, v(x), α) − Tαv(x) + Tαv(x) = 0.

Положим hF (x, v(x), α) − Tαv(x) = g1(x, v(x), h, α). Тогда

Tαv(x) = g1(x, v(x), h, α).

Следовательно,
g1(x, v(x), h, α) = Tαv(x) − hF (x, v(x), α). (6)

Применим к полученному уравнению схему (4):

vm+1(x) = vm(x) +
1− α

β(α)

(
g1(x, vm(x), h, α) − Tαvm(x)

)
−

− α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

(
Tαvm(s)− g1(s, vm(s), h, α)

)
(x− s)α−1ds.
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Произведем замену (6):

vm+1(x) = vm(x) +
1− α

β(α)

(
Tαvm(x)− hF (x, vm(x), α) − Tαvm(x)

)
−

− α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

(
Tαvm(s)− Tαvm(s) + hF

(
s, vm(s), α

))
(x− s)α−1ds.

Сократим и заменим F (x, vm(x), α) на Tαvm(x)− g(x, vm(x)):

vm+1(x) = vm(x)−
h(1− α)

β(α)
·
(
Tαvm(x)− g(x, vm(x))

)
−

− hα

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

(
Tαvm(s)− g(s, vm(s))

)
(x− s)α−1ds.

Преобразуем каждое слагаемое в получившемся выражении:

vm(x)−
h(1− α)

β(α)
Tαvm(x);

− hα

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

Tαvm(s)(x− s)α−1ds =

= − hα

β(α)

(
RLIα0+

(
Tαvm

))
(x) = − hα

β(α)

(
RLIα0+

(
ABCDα

0+vm
))

(x).

Сложив два предыдущих слагаемых, находим

−hα
β(α)

(
RLIα0+

(
ABCDα

0+vm
))

(x) +
−h(1− α)

β(α)
ABCDα

0+vm(x) =

=
[
ABCDα

0+vm(x) ≡ wm(x)
]
=

−h(1− α)

β(α)
wm(x) +

−hα
β(α)

(
RLIα0+wm

)
(x) =

= −h ·
(
(1− α)

β(α)
wm(x) +

α

β(α)

(
RLIα0+wm

)
(x)

)
=

=
[
по определению 3

]
= −h ·

(
ABIα0+wm

)
(x) = −h ·

(
ABIα0+

(
ABCDα

0+wm
))

(x) =

= −h · (vm(x)− μ).

Таким образом, нами доказана следующая теорема.

Теорема 1. Последовательные приближения Пикара (3) можно записать в виде

vm+1(x, h) = hμ+ (1− h)vm(x, h) +
h(1− α)

β(α)
g(x, vm(x, h)) + hIvm(x), (7)

где

Iv(x) :=
α

β(α)

1

Γ(α)

x∫

0

g(s, v(s, h))(x − s)α−1ds,

h ∈ (0,+∞).

Полученные последовательные приближения принимают вид классических приближений Пи-
кара (3) при h = 1. При h < 1 итерации замедляются и радиус сходимости расширяется (при
h > 1 наоборот). При достаточно малом h сходимость можно гарантировать для любых липшице-
вых функций g(x, v). Таким образом, параметр h следует рассматривать как регулятор радиуса
сходимости: чем меньше данный параметр, тем надежнее метод (но возможна более медленная
сходимость).
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Теорема 2. Если v ∈ H1(0, 1) и g(x, v) является гладкой и липшицевой по v с константой

L <
Γ(α)β(α)

(1− α)Γ(α) + 1
,

то последовательные приближения (7) образуют фундаментальную последовательность
в H1(0, 1), сходящуюся к решению задачи Коши (1) при m → +∞, причем это решение един-
ственно.

Доказательство. Без ограничения общности для упрощения доказательства положим μ = 0.
Итерационная схема в таком случае приобретает вид:

vm+1(x, h) = (1− h)vm(x, h) +
h(1− α)

β(α)
g(x, vm(x, h)) + hIvm(x), (8)

где

Iv(x) :=
α

Γ(α)β(α)

x∫

0

g(s, v(s, h))(x − s)α−1ds, (9)

и h > 0, 0 < α < 1. Докажем, что последовательность {vm} является фундаментальной. Введем
норму

‖v‖ = sup
x∈[0,1]

|v(x)|. (10)

Рассмотрим оператор

T v(x) = (1− h)v(x, h) +
h(1− α)

β(α)
g(x, v(x, h)) + hIv(x). (11)

Задача сводится к доказательству того факта, что T является сжимающим оператором. Для
любых двух приближений vi, vj проведем следующую оценку:
∣
∣T vj(x)− T vi(x)

∣
∣ � (1− h)

∣
∣vj(x)− vi(x)

∣
∣+

h(1− α)

β(α)

∣
∣g(x, vj)− g(x, vi)

∣
∣+ h

∣
∣Ivj(x)− Ivi(x)

∣
∣. (12)

Воспользуемся свойством Липшица функции g для оценки разности интегралов:

∣
∣Ivj(x)− Ivi(x)

∣
∣ � α

β(α)Γ(α)

x∫

0

∣
∣g(s, vj(s))− g(s, vi(s))

∣
∣(x− s)α−1ds �

� Lα

β(α)Γ(α)

x∫

0

∣∣vj(s)− vi(s)
∣∣(x− s)α−1ds � Lα

β(α)Γ(α)

∥∥vj − vi
∥∥x

α

α
� L

β(α)Γ(α)

∥∥vj − vi
∥∥.

Таким образом,
∣
∣T vj(x)− T vi(x)

∣
∣ �

[
(1− h) +

h(1− α)L

β(α)
+

hL

β(α)Γ(α)

]
·
∥
∥vj − vi

∥
∥.

Введем обозначение

K := 1− h+
h(1− α)L

β(α)
+

hL

β(α)Γ(α)
.

Если K < 1, то оператор T является сжимающим, по теореме Банаха у него существует един-
ственная фиксированная точка, а приближения Пикара сходятся. В этом случае условие на па-
раметр K примет вид

h(1 − α)L

β(α)
+

hL

β(α)Γ(α)
− h < 0.

Поскольку по условию h > 0, данное неравенство переписывается в виде
(1− α)L

β(α)
+

L

β(α)Γ(α)
= L · (1− α)Γ(α) + 1

β(α)Γ(α)
< 1.
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Таким образом, условие сходимости не зависит от конкретного значения параметра h (от него за-
висит лишь скорость сходимости, как упоминалось ранее), а ограничение на константу Липшица
имеет вид

K =
(1− α)L

β(α)
+

L

β(α)Γ(α)
= L <

β(α)Γ(α)

(1− α)Γ(α) + 1
. �
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определяется преимущественно реакционными процессами, а другой («медленный») — диффузи-
онными.
Ключевой особенностью рассматриваемой системы является наличие разрывов первого рода

в функциях реакции, что соответствует скачкообразному изменению свойств среды. Это при-
водит к формированию контрастных структур, в которых решение имеет резкие градиенты в
окрестности точки разрыва. Наряду с этим, сингулярное возмущение в уравнении для быстрой
компоненты обусловливает образование переходного слоя, где концентрация вещества изменяет-
ся чрезвычайно быстро. Краевые условия Неймана соответствуют заданию потока вещества на
границе, что характерно для многих прикладных задач.
Также в последнем разделе разобран частный случай постановки задачи, где демонстриру-

ется способ проверки применимости результатов работы к этой постановке, а также построено
асимптотическое приближение первого порядка.
Полученные аналитические результаты позволяют обосновать корректность численных мето-

дов, используемых для расчета подобных систем (см., например [9,12]). Асимптотический анализ
дает возможность предсказать поведение решения в областях резкого изменения, что критически
важно для построения оптимальных вычислительных алгоритмов — от выбора сетки до форми-
рования начального приближения. Особое внимание уделяется существованию, единственности и
устойчивости стационарного решения, а также анализу структуры переходного слоя. Результаты
работы могут быть применены к задачам химической кинетики, экологического мониторинга и
других областей, где существенную роль играют разномасштабные диффузионно-реакционные
процессы.

2. Постановка задачи. Рассматривается вопрос существования стационарного решения па-
раболической системы на отрезке D := (−1, 1):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Nf [u, v] := ε2
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
− f(u, v, x, ε) = 0,

Ng[u, v] :=
∂2v

∂x2
− ∂v

∂t
− g(u, v, x, ε) = 0,

x ∈ D := (−1, 1), t > 0,

∂u

∂x
(−1, t) =

∂u

∂x
(1, t) = 0,

∂v

∂x
(−1, t) =

∂v

∂x
(1, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = uinit(x), v(x, 0) = vinit(x), x ∈ D := [−1, 1],

(1)

где ε > 0—малый параметр, функции источников f(u, v, x, ε) и g(u, v, x, ε) определены в области
(u, v, x, ε) ∈ Iu × Iv ×D × {ε | 0 � ε � ε0}, где ε0 —положительная константа, Iu, Iv —некоторые
множества, явный вид которых будет уточнен ниже. Функции f(u, v, x, ε) и g(u, v, x, ε) терпят
разрыв первого рода в точке x = 0, которая делит отрезок на две подобласти D(−) := (−1, 0) и
D(+) := (0, 1):

f(u, v, x, ε) =

{
f (−)(u, v, x, ε), x ∈ D(−) := (−1, 0),

f (+)(u, v, x, ε), x ∈ D(+) := (0, 1),

g(u, v, x, ε) =

{
g(−)(u, v, x, ε), x ∈ D(−),

g(+)(u, v, x, ε), x ∈ D(+),

f (−)(u, v, 0, ε) �= f (+)(u, v, 0, ε), g(−)(u, v, 0, ε) �= g(+)(u, v, 0, ε).

(2)

Функции f (∓) и g(∓) достаточно гладкие в своих областях определения. Компонента u далее
будет называться «быстрой», а v—«медленной». Из-за наличия разрыва в функциях f и g реше-
ние (1), если существует, будет не классическим и принадлежать пространству C1

x(D)∩C2
x(D

(−))∩
C2
x(D

(+))∩Ct(t � 0), а вблизи точки x = 0 будет сформирован так называемый переходный слой
между двумя устойчивыми положениями. Стационарное состояние системы (1), если существует,
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будет также являться решением эллиптической системы:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Lf [u, v] := ε2
d2u

dx2
− f(u, v, x, ε) = 0,

Lg[u, v] :=
d2v

dx2
− g(u, v, x, ε) = 0,

x ∈ D,

du

dx
(−1) =

du

dx
(1) = 0,

dv

dx
(−1) =

dv

dx
(1) = 0,

(3)

Далее определим набор условий, при которых будут выполнены теоремы существования, ло-
кальной единственности и асимптотической устойчивости по Ляпунову стационарного решения
системы (1). Для этого сначала рассмотрим так называемую вырожденную систему, полученную
из исходной стационарной системы (3) при ε = 0 отдельно в подобластях D(∓):

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 = f (∓)(u(∓), v(∓), x, 0), x ∈ D(∓),

d2v(∓)

dx2
= g(∓)(u(∓), v(∓), x, 0), x ∈ D(∓).

(4)

Потребуем выполнение следующего условия:
(A1) Алгебраические уравнения в задаче (4) имеют такие решения u(∓)(x) = ϕ(∓)(v(∓)(x), x), что

выполнены условия f (∓)
u (ϕ(∓)(v, x), v, x, 0) > 0 при x ∈ D. Также для задач

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d2v

dx2
= g(∓)

(
ϕ(∓)(v(∓), x), v(∓), x, 0

)
, x ∈ D(∓),

dv(∓)

dx
(∓1) = 0, v(∓)(0) = ψv,

(5)

существует решение v(∓)(x, ψv) при произвольном граничном условии ψv ∈ Iv. Без огра-
ничения общности будем считать, что функции u(∓)(x, ψv) := ϕ(∓)(v(∓)(x, ψv), x) в точке
разрыва упорядочены следующим образом: u(−)(0, ψv) < u(+)(0, ψv).

Отметим, что условие существования решения краевой задачи в (А1) может быть заменено
на условие Липшица для функций g(∓)(ϕ(∓)(v, x), v, x, 0) (см. [6]) или существование верхнего и
нижнего решений для этой задачи (см. [13]).
Введем обозначения f (∓)

(x) = f (∓)(u(∓)(x, ψv), v
(∓)(x, ψv), x, 0) и аналогичные для функции g

и всех их производных. Также введем функции:

J(ψv) =
dv(−)

dx
(0, ψv)−

dv(+)

dx
(0, ψv),

H(ψu, ψv) =

√√
√√
√√2

ψu∫

ϕ(−)(ψv,0)

f (−)(u, ψv , 0, 0)du −

√√
√√
√√2

ψu∫

ϕ(+)(ψv,0)

f (+)(u, ψv , 0, 0)du.

(A2) Пусть существует такое значение параметра ψ0v ∈ Iv, что выполнено равенство J(ψ0v) = 0.
Пусть для ψu ∈

(
ϕ(−)(ψ0v , 0), ϕ

(+)(ψ0v , 0)
)
подкоренные выражения в функции H(ψu, ψ0v)

положительны, а также существует такое значение параметра ψ0u, удовлетворяющее усло-
вию

ϕ(−)(v(−)(0, ψ0v), 0) < ψ0u < ϕ(+)(v(+)(0, ψ0v), 0),

что выполнено равенство H(ψ0u, ψ0v) = 0. Также пусть выполнены неравенства
d

dψv
J(ψ0v) > 0,

∂

∂ψu
H(ψ0u, ψ0v) > 0. (6)

Отметим, что второе неравенство в (6) будет справедливо при выполнении в точке разрыва со-
отношения

f (−)(ψ0u, ψ0v , 0, 0) > f (+)(ψ0u, ψ0v , 0, 0).
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(А3) Пусть выполнено неравенство

g(∓)
v (x)−

∣
∣∣ϕ(∓)
v (x)g(∓)

u (x)
∣
∣∣ > −λ(∓)

0 , x ∈ D(∓),

где λ(∓)
0 — главные собственные значения задач

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d2Ψ(∓)

dx2
+ λ(∓)Ψ(∓) = 0, x ∈ D(∓),

Ψ(∓)(0) = 0,
dΨ(∓)

dx
(∓1) = 0.

3. Асимптотическое приближение решения стационарной задачи. Для доказательства
существования решения используем асимптотический метод дифференциальных неравенств. Для
этого построим формальную асимптотику в следующем виде:

U (∓)
n (x, ε) = u(∓)(x, ε) +Q(∓)u(ξ, ε) =

n∑

i=0

εi
(
u
(∓)
i (x) +Q

(∓)
i u(ξ)

)
,

V (∓)
n (x, ε) = v(∓)(x, ε) +Q(∓)v(ξ, ε) =

n∑

i=0

εi
(
v
(∓)
i (x) +Q

(∓)
i v(ξ)

)
+

n+2∑

i=n+1

εiQ
(∓)
i v(ξ),

(7)

где ξ = x/ε—растянутая переменная, функции с верхней чертой будут описывать поведение
решения внутри подобластей D(∓), а Q(∓)

i u и Q
(∓)
i v —вблизи переходного слоя. Отметим, что

в формальной асимптотике отсутствуют функции пограничного слоя, так как принципиального
влияния на ход доказательства они не окажут и были разобраны в других работах (см., например,
[4] и ссылки в этой работе). Функции будем строить отдельно в подобластях D(∓), а затем сшивать
согласно условию непрерывности:

U (−)
n (0, ε) = U (+)

n (0, ε) = ψu :=

n∑

i=0

εiψiu,

V (−)
n (0, ε) = V (+)

n (0, ε) = ψv :=

n∑

i=0

εiψiv,

(8)

где величины ψiu и ψiv будут определены позднее. Также сшивается первая производная фор-
мальной асимптотики:

∂

∂x
U (−)
n (0, ε) =

∂

∂x
U (+)
n (0, ε) +O(εn),

∂

∂x
V (−)
n (0, ε) =

∂

∂x
V (+)
n (0, ε) +O(εn+1).

(9)

Потребуем также выполнения стандартного условия убывания на бесконечности функций пере-
ходного слоя вида

Q
(∓)
i u(∓∞) = Q

(∓)
i v(∓∞) = 0.

Прежде чем переходить к построению формальной асимптотики, перепишем функции источников
в задаче (3) согласно методу А. Б. Васильевой, например, для функции f :

f (∓)(u, v, x, ε) = f
(∓)

(x, ε) +Q(∓)f(ξ, ε),

f
(∓)

(x, ε) = f (∓)
(
u(∓)(x, ε), v(∓)(x, ε), x, ε

)
,

Q(∓)f(ξ, ε) = f (∓)
(
u(∓)(εξ, ε) +Q(∓)u(ξ, ε), v(∓)(εξ, ε) +Q(∓)v(ξ, ε), εξ

)
−

− f (∓)
(
u(∓)(εξ, ε), v(∓)(εξ, ε), εξ

)
,

(10)

и для функции g будем использовать аналогичное представление. Строить функции разложе-
ния (7) будем итерационно в следующем порядке:

Q
(∓)
0 v → u

(∓)
0 → v

(∓)
0 → Q

(∓)
0 u→ Q

(∓)
1 v → . . . .
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Для этого запустим процесс с нулевого порядка переходного слоя медленной компоненты, где в
задачу (3) подставим разложения (7) и (10) и выделим соответствующую компоненту при ε0:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

d2Q
(∓)
0 v

dξ2
= 0, ξ ∈ (0,∓∞),

Q
(∓)
0 v(∓∞) =

dQ
(∓)
0 v

dξ
(∓∞) = 0.

(11)

Задача, очевидно, имеет только тривиальное решение, т.е. Q(∓)
0 v(ξ) = 0.

Далее запишем вырожденную задачу:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 = f (∓)
(
u
(∓)
0 (x), v

(∓)
0 (x), x, 0

)
, x ∈ D(∓),

d2v
(∓)
0

dx2
= g(∓)

(
u
(∓)
0 (x), v

(∓)
0 (x), x, 0

)
, x ∈ D(∓),

dv
(∓)
0

dx
(∓1) = 0, v

(∓)
0 (0) = ψv.

(12)

В силу условия (A1) существует решение v(∓)
0 (x, ψv) и u

(∓)
0 (x, ψv) = ϕ(v

(∓)
0 (x, ψv), x). В даль-

нейших выкладках зависимость от параметра ψv данного решения и всех прочих функций бу-
дем для краткости опускать, если это не вызывает недоразумения. Также введем обозначения
f
(∓)

(x) = f (∓)
(
u
(∓)
0 (x), v

(∓)
0 (x), x, 0

)
и аналогичные для функции g и всех их производных.

Задача для Q(∓)
0 u(ξ) записывается в следующем виде:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

d2Q
(∓)
0 u

dξ2
= f (∓)

(
u
(∓)
0 (0) +Q

(∓)
0 u, v

(∓)
0 (0), 0, 0

)
, ξ ∈ (0,∓∞),

Q
(∓)
0 u(∓∞) = 0, Q

(∓)
0 u(0) = ψu − u

(∓)
0 (0).

(13)

Если ввести функции

ũ(ξ) := u
(∓)
0 (0) +Q

(∓)
0 u(ξ), Φ(∓)(ξ) :=

dũ(∓)

dξ
=

d

dξ
Q

(∓)
0 u(ξ),

то можно понизить порядок уравнения:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Φ(∓)(ũ) :=
d

dξ
Q

(∓)
0 u(ξ) =

√√
√√
√√2

ũ∫

u
(∓)
0 (0)

f (∓)
(
u, v

(∓)
0 (0), 0, 0

)
du,

Q
(∓)
0 u(0) = ψu − u

(∓)
0 (0),

(14)

В силу условия (A2) подкоренное выражение положительно, а значит, решение задачи Коши (14)
существует. Формально функции Q(∓)

0 u(ξ) зависят от параметра ψu, но для краткости будем его
опускать. Также согласно [1] для функции Q(∓)

0 u(ξ) и всех ее производных выполнены экспонен-
циальные оценки вида ∣∣

∣Q(∓)
0 u(ξ)

∣∣
∣ < C exp(−κξ), C > 0, κ > 0. (15)

Также введем обозначения

f̃ (∓)(ξ) = f (∓)
(
u
(∓)
0 (0) +Q

(∓)
0 u(ξ), v

(∓)
0 (0), 0, 0

)

и аналогичные для функции g и всех их производных.
Таким образом, построен нулевой порядок разложения (7). В первом порядке функция пере-

ходного слоя для медленной компоненты определяется из задачи, аналогичной (11), откуда также
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следует Q(∓)
1 v(ξ) = 0. Первая отличная от нуля функция переходного слоя медленной компоненты

появится во втором порядке; она определяется из задачи

d2Q
(∓)
2 v

d2ξ
= g̃(∓)(ξ)− g(∓)(0), ξ ∈ (0,∓∞),

Q
(∓)
2 v(∓∞) =

dQ
(∓)
2 v

dξ
(∓∞) = 0,

(16)

решение которой имеет вид

Q
(∓)
2 v(ξ) =

ξ∫

∓∞
dξ1

ξ1∫

∓∞

(
g̃(∓)(ξ2)− g(∓)(0)

)
dξ2. (17)

Задачи для последующих порядков запишем в общем виде при k = 1, 2, . . . , n. Регулярная
часть определяется из задачи

0 = f
(∓)
u (x)u

(∓)
k + f

(∓)
v (x)v

(∓)
k + F

(∓)
k (x), x ∈ D(∓),

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

d2v
(∓)
k

dx2
= g(∓)

u (x)u
(∓)
k + g(∓)

v (x)v
(∓)
k +G

(∓)
k (x), x ∈ D(∓),

v
(∓)
k (0) = −Q(∓)

k v(0),
dv

(∓)
k

dx
(∓1) = 0,

(18)

где F (∓)
k (x) и G(∓)

k (x)—известные функции. Определим быструю компоненту через медленную в
алгебраическом уравнении и подставим в краевую задачу:

u
(∓)
k (x) = −f

(∓)
v (x)

f
(∓)
u (x)

v
(∓)
k − F

(∓)
k (x)

f
(∓)
u (x)

, x ∈ D(∓),

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

d2v
(∓)
k

dx2
=

(

g(∓)
v (x)− f

(∓)
v (x)

f
(∓)
u (x)

g(∓)
u (x)

)

v
(∓)
k +G

(∓)
k (x), x ∈ D(∓),

v
(∓)
k (0) = −Q(∓)

k v(0),
dv

(∓)
k

dx
(∓1) = 0.

(19)

Множитель перед v(∓)
k в краевой задаче (19) можно переписать в следующем виде:

g(∓)
v (x)− f

(∓)
v (x)

f
(∓)
u (x)

g(∓)
u (x) = g(∓)

v (x) + ϕ(∓)
v (x)g(∓)

u (x) � g(∓)
v (x)−

∣∣ϕ(∓)
v (x)g(∓)

u (x)
∣∣ > −λ(∓)

0 , (20)

где учтено условие (A3). Таким образом, выполнены все условия существования и единственности
решения v(∓)

k (x) задачи (19) (см., например, [10], [11, теорема 3]). Из условия (A1) следует, что
f
(∓)
u (x) > 0, а значит, существует и u(∓)

k (x).
Задача для переходного слоя быстрой компоненты:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

d2Q
(∓)
k u

dξ2
= Q

(∓)
k u+Q

(∓)
k f(ξ), ξ ∈ (0,∓∞),

Q
(∓)
k u(∓∞) = 0, Q

(∓)
k u(0) = −u(∓)

k (0),

(21)

где Q(∓)
k f(ξ)—функция, найденная на предыдущих шагах. Решение данной задачи можно запи-

сать в стандартном виде:

Q
(∓)
k u(ξ) = − u

(∓)
k (0)

Φ(∓)(0)
Φ(∓)(ξ) + Φ(∓)(ξ)

ξ∫

0

dξ1
(
Φ(∓)(ξ1)

)2

ξ1∫

∓∞
Φ(∓)(ξ2)Q

(∓)
k f(ξ2)dξ2. (22)
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Определение функций порядка εk+1 в разложении (7) начинается с решения задачи
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

d2Q
(∓)
k+1v

d2ξ
= Q

(∓)
k+1g(ξ), ξ ∈ (0,∓∞),

Q
(∓)
k+1v(∓∞) =

dQ
(∓)
k+1v

dξ
(∓∞) = 0,

(23)

где функция Q(∓)
k+1g(ξ) определена на предыдущих шагах. Решение можно получить повторным

интегрированием аналогично второму порядку.
Далее необходимо определить коэффициенты ψiu и ψiv представления (8). Условие непрерыв-

ного сшивания (8), очевидно, выполнено за счет граничных условий при x = 0 во всех разо-
бранных выше задачах. Условие сшивания производных (9) для быстрой компоненты перепишем
следующим образом:

0 =

(
∂Q

(−)
0 u

∂ξ
(0, ψu, ψv)−

∂Q
(+)
0 u

∂ξ
(0, ψu, ψv)

)

+

+

n∑

i=1

εi

(
du

(−)
i−1

dx
(0, ψv)−

du
(+)
i−1

dx
(0, ψv) +

∂Q
(−)
i u

∂ξ
(0, ψu, ψv)−

∂Q
(+)
i u

∂ξ
(0, ψu, ψv)

)

=

= H(ψu, ψv) +

n∑

i=1

εiHi(ψu, ψv) = H(ψ0u, ψ0v)+

+
n∑

i=1

εi
(

∂

∂ψu
H(ψ0u, ψ0v)ψiu +

∂

∂ψv
H(ψ0u, ψ0v)ψiv +H i

(
ψ0u, ψ0v , . . . , ψi−1 u, ψi−1 v

)
)
, (24)

где введены обозначения:

H(ψu, ψv) =
∂Q

(−)
0 u

∂ξ
(0, ψu, ψv)−

∂Q
(+)
0 u

∂ξ
(0, ψu, ψv), (25)

а функцииHi иHi содержат все остальные слагаемые в выражении при εi. Проведем аналогичные
выкладки для медленной компоненты:

0 =

(
∂v

(−)
0

∂x
(0, ψv)−

∂v
(+)
0

∂x
(0, ψv)

)

+

+

n+1∑

i=2

εi−1

(
dv

(−)
i−1

dx
(0, ψu, ψv)−

dv
(+)
i−1

dx
(0, ψu, ψv) +

∂Q
(−)
i v

∂ξ
(0, ψu, ψv)−

∂Q
(+)
i v

∂ξ
(0, ψu, ψv)

)

=

= J(ψv) +

n∑

i=1

εiJi(ψu, ψv) = J(ψ0v) +

n∑

i=1

εi
(

d

dψv
J(ψ0v)ψiv + J i(ψ0u, ψ0v , . . . , ψi−1 u, ψi−1 v)

)
,

(26)

где функции Ji и J i также содержат все остальные слагаемые в выражении при εi, а J(ψv)
определяется выражением

J(ψv) =
∂v

(−)
0

∂x
(0, ψv)−

∂v
(+)
0

∂x
(0, ψv). (27)

Таким образом, формируется система конечных уравнений для нулевого порядка:
{
H(ψ0u, ψ0v) = 0,

J(ψ0v) = 0
(28)
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и для последующих порядков системы линейных алгебраических уравнений:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∂

∂ψu
H(ψ0u, ψ0v)ψku +

∂

∂ψv
H(ψ0u, ψ0v)ψkv = −Hk(ψ0u, ψ0v , . . . , ψi−1 u, ψi−1 v),

d

dψv
J(ψ0v)ψkv = −Jk(ψ0u, ψ0v , . . . , ψi−1u, ψi−1 v),

(29)

Существование решений систем (28) и (29) обеспечивается условием (A2). Таким образом можно
построить все функции в разложении (7) и получить все коэффициенты в разложении (8).

4. Существование решения стационарной задачи. Для доказательства существования
решения задачи (3) будем строить верхнее и нижнее решение как модификацию построенной
формальной асимптотики. Для этого введем следующее определение.

Определение 1. Нижним и верхним решениями задачи (3), соответственно, называются пары
функций (αu(x, ε), βu(x, ε)) и (αv(x, ε), βv(x, ε)), принадлежащие пространству C1(D)∩C2(D(−))∩
C2(D(+)) и удовлетворяющие следующим условиям при достаточно малых ε > 0:
(B1) αu(x, ε) � βu(x, ε) при x ∈ D;
(B2) Lf [αu, v] � 0 � Lf [βu, v] при x ∈ D(−) ∪D(+) и v ∈ [αv(x, ε), βv(x, ε)];

(B3)
∂α

(−)
u

∂x
(0, ε) � ∂α

(+)
u

∂x
(0, ε),

∂β
(−)
u

∂x
(0, ε) � ∂β

(+)
u

∂x
(0, ε);

(B4)
∂αu
∂x

(−1, ε) � 0 � ∂βu
∂x

(−1, ε),
∂αu
∂x

(1, ε) � 0 � ∂βu
∂x

(1, ε)

и аналогичным для пары функций (αv(x, ε), βv(x, ε)).

Выберем в качестве верхнего решения

U
(∓)
n (x, ε) = U (∓)

n (x, ε) + εn
(
u
(∓)
β (x) +Q

(∓)
β u(ξ)

)
,

V
(∓)
n (x, ε) = V (∓)

n (x, ε) + εnv
(∓)
β (x).

(30)

Нижнее решение строится в аналогичном виде.
Запишем операторное неравенство из (B2) для быстрой компоненты:

Lf

[
U

(∓)
n , v

]
= ε2

d2

dx2
U (∓)
n (x, ε) + εn+2 d

2

dx2

(
u
(∓)
β (x) +Q

(∓)
β u(ξ)

)
− f (∓)

(
U

(∓)
n , v, x, ε

)
+O(εn+1) =

= Lf

[
U (∓)
n , V (∓)

n

]
+ εn+2 d

2

dx2

(
u
(∓)
β (x) +Q

(∓)
β u(ξ)

)
−

−
(
f (∓)

(
U

(∓)
n , v, x, ε

)
− f (∓)

(
U (∓)
n , V (∓)

n , x, ε
))

+O(εn+1).

Слагаемое Lf
[
U

(∓)
n , V

(∓)
n

]
по построению можно оценить как O(εn+1). Произвольные функции

u ∈
[
αu(x, ε), βu(x, ε)

]
и v ∈

[
αv(x, ε), βv(x, ε)

]
можно записать в следующем виде:

u(x) = U (∓)
n (x, ε) + εnθ(∓)

u (x)
(
u
(∓)
β (x) +Q

(∓)
β u(ξ)

)
,

v(x) = V (∓)
n (x, ε) + εnθ(∓)

v (x)v
(∓)
β (x),

(31)

где θ(∓)
u (x) ∈ [−1, 1] и θ(∓)

v (x) ∈ [−1, 1] при x ∈ [−1, 1]—некоторые функции, которые неявным
образом зависят от u и v. Раскладывая функции f (∓)

(
U

(∓)
n , v, x, ε

)
и f (∓)

(
U

(∓)
n , V

(∓)
n , x, ε

)
по фор-

муле Тейлора с центром в точке
(
u
(∓)
0 (0) +Q

(∓)
0 u(ξ), v

(∓)
0 (0), 0, 0

)
, получим выражение

Lf

[
U

(∓)
n , v

]
= −εn

[
f
(∓)
u (x)u

(∓)
β (x) + f

(∓)
v (x)θ(∓)

v (x)v
(∓)
β (x)

]
+

+ εn
[ d2

dξ2
Q

(∓)
β u− f̃ (∓)

u (ξ)Q
(∓)
β u(ξ)−

(
f̃ (∓)
u (ξ)− f

(∓)
u (0)

)
u
(∓)
β (0)−

−
(
f̃ (∓)
v (ξ)− f

(∓)
v (0)

)
θ(∓)
v (0)v

(∓)
β (0)

]
+O(εn+1). (32)



КОНТРАСТНЫЕ СТРУКТУРЫ В СИСТЕМЕ РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ 19

Для медленной компоненты аналогичными рассуждениями можно получить

Lg

[
u, V

(∓)
n

]
= εn

[ d2

dx2
v
(∓)
β − g(∓)

u (x)θ(∓)
u (x)u

(∓)
β (x)− g(∓)

v (x)v
(∓)
β (x)

]
+O(εn+1). (33)

Определим добавочные функции u(∓)
β (x) и v(∓)

β (x) как решение следующей задачи:

− f
(∓)
u (x)u

(∓)
β (x) +

∣
∣f

(∓)
v (x)

∣
∣v(∓)
β (x) = −A,

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d2

dx2
v
(∓)
β +

∣
∣g(∓)
u (x)

∣
∣u(∓)
β (x)− g(∓)

v (x)v
(∓)
β (x) = −B, x ∈ D,

v
(∓)
β (0) = ψβv,

dv
(∓)
β

dx
(∓1) = 0,

(34)

где A, B, ψβv —произвольные положительные константы. Выражая из алгебраического уравне-
ния быструю компоненту и подставляя в краевую задачу, получаем:

u
(∓)
β (x) =

|f (∓)
v (x)|
f
(∓)
u (x)

v
(∓)
β (x) +

A

f
(∓)
u (x)

, x ∈ D,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

d2

dx2
v
(∓)
β =

(

g(∓)
v (x)− |f (∓)

v (x)|
f
(∓)
u (x)

∣
∣g(∓)
u (x)

∣
∣
)

v
(∓)
β −

(
|g(∓)
u (x)|
f
(∓)
u (x)

A+B

)

, x ∈ D,

v
(∓)
β (0) = ψβv,

dv
(∓)
β

dx
(∓1) = 0.

(35)

Из условия (A3) и оценки |θ(∓)
u (x)| � 1 следует неравенство

g(∓)
v (x)−

∣
∣f

(∓)
v (x)

∣
∣

f
(∓)
u (x)

∣∣g(∓)
u (x)

∣∣ > −λ(∓)
0 . (36)

В силу (A1) и положительности коэффициентов A и B неоднородность в задаче (35) для компо-
ненты vβ отрицательна. Таким образом, задача для v(∓)

β в (35) имеет положительное решение (см.,

например, [10], [11, теорема 3]), т.е. v(∓)
β (x) > 0 при x ∈ D. Из условия (A1), первого уравнения

(35) и оценки v(∓)
β (x) > 0 следует неравенство u(∓)

β (x) > 0.

Функцию Q
(∓)
β u(ξ) определим как решение задачи

⎧
⎪⎨

⎪⎩

d2

d2ξ
Q

(∓)
β u = f̃ (∓)

u (ξ)Q
(∓)
β u(ξ) +Q

(∓)
β f(ξ), ξ ∈ (0,∓∞),

Q
(∓)
β u(0) = ψβu − u

(∓)
β (0), Q

(∓)
β u(∓∞) = 0,

(37)

где

Q
(∓)
β f(ξ) =

(
f̃ (∓)
u (ξ)− f

(∓)
u (0)

)
u
(∓)
β (0) −

∣∣
∣f̃ (∓)
v (ξ)− f

(∓)
v (0)

∣∣
∣ v(∓)

β (0) − Cu exp
(
− κu |ξ|

)
, (38)

Cu > 0 и κu > 0—некоторые коэффициенты, а ψβu будет определен далее. Вследствие экспонен-
циальных оценок (15) и явного вида функций f̃ (∓)(ξ) и f (∓)

(0) и всех их производных, первые
два слагаемых в выражении для Q(∓)

β f(ξ) также являются функцией вида (15); следовательно,
при выборе достаточно больших Cu > 0 и κu > 0 можно добиться выполнения неравенства
Q

(∓)
β f(ξ) < 0. Решение задачи (37) записывается в стандартном виде:

Q
(∓)
β u(ξ) =

ψβu − u
(∓)
β (0)

Φ(∓)(0)
Φ(∓)(ξ) + Φ(∓)(ξ)

ξ∫

0

dξ1
(
Φ(∓)(ξ1)

)2

ξ1∫

∓∞
Φ(∓)(ξ2)Q

(∓)
β f(ξ2)dξ2. (39)
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В силу неравенств Q(∓)
β f(ξ) < 0 и Φ(∓)(ξ) > 0 и при достаточно большом ψβu > u

(∓)
β (0) функция

Q
(∓)
β u(ξ) будет положительна.
Условие (B3) для верхнего решения медленной компоненты можно переписать в следующем

виде:

0 � εnM1 =
∂V

(−)
n

∂x
(0, ε) − ∂V

(+)
n

∂x
(0, ε) = εn

⎛

⎝
dv

(−)
β

dx
(0)−

dv
(+)
β

dx
(0)

⎞

⎠ +O(εn+1) =

= εn
(

d

dψv
J(ψ0v)ψβv + Jβ

)
+O(εn+1), (40)

где Jβ —известная величина, а M1 > |Jβ| > 0—произвольная достаточно большая константа.
Аналогично, для быстрой компоненты имеем:

0 � εn−1M2 =
∂U

(−)
n

∂x
(0, ε) − ∂U

(+)
n

∂x
(0, ε) = εn−1

(
d

dξ
Q

(−)
β u(0)− d

dξ
Q

(+)
β u(0)

)
+O(εn) =

= εn−1

(
∂

∂ψu
H(ψ0u, ψ0v)ψβu +

∂

∂ψv
H(ψ0u, ψ0v)ψβv +Hβ

)
+O(εn), (41)

где Hβ —известная величина и

M2 > |Hβ |+
∣
∣∣
∣
∣
∂

∂ψv
H(ψ0u, ψ0v)

(
M1 − Jβ

)
(

d

dψv
J(ψ0v)

)−1
∣
∣∣
∣
∣
> 0.

При выполнении условия (A2) и выборе коэффициентов M1 и M2 достаточно большими система
линейных уравнений

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∂

∂ψu
H(ψ0u, ψ0v)ψβu +

∂

∂ψv
H(ψ0u, ψ0v)ψβv =M2 −Hβ,

d

dψv
J(ψ0v)ψβv =M1 − Jβ

(42)

будет иметь решение ψβu > u
(∓)
β (0) > 0 и ψβv > 0. Таким образом, условие (B3) будет выполнено.

С учетом решения задачи (35) и функции (39) имеем:

Lf

[
U

(∓)
n , v

]
= −εnA− εn

(
|f (∓)
v (x)|+ θv(x)f

(∓)
v (x)

)
v
(∓)
β (x)−

− εnCu exp(−κu |ξ|) +O(εn+1) < 0,

Lg

[
u, V

(∓)
n

]
= −εnB − εn

(
|g(∓)
u (x)|+ θu(x)g

(∓)
u (x)

)
u
(∓)
β (x)−

− εn
(∣∣
∣f̃ (∓)
v (ξ)− f

(∓)
v (0)

∣∣
∣+ θv(x)

(
f̃ (∓)
v (ξ)− f

(∓)
v (0)

))
v
(∓)
β (x) +O(εn+1) < 0.

(43)

Таким образом, условие (B2) также выполнено. Условие на границе (B4) проверяется аналогично
другим работам (см., например, [4] и ссылки в этой работе). Из способа построения верхнего
и нижнего решения, очевидно, следует их упорядоченность (B1), а также следующая теорема
(см. [7, 8, 13]).

Теорема 1. Пусть выполняются условия (A1)—(A3). При достаточно малом ε > 0 суще-
ствует решение us(x, ε), vs(x, ε) задачи (3) с переходным слоем около точки x = 0, для которого
построенные функции Un(x, ε), Vn(x, ε) являются равномерным асимптотическим приближе-
нием с точностью O(εn+1) при x ∈ D.

5. Асимптотическая устойчивость стационарного решения. Доказательство асимптоти-
ческой устойчивости стационарного решения задачи (1) проводится по схеме, предложенной в [2]
(см. [3] и ссылки в этой работе).
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Определение 2. Нижним и верхним решениями задачи (1) соответственно называются па-
ры функций (αu(x, t, ε), βu(x, t, ε)) и (αv(x, t, ε), βv(x, t, ε)), принадлежащие пространству Cx(D)∩
C2
x(D

(−))∩C2
x(D

(+))∩Ct(t � 0) и удовлетворяющие следующим условиям при достаточно малых
ε > 0:
(C1) αu(x, t, ε) � βu(x, t, ε) при x ∈ D и t � 0;
(C2) Nf [αu, v] � 0 � Nf [βu, v] при x ∈ D(−) ∪D(+), v ∈ [αv(x, t, ε), βv(x, t, ε)] и t > 0;

(C3)
∂α

(−)
u

∂x
(0, t, ε) � ∂α

(+)
u

∂x
(0, t, ε),

∂β
(−)
u

∂x
(0, t, ε) � ∂β

(+)
u

∂x
(0, t, ε) при t � 0;

(C4)
∂αu
∂x

(−1, t, ε) � 0 � ∂βu
∂x

(−1, t, ε),
∂αu
∂x

(1, t, ε) � 0 � ∂βu
∂x

(1, t, ε) при t � 0,

и аналогичным для пары функций (αv(x, t, ε), βv(x, t, ε)).

Построим эти функции следующим образом:

uβ(x, t, ε) = us(x, ε) +
(
U

(∓)
1 (x, ε)− us(x, ε)

)
e−λt,

vβ(x, t, ε) = vs(x, ε) +
(
V

(∓)
1 (x, ε) − vs(x, ε)

)
e−λt,

uα(x, t, ε) = us(x, ε) +
(
U

(∓)
1 (x, ε) − us(x, ε)

)
e−λt,

vα(x, t, ε) = vs(x, ε) +
(
V

(∓)
1 (x, ε) − vs(x, ε)

)
e−λt.

(44)

Здесь us(x, ε) и vs(x, ε)—решения задачи (3), λ > 0—некоторая постоянная. Проверка соответ-
ствующих условий определения нижнего и верхнего решений задачи (1) проводится стандартным
образом (см. [5]). Из структуры верхнего и нижнего решения для нестационарной задачи и ло-
кальной единственности решения задачи (1) (см., например, [13]) следует основной результат
данной работы.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (A1)–(A3). Тогда при достаточно малом ε > 0 ста-
ционарное решение (us(x, ε), vs(x, ε)) задачи (1) существует, локально единственно и асимпто-
тически устойчиво по Ляпунову, причем область его притяжения не менее [U 1, U1]× [V 1, V 1].

6. Пример. Рассмотрим частный вариант постановки задачи с функциями f и g следующего
вида:

f(u, v, x) =

{
u− ϕ(x), x ∈ D(−),

u, x ∈ D(+),
g(u, v, x) =

{
v − k(x)u, x ∈ D(−),

v, x ∈ D(+).
(45)

Задача для регулярной части нулевого порядка будет сформулирована следующим образом:

0 =

{
u
(−)
0 (x)− ϕ(x), x ∈ D(−),

u
(+)
0 (x), x ∈ D(+),

d2v
(∓)
0

dx2
=

{
v
(−)
0 (x)− k(x)u

(−)
0 (x), x ∈ D(−),

v
(+)
0 (x), x ∈ D(+).

(46)

Так как главное собственное значение задачи в условии (A3) положительно, то приходим к нера-
венству

g(∓)
v (x)−

∣
∣ϕ(∓)
v (x)g(∓)

u (x)
∣
∣ = 1 > 0 > −λ(∓)

0 .

Рассмотрим каждую подобласть отдельно. В D(−) решение алгебраического уравнения относи-
тельно быстрой компоненты имеет вид u(−)

0 (x) = ϕ(x), а v(−)
0 (x) определяется из задачи

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

d2v
(−)
0

dx2
= v

(−)
0 (x)− k(x)ϕ(x), x ∈ (−1, 0),

dv
(−)
0

dx
(−1) = 0, v

(−)
0 (0) = ψv.

(47)
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Функция Грина для данной задачи определена следующим образом:

G(x, s) =
1

2(e2 + 1)

{
(ex+2 + e−x)(es − e−s), −1 � x � s,

(es+2 + e−s)(ex − e−x), s � x � 0,
(48)

а решение записывается в виде

v
(−)
0 (x, ψv) =

ψve
2

1 + e2
ex +

ψv
1 + e2

e−x +
0∫

−1

k(s)ϕ(s)G(x, s) ds. (49)

В подобласти D(+) быстрая компонента u(+)
0 (x) = 0, а v(+)

0 (x) определяется из задачи
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

d2v
(+)
0

dx2
= v

(+)
0 (x), x ∈ (0, 1),

dv
(+)
0

dx
(1) = 0, v

(+)
0 (0) = ψv;

(50)

ее решение имеет вид

v
(+)
0 (x, ψv) =

ψv
1 + e2

ex +
ψve

2

1 + e2
e−x. (51)

Отсюда следует выполнение условия (A1).
Задача для Q(∓)

0 u(ξ) записывается в следующем виде:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

d2Q
(∓)
0 u

dξ2
= Q

(∓)
0 u, ξ ∈ (0,∓∞),

Q
(∓)
0 u(∓∞) = 0, Q

(∓)
0 u(0) = ψu − u

(∓)
0 (0).

(52)

Решение задачи в явном виде:

Q
(∓)
0 u(ξ, ψu) =

{
(ψu − ϕ(0))eξ , ξ � 0,

ψue
−ξ, ξ � 0.

(53)

В силу отсутствия зависимости функций f и g от ε в подобластях D(∓) в первом порядке все
слагаемые (7) будут тривиальными. Проверим условие (A2) сшивания асимптотики для быстрой
компоненты:

0 =

(
∂Q

(−)
0 u

∂ξ
(0, ψu)−

∂Q
(+)
0 u

∂ξ
(0, ψu)

)

+ ε

(
du

(−)
0

dx
(0)− du

(+)
0

dx
(0)

)

=

= H(ψu) + ε

(
du

(−)
0

dx
(0) − du

(+)
0

dx
(0)

)

=

= H(ψ0u) + ε

(
∂

∂ψu
H(ψ0u)ψ1u +

du
(−)
0

dx
(0) − du

(+)
0

dx
(0)

)

, (54)

где использовано обозначение

H(ψu) =
∂Q

(−)
0 u

∂ξ
(0, ψu)−

∂Q
(+)
0 u

∂ξ
(0, ψu) = 2ψu − ϕ(0) (55)

и учтен явный вид функций Q(∓)
0 u(ξ, ψu). Таким образом, чтобы сшить формальную асимптотику

быстрой компоненты, необходимо выполнение равенств

ψ0u =
1

2
ϕ(0), ψ1u = −1

2
ϕ′(0). (56)
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Для медленной компоненты проверка условия гладкости приводит к равенству:

0 =
∂v

(−)
0

∂x
(0, ψv)−

∂v
(+)
0

∂x
(0, ψv) + ε

(
∂Q

(−)
2 v

∂ξ
(0, ψu, ψv)−

∂Q
(+)
2 v

∂ξ
(0, ψu, ψv)

)

= J(ψv) +O(ε) =

=

⎛

⎜
⎝
ψve

2

1 + e2
− ψv

1 + e2
+

d

dx

0∫

−1

k(s)ϕ(s)G(x, s) ds

∣∣
∣∣
∣∣
x=−0

⎞

⎟
⎠−

(
ψv

1 + e2
− ψve

2

1 + e2

)
+O(ε), (57)

откуда получим

ψv = ψ0v =
1

2

1 + e2

1− e2
d

dx

0∫

−1

k(s)ϕ(s)G(x, s) ds

∣∣
∣
∣∣
∣
x=−0

. (58)

Производные функций H и J также можно посчитать явно:

∂

∂ψu
H(ψ0u, ψ0v) = 2 > 0,

d

dψv
J(ψ0v) = 2

e2 − 1

e2 + 1
> 0. (59)

Таким образом, условие (A2) также выполнено.

7. Заключение. В работе доказаны теоремы существования, локальной единственности и
устойчивости по Ляпунову стационарного решения системы реакции-диффузии с разномасштаб-
ными коэффициентами диффузии и разрывными функциями реакции. Найдены достаточные
условия, при которых в данной системе формируется контрастная структура возле точки разры-
ва. Также рассмотрен модельный пример. Полученные результаты и способ их достижения будут
использованы в дальнейших работах с обобщением задачи на трехмерный случай.
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Аннотация. Рассматривается периодическая краевая задача для уравнения Курамото—
Сивашинского. Показано, что существует двупараметрическое семейство решений, которые име-
ют структуру бегущих волн, и получены асимптотические формулы для них. Показано также, что
совокупность таких решений образует двумерное инвариантное многообразие, которое является
локальным аттрактором. Указанные решения имеют разные периоды по переменной t, неустой-
чивы по Ляпунову, но устойчивы по Перрону, Пуанкаре и Жуковскому. Обоснование результатов
основано на теории инвариантных многообразий и нормальных форм Пуанкаре—Дюлака.

Ключевые слова: уравнение Курамото—Сивашинского, двумерное инвариантное многообразие,
бегущая волна, устойчивость, бифуркация, нормальная форма.
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OF THE KURAMOTO–SIVASHINSKY EQUATION
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Abstract. A periodic boundary-value problem for the Kuramoto–Sivashinsky equation is considered.
We prove that there exists a two-parameter family of traveling-wave solutions and obtain asymptotic
formulas for them. We also prove that the set of such solutions forms a two-dimensional invariant
manifold, which is a local attractor. The indicated solutions have different periods in the variable t,
are unstable in the Lyapunov sense, but are stable in the Perron, Poincaré, and Zhukovsky senses. The
study is based on the theory of invariant manifolds and Poincaré–Dulac normal forms.

Keywords and phrases: Kuramoto–Sivashinsky equation, two-dimensional invariant manifold,
traveling wave, stability, bifurcation, normal form.
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1. Введение. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение с частными производны-
ми

ut + uxxxx + buxx + g2(u
2)x + g3(u

3)x = 0, (1)

где u = u(t, x), b, g2, g3 ∈ R, g22 + g23 �= 0. Данное эволюционное дифференциальное уравнение
известно под названием «уравнение Курамото—Сивашинского» (см. [23,26,27]). Классический ва-
риант этого уравнения предполагает, что g3 = 0. Кроме широко известных приложений в химиче-
ской кинетике (см. [23]) и гидродинамике (см. [26]), модифицированные варианты уравнения (1)
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используют в физике пограничных явлений (см., например, [19]), в частности, как математиче-
скую модель формирования наноструктур на поверхности полупроводников под воздействием
потока ионов (см., например, [18–20]).
В данной работе будем изучать уравнение (1) в случае, когда оно дополнено периодическими

краевыми условиями, которые изначально приведены после соответствующих перенормировок
пространственной переменной x, а также и эволюционной переменной t. Итак, уравнение (1)
будем рассматривать вместе с периодическими краевыми условиями

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (2)

Конечно возможны иные варианты краевых условий, отличных от периодических краевых усло-
вий (2) (см., например, монографию [27], и список литературы в ней). Вместе с тем вариант,
когда выбраны периодические краевые условия, по-видимому, один из самых распространенных
(см, например, [18–20,26]).
Для краевой задачи (1)–(2) изучались различные вопросы. Например, в [7–9, 22] изучались

локальные бифуркации в окрестности пространственно однородных состояний равновесия, т.е.
решений краевой задачи вида u(t, x) = const.
В данной работе будет рассмотрен ряд вопросов, связанных с существованием и свойствами

решений краевой задачи (1)–(2), которые имеют структуру бегущих волн, т.е. решений вида

u(t, x) = F (y), y = x+ ωt, ω ∈ R.

Безусловно, этот популярный для приложений в физике вопрос уже рассматривался и ранее
(см., например, [17,25]), но в данной статье будет изучена возникающая задача на базе использо-
вания математически обоснованных методов теории динамических систем с бесконечномерным
пространством начальных условий (с бесконечномерным фазовым пространством). Такой под-
ход позволил не только получить достаточные условия существования бегущих волн, но и од-
новременно вывести для них асимптотические формулы, дать анализ их устойчивости в смысле
классических определений теории устойчивости. Речь идет об устойчивости по А. М. Ляпунову,
А. Пуанкаре, О. Перрону. Для анализа всей этой совокупности вопросов будут использованы та-
кие методы теории динамических систем (качественной теории дифференциальных уравнений с
частными производными), как метод инвариантных (интегральных) многообразий, а также метод
нормальных форм, который ведет свое начало от работ А. Пуанкаре.

2. Общие замечания. Отметим, что если дополнить краевую задачу (1)–(2) начальным усло-
вием

u(0, x) = f(x), (3)
то из результатов работ [5,16] вытекает, что начально-краевая задача (1)–(3) локально корректно
разрешима, если f(x) ∈ H4; через H4 обозначено функциональное пространство, состоящее из
тех функций f(x), для которых выполнены следующие свойства:

(i) f(x) имеет период 2π;
(ii) при x ∈ [−π, π] функция f(x) принадлежит пространству Соболева W 4

2 [−π, π] (см. [15]).
Некоторые необходимые пояснения, связанные с использованием результатов работ [5,16], будут
приведены в следующих разделах. Напомним, что

‖f‖H4 = ‖f‖L2(−π,π) + ‖f ′‖L2(−π,π) + ‖f ′′‖L2(−π,π) + ‖f ′′′‖L2(−π,π) + ‖f IV ‖L2(−π,π).

Нетрудно проверить, что краевая задача (1)–(2) имеет однопараметрическое семейство про-
странственно однородных состояний равновесия u(t, x) = c, где c—произвольная действительная
постоянная.
Пусть функция h(x) принадлежит пространству 2π-периодических функций, которые при

x ∈ (−π, π) принадлежат L2(−π, π): h(x) ∈ H0. В следующих разделах будем использовать обо-
значение

M0(h) =
1

2π

π∫

−π
h(x)dx.
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Лемма 1. Пусть u(t, x)— решение краевой задачи (1)–(2). Тогда

M0(u) = c, (4)

т.е. пространственное среднее решения краевой задачи (1)–(2) не зависит от t.

Подчеркнем, что решение u(t, x) = c входит в совокупность тех решений краевой задачи (1)–
(2), для которых M0(u) = c.
Доказательство. Для доказательства леммы 1 проинтегрируем обе части уравнения по перемен-
ной x. После элементарных преобразований и умножения на 1/(2π) получим следующее равен-
ство:

1

2π

π∫

−π
utdx+

1

2π

π∫

−π
uxxxxdx+

1

2π

π∫

−π
uxxdx+

1

2π

π∫

−π
(g(u))xdx = 0, g(u) = g2u

2 + g3u
3.

Очевидно, что три последних интеграла в левой части равны нулю. Следовательно,

1

2π

π∫

−π
utdx =

d

dt

⎛

⎝ 1

2π

π∫

−π
u dx

⎞

⎠ =
d

dt

(
M0(u)

)
= 0.

Итак, выполнено условие (4). �
Обозначим через H0

c совокупность тех функций f(x) ∈ H0, для которых M0(f) = c. Нетрудно
проверить, что при c �= 0 множество H0

c является аффинным подпространством гильбертова
пространства H0, а H4

c — аффинным подпространством гильбертова пространства H4. Если же
c = 0, то H0

0 и H
4
0 являются линейными подпространствами функциональных пространств H

0

и H4 соответственно. Ясно, что подпространства H4
c инвариантны (локально инвариантны) для

решений краевой задачи (1)–(2). Действительно, из включения f(x) ∈ H4
c вытекает, что ft(x) ∈

H4
c , где ft(x) = u(t, x), а u(t, x)—решение начально-краевой задачи (1)–(3) c условием u(0, x) =

f(x) ∈ H4
c . При этом включение ft(x) ∈ H4

c выполнено до тех пор, пока решение u(t, x) существует
или при всех t > 0, если начально-краевая задача (1)–(3) имеет решение при всех t > 0 (см.
монографию [27]).
В краевой задаче (1)–(2) сделаем замену

u(t, x) = c+ v(t, x), (5)

где c = M0(u). Следовательно, M0(v) = 0, т.е. v(t, x) ∈ H4
0 при любом t, когда решение u(t, x)

(v(t, x)) существует.
Замена (5) позволяет переписать краевую задачу (1)–(2) в следующем виде:

vt = A(b, a)v − a2(v
2)x − a3(v

3)x, (6)
v(t, x + 2π) = v(t, x), M0(v) = 0. (7)

В краевой задаче (6)–(7)

A(b, a)v = −vxxxx − bvxx + avx, a = −(2g2c+ 3g3c
2), a2 = g2 + 3g3c, a3 = g3.

Лемма 2. Пусть b < 1. Тогда

lim
t→∞ ‖v(t, x)‖2L2(−π,π) = lim

t→∞

π∫

−π
v2(t, x)dx = 0,

где v(t, x)— решение краевой задачи (6)–(7).

Доказательство. Умножив уравнение (6) на v(t, x) и проинтегрировав полученное равенство по
переменной x, получим следующее интегральное равенство:

1

2

d

dt

π∫

−π
v2dx = −

π∫

−π
vxxxxvdx− b

π∫

−π
vxxvdx+ a

π∫

−π
vxvdx− a2

π∫

−π
(v2)xvdx− a3

π∫

−π
(v3)xvdx.
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После преобразований по частям можно убедиться, что три последних интеграла равны нулю, а

1

2

d

dt

π∫

−π
v2dx = b

π∫

−π
v2xdx−

π∫

−π
v2xxdx � (b− 1)

π∫

−π
v2xdx < 0,

если b− 1 < 0, т.е. b < 1. Следовательно, в такой ситуации неотрицательная функция

v0(t) =

π∫

−π
v2xdx

убывает и, более того, lim
t→∞ v0(t) = 0. Итак, при b < 1 состояние равновесия v(t, x) = 0 будет

глобальным аттрактором для решений краевой задачи (6)–(7) в смысле нормы в пространстве
L2(−π, π). Иногда в такой ситуации говорят, что v(t, x) = 0— это «слабый» глобальный аттрак-
тор, т.е. глобальный аттрактор в более слабой норме, чем норма в фазовом пространстве (в нашем
случае это пространство начальных условий H4

0 ). �
Из последнего замечания вытекает, что искать бегущие волны у краевой задачи (6)–(7) и, сле-

довательно, краевой задачи (1)–(2) можно лишь при b � 1. Далее, дополнительные построения,
связанные с методом инвариантных многообразий и нормальных форм, позволяют показать, что
при b = 1 состояние равновесия v(t, x) = 0 также будет аттрактором, но локальным. Все послед-
ние утверждения означают, что далее будем искать решения краевой задачи (6)–(7), имеющие
структуру бегущих волн при b > 1.

3. Свойства решений линеаризованной краевой задачи. В данном разделе рассмотрим
линеаризованную в окрестности нуля краевую задачу (6)–(7), т.е. линейную краевую задачу

vt = A(b, a)v,

v(t, x + 2π) = v(t, x), M0(v) = 0.

где линейный дифференциальный оператор имеет вид

A(b, a)v = −vxxxx − bvxx + avx.

Он имеет счетный набор собственных чисел

λn = λn(b, a) = Θn(b) + iσn(a), Θn(b) = −n4 + bn2, σn(a) = an.

Собственные числа λn отвечают собственным функциям exp(inx), n = ±1,±2,±3, . . .. При этом
функции exp(inx) в пространстве H0

0 образуют полную ортогональную систему. В частности,
отсюда следует, что оператор A(b, a) в H0

0 является производящим оператором аналитической
полугруппы линейных ограниченных операторов (см. [5]). Это свойство линейного дифференци-
ального оператора A(b, a) дает основание использовать результаты работ [5,16] для обоснования
корректной разрешимости нелинейной начально-краевой задачи (1)–(3), если, конечно, учесть,
что в уравнениях (1) ((6)) нелинейные слагаемые достаточно гладко зависят от v(t, x) (см., на-
пример, [16]).
В заключение этого раздела отметим, что из теоремы А. М. Ляпунова об устойчивости по ли-

нейному (первому) приближению вытекает, что решение v(t, x) = 0 нелинейной краевой задачи
(6)–(7) асимптотически устойчиво, если b < 1 (Reλn = Θn < 0) при любом n = ±1,±2, . . . и
неустойчиво, если b > 1 (по крайней мере, Θ1 и Θ−1 положительны). При b = 1 в задаче об устой-
чивости нулевого решения нелинейной краевой задачи (6)–(7) реализуется критический случай
(см., например [3,4]). В монографии [4] приведен конечномерный вариант теоремы Ляпунова, а в
монографии [3] рассмотрены уже уравнения в банаховом пространстве, т.е. приведено обобщение
теоремы Ляпунова об устойчивости по линейному приближению на бесконечномерный случай, в
частности, на уравнение с частными производными.
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4. Бегущие волны вспомогательной краевой задачи. В этом разделе покажем, что при

b = 1 + ε, ε ∈ (0, ε0)

краевая задача (6)–(7) имеет решения, имеющие структуру бегущей волны, т.е. решения вида

v(t, x) = w(x+ ωt),

где скорость распространения волны ω, как и функция w(y), подлежит определению в ходе ана-
лиза краевой задачи при выбранных значениях b. Напомним, что при ω �= 0 получаем бегущие
волны. Если оказалось, что ω = 0, то получаем пространственно неоднородные состояния равно-
весия рассматриваемой краевой задачи.
В краевой задаче (6)–(7) положим

τ = t, y = x+ ωt, (8)

а также будем искать ω как функцию c и ε, т.е. положим

ω(c, ε) = a(c)− εσ(ε),

где σ(ε)—достаточно гладкая функция. Пусть σ0 = σ(0) и поэтому σ(ε) можно записать в виде

σ(ε) = σ0 +Φ(ε), Φ(0) = 0.

Тем самым вопрос о выборе ω = ω(c, ε) сводится к определению σ0 и функции Φ(ε). Напомним,
что a(c) = −(2cg2+3c2g3), т.е. является функцией параметра c. Быть может, уместно подчеркнуть,
что функция a(c) переменной c ∈ (−∞,∞) принмает любые значения, если g3 = 0, g2 �= 0. При
g3 �= 0 она принимает любые положительные значения, если g3 > 0 и любые отрицательные
значения, если g3 < 0.
Решения краевой задачи (6)–(7) при b = 1+ε будем искать как функцию, которая зависит от τ

и y (v = v(τ, y)). В новых переменных (8) краевая задача (6)–(7) с учетом выбора коэффициента
b может быть переписана в следующем виде:

vτ = A(ε)v − a2(v
2)y − a3(v

3)y, (9)
v(τ, y + 2π) = v(τ, y), M0(v) = 0, (10)

где теперь

M0(v) =
1

2π

π∫

−π
v(τ, y)dy.

Кроме этого,

A(ε) = A0v + εA1v +B(ε)v, A0v = −vyyyy − vyy, A1v = −vyy + σ0vy, B(ε)v = εΦ(ε)vy ,

где Φ(ε)— также гладкая функция. Очевидно, что линейный дифференциальный оператор B(ε)
при всех ε ∈ (0, ε0) подчинен операторам B1, B2 (B1v = vyyyy , B2v = vyy; см. [5]), а коэффициент
εΦ(ε) имеет в нуле порядок малости выше первого.
Отметим, что при достаточно малой положительной постоянной ε0 и ε ∈ (0, ε0) оператор A(ε)

имеет собственные числа
λ±1(ε) = ε(1 ± iσ0) + o(ε),

которые отвечают собственным функциям exp(±iy). Остальные собственные числа оператора
A(ε) лежат в левой полуплоскости комплексной плоскости, выделяемой неравенством Reλ � −γ0,
где γ0—некоторая положительная постоянная. В рассматриваемом случае можно выбрать γ0 =
11, если ε0 —достаточно малая положительная постоянная. Проверка этих свойств линейного
дифференциального оператора A(ε) достаточно стандартна, если учесть, что оператор A0 имеет
собственные числа λn = n2 − n4 и при n �= ±1 для них выполнено неравенство Reλn � −12.
Подчеркнем, что все собственные числа оператора A0 двукратны, а при ε �= 0 собственные числа
оператора A(ε) в ситуации общего положения попарно комплексно сопряженны, λ−n(ε) = λn(ε).
Тем самым для оператора A(ε) реализуется близкий к критическому случай двукратного нулевого
собственного значения. При ε = 0 имеем A(0) = A0, и собственные числа этого оператора суть
λ±n = −n4 + n2.
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В такой ситуации у краевой задачи (9)–(10) в окрестности нулевого состояния равновесия су-
ществует двумерное инвариантное многообразие M2(ε), которое принято называть центральным
инвариантным многообразием (см. [6, 21, 24]). Пусть u(t, x)—решение краевой задачи (9)–(10) с
начальными условием u(t, x) ∈ Q(δ), где через Q(δ) обозначен шар радиуcа δ с центром в нуле
пространства H4

0 . Тогда это решение со скоростью экспоненты приближается к инвариантному
многообразию M2(ε). Отметим, что величина δ может быть выбрана не зависящей от ε.
Прежде чем перейти к дальнейшим построениям и, в частности, изучению решений, принадле-

жащихM2(ε). Отметим общее свойство для решений краевой задачи (9)–(10). Для них характерно
свойство, которое называют трансляционной инвариантностью. Суть его состоит в том, что вме-
сте с решениями v(τ, y, ε) у этой краевой задачи есть решения v(τ, y+β, ε), где β —произвольная
действительная постоянная.
Решения, принадлежащие M2(ε) (см. [7–9,22]), можно и удобно искать в следующем виде:

v(τ, y, z, z) = ε1/2v1(y, z, z) + εv2(y, z, z) + ε3/2v3(y, z, z) + ε2v0(y, z, z, ε), (11)

где v0(y, z, z, ε) гладко зависит от своих аргументов при ε ∈ (0, ε0). Наконец, z = z(s), s = ετ —
медленное время, а

v1(τ, y, z, z) = v1(y, z, z) = z(s)q(y) + z(s)q(y), q(y) = exp(iy).

Функции v2(y, z, z), v3(y, z, z) и v0(y, z, z, ε) при любом ε ∈ (0, ε0) принадлежат классу функцийW
(см. [7–9,22]). Напомним его определение.

Определение 1. Функция p(y, z, z) принадлежит классу W , если для нее выполнены следу-
ющие условия:

(i) Функция p(y, z, z) рассматриваемая как функция y при всех z, z принадлежит подпро-
странству H4

0,±1 гильбертова пространства H4, состоящему из тех функций, для которых
выполнены равенства

M0(p) =M±1(p) = 0,

где

M0(p) =
1

2π

π∫

−π
p(y, z, z)dy, M±1(p) =

1

2π

π∫

−π
p(y, z, z) exp(∓iy)dy.

При этом, конечно, M0(p), M±1(p) зависят от z, z как от параметров.
(ii) Функция p(y, z, z) при |z| � δp (δp > 0) зависит от z, z гладко, т.е. имеет достаточно

большое число непрерывных частных производных по переменным z, z.

Наконец, функция z(s) удовлетворяет уравнению, которое принято называть нормальной фор-
мой (см., например, монографию [1]):

z′s = ϕ(z, z, ε) (12)

где ϕ(z, z, ε)—достаточно гладкая функция. Более того, для нее справедливо равенство

ϕ(z, z, ε) = zϕ0(z, z, ε).

Отметим, что для дальнейших построений определяющую роль в случае общего положения
играет функция ψ(z, z) = ϕ(z, z, 0). Таким образом, уравнение (12) приобретает следующий вид:

z′s = ψ(z, z). (13)

Его называют «укороченной» нормальной формой (см. [2]). При этом ψ(z, z) = zψ0(z, z).
Отметим также, что для комплекснозначной функции ϕ0(z, z, ε) справедливо равенство

ϕ0(z, z, ε) = ϕ0(|z|2, ε), а также аналогичное равенство для ψ0(z, z), имеющее вид ψ0(z, z) =
ψ0(|z|2). Обе функции ϕ0(|z|2, ε), ψ0(|z|2) в ситуации общего положения комплекснозначны, так
как у них могут быть комплексные коэффициенты.
Доказательство равенств

ϕ(z, z, ε) = zϕ0(|z|2, ε), ψ(z, z) = zψ0(|z|2)
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основано на следующем простом замечании. Трансляционная инвариантность решений краевой
задачи (9)–(10) означает, что функция v(τ, y + β, ε) также является решением; следовательно,
это приводит к замене z(s) на функцию w(s) = z(s) exp(iβ), которая также будет решением
нормальной формы (12) (и укороченной нормальной формы (13)). Следовательно, справедливо
равенство

exp(iβ)z′s = ϕ
(
exp(iβ)z, exp(−iβ)z, ε

)

или
exp(iβ)ϕ(z, z, ε) = ϕ

(
exp(iβ)z, exp(−iβ)z, ε

)
.

Из последнего равенства и вытекает нужное свойство функции ϕ(z, z, ε). ddd

Замечание 1. Пусть для непрерывно дифференцируемой функции F (p, q) справедливо ра-
венство

exp(iβ)F (p, q) = F (exp(iβ)p, exp(−iβ)q),
где β —произвольное действительное число. Тогда производные от обеих частей по β совпададают
и при β = 0 в том числе. Следовательно, справедливо равенство (после сокращения на i)

F (p, q) = p
∂F

∂p
− q

∂F

∂q
.

Это линейное дифференциальное уравнение с частными производными имеет общее решение
F (p, q) = pF0(pq), где F0(ξ)—также непрерывно дифференцируемая функция. Следовательно,
при p = z, q = z получаем

F (z, z) = zF0(zz) = zF0(|z|2).
Далее определим в явном виде правую часть «укороченной» нормальной формы (13).

Для определения правых частей равенств (11)–(13) получим следующие линейные неодно-
родные краевые задачи, которые позволят определить ψ, v2, v3. Для дальнейшего определения
остальных слагаемых процесс следует продолжить.
Итак, для определения v2 получим линейную неоднородную краевую задачу

A0v2 = a2(v
2
1)y, (14)

v2(y + 2π, z, z) = v2(y, z, z), M0(v2) =M±1(v2) = 0, (15)

которая однозначно разрешима в рассматриваемом классе функций W . Напомним, что

A0v2 = −v2yyyy − v2yy,

а переменную z в краевой задаче (14)–(15) интерпретируем как параметр. В результате стандарт-
ного анализа обыкновенного дифференциального уравнения (14) с учетом условий (15) получаем,
что решение этой краевой задачи имеет следующий вид:

v2 = v2(y, z, z) = η2z
2q2 + η2z

2q2, η2 = −ia2
6
.

На третьем шаге получаем линейную неоднородную краевую задачу для определения функции
v3(y, z, z) ∈W , которую можно записать в следующем виде:

A0v3 = F3(y, z, z), (16)
v3(y + 2π, z, z) = v3(y, z, z), M0(v3) =M±1(v3) = 0, (17)

где
F3(y, z, z) = −A1(zq + zq) + 2a2(v1v2)y + a3(v

3
1)y + ψ(z, z)q + ψ(z, z)q.

В отличие от краевой задачи (14)–(15), где условия разрешимости в классе функций из W бь-
ли выполнены, у краевой задачи (16)–(17) выполнение соответствующих условий разрешимости
(M0(F3) = M±1(F3) = 0) обеспечивает выбор функций ψ,ψ. Вычисление соответствующих инте-
гралов показало, что

ψ(z, z) = (1 + iσ0)z + (l1 + il2)z|z|2,
где l1 = −a22/3, l2 = −3a3. При этом ψ0(|z|2) = (1 + iσ0) + (l1 + il2)|z|2.
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Замечание 2. Случай общего положения предполагает выполнение условия l1 �= 0, т.е.
a2 �= 0. Далее будем предполагать, что a2 = g2 + 3g3c �= 0. Если l1 = 0 (a2 = 0), то тогда
реализацию алгоритма следует продолжить и несколько скорректировать.

При выполнении условий разрешимости стандартным образом можно найти решения краевой
задачи (16)–(17):

v3(y, z, z) = η3z
3q3 + η3z

3q3, η3 = − 1

72
(a22 + 3a3i).

Рассмотрим сначала нормальную форму (13), т.е. уравнение

z′s = (1 + iσ0)z + (l1 + il2)z|z|2, (18)

у которого нетрудно найти состояние равновесия, если выбрать σ0 соответствующим образом.

Лемма 3. Дифференциальное уравнение (18) имеет однопараметрическое семейство состо-
яний равновесия S0: z(s) = ξ0 exp(iν), если σ0 = l2/l1 = 9a3/a

2
2. Здесь ξ0 =

√
3/|a2|, а ν —произ-

вольная действительная постоянная. Это семейство состояний равновесия — глобальный ат-
трактор для решений дифференциального уравнения (18).

Доказательство леммы 3 достаточно стандартно. Кратко изложим его в одном из возможных
вариантов.
Положим в уравнении (18)

z(s) = ρ(s) exp(iΘ(s)).

Тогда получаем систему
ρ′s = ρ+ l1ρ

3, Θ′
s = σ0 + l2ρ

2. (19)
Первое уравнение системы дифференциальных уравнений (19) имеет состояние равновесия ρ =

ξ0 =
√

−1/l1 =
√
3/|a2|. Все решения этого уравнения с положительными начальными условиями

стремятся к ξ0 при s → ∞. Отметим, что первое уравнение системы (19) — это уравнение Бер-
нулли; его решения можно найти в явном виде и проверить таким образом последнее замечание.
Если теперь подставить ρ = ξ0 в правую часть второго уравнения системы (19), то при σ0 =

−l2ξ20 = 9a3/a
2
2 получим, что Θ′

s = 0 и, следовательно, Θ = ν, ν —произвольная действительная
постоянная.
Перейдем теперь к вопросу о существовании ненулевого состояния равновесия у «полной» нор-

мальной формы, т.е. дифференциального уравнения (12). Это приводит к вопросу о сущестовании
решения у комплексного уравнения

ϕ(z, z, ε) = 0. (20)
Левую часть уравнения (20) в силу гладкости функции ϕ(z, z, ε) по совокупности переменных
можно записать в виде

ϕ(z, z, ε) = ψ(z, z) + εχ1(z, z, ε) = zψ0(|z|2) + εzχ0(|z|2, ε),
где

ψ0(|z|2) = (1 + iσ) + (l1 + il2)|z|2, χ0(|z|2, ε)
— гладкая функция переменных |z|2, ε. Напомним, что при определении функции ψ0 коэффици-
ент σ будет определен ниже, и σ = σ(ε) = σ0 + Φ(ε), где σ0 было определено ранее при при-
ближенных вычислениях с точностью до ε3/2 включительно. Теперь уравнение (20) приобретает
вид

(1 + iσ)z + (l1 + il2)z|z|2 + εzχ0(|z|2, ε) = 0.

После сокращения на z (z �= 0) получаем уравнение для определения z = z(s) и σ = σ(ε):

(1 + iσ) + (l1 + il2)|z|2 = −εχ0(|z|2, ε). (21)

Положим теперь σ = σ(ε) = σ0 +Φ(ε) и отметим, что при ε = 0 уравнение (21) имеет решение

z = z(0) = ξ0 exp(iν), ξ0 =

√
− 1

l1
=

√
3

|a2|
, σ = σ0 =

l2
l1
, ν ∈ R.
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Решение уравнения (21) при малых ε можно искать в виде

z(ε) = ξ0 exp(iν)
(
1 + w(ε)

)
, σ = σ(ε) = σ0 +Φ(ε), (22)

где w(ε),Φ(ε)—действительные функции параметра ε ∈ (0, ε0), w(0) = 0, Φ(0) = 0, ν —произ-
вольная действительная постоянная. В результате подстановки равенств (22) в уравнение (21)
после преобразований получим уравнение для определения w(ε), Φ(ε):

iΦ−
(
1 + i

l2
l1

)
(2w + w2) = −εχ2(w, ε).

Если теперь в этом уравнении разделить действительные и мнимые части, то получим систему
из двух уравнений

(2w + w2)− εχ3(w, ε) = 0,

l2
l1
(2w + w2)− Φ− εχ4(w, ε) = 0,

(23)

где χ3(w, ε) = Reχ2(w, ε), χ4(w, ε) = Imχ2(w, ε). Сразу отметим, что при ε = 0 система (23) имеет
решение w = Φ = 0. Кроме того, матрица Якоби левых частей системы (23), вычисленная при
ε = w = Φ = 0, имеет вид

J =

⎛

⎝
2 0

2
l2
l1

−1

⎞

⎠ .

Следовательно, det J = −2 �= 0, что гарантирует применимость теоремы о неявных функциях.
Итак, справедливо следующее утверждение.

Лемма 4. Существует такая положительная постоянная ε0, что при всех ε ∈ (0, ε0) нор-
мальная форма (12) имеет однопараметрическое семейство состояний равновесия

S(ε) : z(ε) = ξ(ε) exp(iν), ξ(ε) = ξ0(1 + w(ε)),

где ν —произвольная действительная постоянная, если при этом σ = σ(ε), σ(0) = σ0 = 9a3/a
2
2.

При этом одномерное инвариантное многообразие S(ε) нормальной формы (12)— локальный ат-
трактор для решений дифференциального уравнения (12), которые находятся в малой окрест-
ности S(ε). Все состояния равновесия, принадлежащие S(ε), устойчивы, но, естественно, не
могут быть асимптотически устойчивыми.

Построения раздела 4 дают основание перенести результаты анализа нормальных форм (12)
и (13) на краевую задачу (9)–(10), а также основную краевую задачу (1)–(2), если в ней параметр
b выбран как 1 + ε, ε ∈ (0, ε0).

5. Основное утверждение. Из результатов работ [6,24] и методики работ [7–9,22], где были
рассмотрены иные, но во многом аналогичные вопросы, вытекает справедливость следующего
утверждения.

Теорема 1. Существует такая положительная постоянная ε0, что семейству состояний
равновесия S(ε) нормальной формы (12) соответствует одномерное инвариантное многообра-
зие V1(ε) краевой задачи (9)–(10). Это многообразие образовано пространственно неоднородными
состояниями равновесия

v = w(y + ν, ε) = 2ε1/2ξ0 cos(y + ν) + 2εξ20γ2 sin(2y + 2ν) +O(ε3/2), (24)

где ξ0 =
√
3/|a2| (см. анализ нормальной формы (13)), γ2 = a2/6, ν —произвольная действитель-

ная постоянная. Краевая задачаЁ (9)–(10) имеет одномерное инвариантное многообразие V1(ε),
сформированное решениями (24). Это многообразие является локальным аттрактором для ре-
шений краевой задачи (9)–(10), а заполняющие его состояния равновесия устойчивы в метрике
фазового пространства решений краевой задачи (9)–(10), т.е. в норме пространства H4.

Подчеркнем, что формула (24) — это действительная форма решений, принадлежащих V1(ε).
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Следствие 1. Пусть в краевой задаче (1)–(2) b = 1+ ε. Тогда однопараметрическому семей-
ству (24) (одномерному инвариантному многообразию V1(ε)) краевой задачи (9)–(10) соответ-
ствует двумерное инвариантное многообразие V2(c, ε) краевой задачи (1)–(2). Оно заполнено
решениями, которые имеют структуру бегущих волн :

u(t, x, ν, c, ε) = u(x+ ω(c, ε)t+ ν, c, ε) = c+ w(x+ ω(c, ε)t + ν, ε). (25)

Если теперь воспользоваться записью второго слагаемого в правой части (25) в приближенном
виде (24), то решение краевой задачи (1)–(2) можно записать иначе:

u0(t, x, ν, c, ε) = c+ w0(x+ ω0(c)t+ ν, ε), (26)

где теперь ω0(c) = a(c) и

w0(x+ ω0(c)t + ν, ε) = 2ε1/2ξ0 cos(x+ ω0(c)t+ ν).

В формуле (26) выписана «главная» часть равенства (25).

Формула (26) будет далее использована при изучении вопросов, связанных c устойчивостью
бегущих волн. Подчеркнем, что инвариантное многообразие V2(c, ε)—локальный аттрактор. Ис-
следуем вопрос, связанный с устойчивостью решений (бегущих волн), принадлежащих V2(c, ε).

Теорема 2. Решения (25) неустойчивы в смысле определения Ляпунова, но устойчивы в
смысле определения Перрона и Пуанкаре (см. соответствующие определения и утверждения
в [11–13]).

Замечание 3. Проверка устойчивости или неустойчивости предполагает использование нор-
мы фазового пространства, т.е. в нашем случае нормы пространства H4.

Доказательство. Пусть выбраны два решения краевой задачи (1)–(2), рассматриваемой при b =
1+ ε, имеющие структуру бегущих волн и принадлежащие V2(c, ε), т.е. рассмотрим две функции

u1 = u1(x+ ω(c1, ε)t+ ν1, c1, ε), u2 = u2(x+ ω(c2, ε)t+ ν2, c2, ε),

где ε ∈ (0, ε0), и при выбранном далее (фиксированном) ε рассмотрим соответствующие им «глав-
ные» части

u01(t, x, ε) = c1 +w0(x+ ω0(c1)t+ ν1, ε) +O(ε),

u02(t, x, ε) = c2 +w0(x+ ω0(c2)t+ ν2, ε) +O(ε),

где, как и ранее, ω0(c1) = a(c1), ω0(c2) = a(c2). Напомним, что

u01(t, x, ε) = c1 + 2ξ0ε
1/2 cos(x+ ω0(c1)t+ ν1),

u02(t, x, ε) = c2 + 2ξ0ε
1/2 cos(x+ ω0(c2)t+ ν2).

Далее, ω10 = ω0(c1), ω20 = ω0(c2).
Пусть разность c1−c2 = εδ1 �= 0 нормирована с использованием бифуркационного параметра ε;

при доказательстве теоремы 2 его можно и следует считать фиксированным. Тогда получаем, что

ω0 = ω10 − ω20 = ε1/2δ1δ2,

где δ2 = 2g2 + 3g3(c1 + c2). В ситуации общего положения δ2 �= 0 и, следовательно, ω0 �= 0, если
c1, c2 выбраны соответствующим образом.
Пусть Q(t, x) = u01(t, x, ε) − u02(t, x, ε). Следовательно, QΔ(t) = ‖Q‖H4 —функция, которая

зависит только от t, но не зависит от x. Учитывая, что

Q = Q(t, x, ε) = ε1/2δ1 + 2ε1/2ξ0

[
cos(x+ ω10t+ ν1)− cos(x+ ω20t+ ν2)

]

и проводя элементарные вычисления, получаем

‖Q‖2H0 = ε(2πδ21 + Λ2
0(t)),

где

Λ2
0(t) = 16ξ20π sin

2(δ3t+ ν0), ν0 =
1

2
(ν2 − ν1), δ3 =

1

2
ε1/2δ1δ2 �= 0.
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Отсюда

‖Q‖2H4 = ε(2πδ21 + 5Λ2
0(t)).

В результате получаем

Q2
Δ(t) = 2επ

(
δ21 + 40ξ20 sin

2
(
δ3t+ ν0

))
. (27)

Стандартный анализ равенства (27) показывает, что справедливо утверждение.

Лемма 5. Существует последовательности {tn}, {tk}, обладающие следующими свойства-
ми:

(i) tn, tk > 0, если n � n0, k � k0;
(ii) lim

k→∞
Q2

Δ(tk) = 2πεδ21 (δ1 �= 0);

(iii) lim
n→∞Q2

Δ(tn) = Q0 � 80επξ20 =
240επ

a22
.

Из (ii), (iii) вытекают предельные соотношения

lim
t→∞

Q2
Δ(t) = 2πεδ21

δ1→0−−−→ 0; (28)

lim
t→∞Q2

Δ(t) �
240επ

a22
> 0, (29)

т.е. верхний предел больше величины, которая не зависит от δ1.

При доказательстве леммы 5 центральное место занимает анализ тригонометрических уравне-
ний

sin2(δ3t+ ν0) = 0, sin2(δ3t+ ν0) = 1,

т.е.

tk =
πk − ν0
δ3

, tn =
2πn+ π − 2ν0

2δ3
, tk → ∞,

если k → ∞, и tn → ∞ при n → ∞, если δ3 > 0. Отметим, что без нарушения общности можно
считать справедливым неравенство δ3 > 0. Если оказалось, что δ2 > 0, то выбираем δ1 = c1−c2 > 0
(c1 > c2) и, напротив, если δ2 < 0, то выбираем δ1 < 0 (c1 < c2). Без нарушения общности можно
считать, что c1 > c2 или, наоборот, c1 < c2. Особо подчеркнем, что верхний предел не зависит от
выбора δ1, а нижний предел может быть достаточно мал, если, в свою очередь, δ1 и ε малы.
Из определений и утверждений работ [11–13] вытекают следующие утверждения.

(a) любое из решений краевой задачи (1)–(2) при b = 1+ ε, ε ∈ (0, ε0), принадлежащее V2(c, ε),
неустойчиво в смысле определений Ляпунова (см. верхний предел (29));

(b) из равенств (28) вытекает, что любое решение, принадлежащее V2(c, ε), устойчиво в смысле
определения устойчивости по Перрону;

(c) эти решения устойчивы по Пуанкаре (орбитально устойчивы). Последнее утверждение вы-
текает из того, что периодические по эволюционной переменной решения, устойчивые по
Перрону, устойчивы и по Пуанкаре (см. [11–13]).

Добавим, что все эти решения из двупараметрического семейства, образующего двумерные инва-
риантные многообразия V2(c, ε), суть периодические функции t; следовательно, из утверждений
монографии [10] вытекает, что из их устойчивости по Пуанкаре (орбитальной устойчивости) вы-
текает устойчивость по Жуковскому.
Подчеркнем, что выше речь шла об устойчивости по Перрону, но не об асимптотической устой-

чивости по Перрону. Аналогичные замечания относятся к устойчивости по Пуанкаре и Жуков-
скому. �
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6. Заключение. В работе показано, что при b = 1 + ε (ε ∈ (0, ε0)) у краевой задачи (1)–(2)
существуют двумерные инвариантные многообразия V2(c, ε), заполненные при каждом из таких
ε решениями, имеющими структуру периодических бегущих волн. Задача о существовании и
свойствах бегущих волн была сведена к задаче о локальных бифуркациях в близком к крити-
ческому случае двукратного нулевого собственного значения спектра устойчивости однородного
состояния равновесия изучаемой краевой задачи. Их периодичность по x естественна, так как рас-
сматривается периодическая краевая задача. Вместе с этим эти решения периодические функции
переменной t и их период по t зависит от выбора c, т.е. пространственно однородного состояния
равновесия, в окрестности которого существуют решения, принадлежащие V2(c, ε). Можно отме-
тить, что периоды найденных t-периодических решений T = T (c, ε) в любом случае заполняют
интервал бесконечной длины. Более того, можно привести варианты, когда T (c, ε)— это любое
положительное число. Так, например, будет, если g3 = 0 и g2 �= 0. Естественно, нетрудно най-
ти варианты, когда частота ω(c, ε) = 0. В этом случае полученные решения не будут бегущими
волнами, а будут ненулевыми состояниями равновесия рассматриваемой краевой задачи (1)–(2).
Более того, как правило, можно указать значения параметров первоначального уравнения (1)
(например, g3 = 0), когда период построенных решений будет близок к нулю или, напротив,
сколь угодно велик.
Двупараметрическое семейство решений, образующих V2(c, ε), если следовать терминологии,

характерной для ряда разделов физики (см., например, [14]), могут быть проинтерпретированы
как «пакет бегущих волн». Действительно, частоты решений краевой задачи, принадлежащих
двумерному многообразию V2(c, ε), как правило, различны.
Вопрос о существовании двупараметрического семейства бегущих волн, устойчивость многооб-

разий, образованных ими, был исследован на основе применения методов теории динамических
систем с бесконечномерным фазовым пространством. Отметим особо, что бегущие волны неустой-
чивы в смысле определения Ляпунова, хотя они принадлежат аттрактору. Для них характерна
устойчивость по Перрону, Пуанкаре иЖуковскому. Последние три определения достаточно часто
более содержательны при изучении устойчивости решений, отличных от состояний равновесия,
например, бегущих волн.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Арнольд В. И. Дополнительные главы теории дифференциальные уравнений. — М.: Наука, 1978.
2. Гукенхеймер Дж., Холмс Ф. Нелинейные колебания, динамические системы и бифуркации векторных
полей. — М.-Ижевск: Ин-т комп. иссл., 2002.

3. Далецкий Ю. Л., Крейн М. Г. Устойчивость решений дифференциальных уравнений в банаховом
пространстве. — М.: Наука, 1970.

4. Демидович Б. П. Лекции по математической теории устойчивости. — М.: Наука, 1967.
5. Крейн С. Г. Линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве. — М.: Наука, 1967.
6. Куликов А. Н. О гладких инвариантных многообразиях полугруппы нелинейных операторов в бана-
ховом пространстве// в кн.: Исследования по устойчивости и теории колебаний. — Ярославль: Изд-во
ЯрГУ, 1976. — С. 114–129.

7. Куликов А. Н., Куликов Д. А. Формирование волнообразных наноструктур на поверхности плоских
подложек при ионной бомбардировке// Ж. вычисл. мат. мат. физ. — 2012. — 52, № 5. — С. 930–945.

8. Куликов А. Н., Куликов Д. А. Локальные бифуркации в периодической краевой задаче для обобщен-
ного уравнения Курамото—Сивашинского// Автомат. телемех. — 2017. — 11. — С. 20–33.

9. Куликов А. Н., Куликов Д. А. Локальные бифуркации в уравнениях Кана—Хиллиарда, Курамото—
Сивашинского и их обобщениях// Ж. вычисл. мат. мат. физ. — 2019. — 59, № 4. — С. 670–683.

10. Леонов Г А. Хаотическая динамика и классическая теория устойчивости движения. — М.-Ижевск:
Ин-т комп. иссл., 2006.

11. Сергеев И. Н. О непрерывности показателей колеблемости, вращаемости и блуждаемости систем,
задающих повороты плоскости// Диффер. уравн. — 2018. — 54, № 6. — С. 842–856.

12. Сергеев И. Н. Определение и некоторые свойства устойчивости по Перрону// Диффер. уравн. — 2019.
— 55, № 5. — С. 636–646.



ПЕРИОДИЧЕСКИЕ БЕГУЩИЕ ВОЛНЫ УРАВНЕНИЯ КУРАМОТО—СИВАШИНСКОГО 37

13. Сергеев И. Н. Зависимость и независимость свойств перроновской и ляпуновской устойчивости от
фазовой области системы// Диффер. уравн. — 2019. — 55, № 10. — С. 1338–1346.

14. Скотт Э. Нелинейная наука. Рождение и развитие когерентных структур. — М.: Физматлит, 2007.
15. Соболев С. Л. Некоторые применения функционального анализа в математической физике. — М.:

Наука, 1988.
16. Соболевский П. Е. Об уравнениях параболического типа в банаховом пространстве// Тр. Моск. мат.

о-ва. — 1967. — 10. — С. 297–350.
17. Barker B., Johnson M. A., Noble P., Rodrigues L. M., Zumbrun K. Nonlinear modulational stability of

periodic traveling-wave solutions of the generalized Kuramoto–Sivashinsky equation// Phys. D. — 2013. —
258. — P. 11–46.

18. Bradley R. M., Gelfand M. P. One-dimensional conservative surface dynamics with broken parity: Arrested
collapse versus coarsening// Phys. Lett. A. — 2015. — 379, № 3. — P. 199–205.

19. Bradley R. M., Harper J. M. E. Theory of ripple topography induced by ion bombardment// J. Vac. Sci.
Techn. A. — 1988. — 6, № 4. — P. 2390–2395.

20. Bradley R. M., Loew K. M. Effect of dispersion on the nanoscale patterns produced by ion sputtering//
Phys. Rev. E. — 2019. — 100. — 012801.

21. Kulikov A. N. Inertial invariant manifolds of a nonlinear semigroup of operators in a Hilbert space// J. Math.
Sci. — 2024. — 283, № 3. — P. 402–411.

22. Kulikov A. N., Kulikov D. A. Spatially ingomogeneous solutions for a modified Kuramoto–Sivashinsky
equation// J. Math. Sci. — 2016. — 219, № 2. — P. 173–183.

23. Kuramoto Y. Chemical Oscillations, Waves and Turbulence. — Berlin: Springer-Verlag, 1984.

24. Marsden J. E., McCraken M. The Hopf Bifurcation and Its Applications. — New York: Springer-Verlag,
1976.

25. Noble P., Rodrigues L. M. Whitham’s modulation equations and stability of periodic wave solutions of
the Korteweg–de Vries–Kuramoto–Sivashinsky equation// Indiana Univ. Math. J. — 2013. — 62, № 3. —
P. 753–783.

26. Sivashinsky G. I. Weak turbulence in periodic flows// Phys. D. — 1985. — 17. — P. 243–255.

27. Temam R. Infinite-Dimensional Dynamical Systems in Mechanics and Physics. — New York: Springer-
Verlag, 1997.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРОВ
Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Работа выполнена в рамках программы развития Регионального научно-

образовательного математического центра Ярославского государственного университета им.
П. Г. Демидова при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (соглашение о предоставлении субсидии из федерального бюджета
№ 075-02-2025-1636).

Финансовые интересы. Авторы заявляют об отсутствии подлежащих раскрытию финансо-
вых или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Куликов Анатолий Николаевич (Kulikov Anatolii Nikolaevich)
Ярославский государственный университет им. П. Г. Демидова, Ярославль
(P. G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russia)
E-mail: anat_kulikov@mail.ru

Куликов Дмитрий Анатольевич (Kulikov Dmitrii Anatol’evich)
Ярославский государственный университет им. П. Г. Демидова, Ярославль
(P. G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russia)
E-mail: kulikov_d_a@mail.ru

Фролов Дмитрий Геннадьевич (Frolov Dmitrii Gennadievich)
Ярославский государственный университет им. П. Г. Демидова, Ярославль
(P. G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russia)
E-mail: supfro@yandex.ru



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 243 (2025). С. 38–44
DOI: 10.36535/2782-4438-2025-243-38-44

УДК 517.957

ФОРМИРОВАНИЕ ПОГРАНСЛОЙНОГО РЕШЕНИЯ

В ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ

В ОГРАНИЧЕННОМ ОБЪЕМЕ

c© 2025 г. Н. Т. ЛЕВАШОВА

Аннотация. Рассматривается система уравнений, описывающая протекание двухкомпонентной
химической реакции в ограниченном объеме. Предполагается, что реакция происходит в рас-
творе, концентрация продуктов реакции в нем со временем увеличивается, затем происходит
насыщение, т.е. концентрация продуктов реакции становится максимально возможной при дан-
ных условиях, после чего реакция останавливается. С помощью подобной постановки можно
описывать микроскопические процессы, происходящие при закачке CO2 в породу, представля-
ющую собой пористую среду с порами, заполненными водой. Для системы двух уравнений типа
«реакция-диффузия» на отрезке показано, что за конечное время из заданной начальной функ-
ции формируется решение, близкое к стационарному распределению, отвечающему концентрации
насыщенного раствора при данных условиях.

Ключевые слова: сингулярное возмущение, уравнение реакция-диффузия, формирование по-
гранслойного решения, метод дифференциальных неравенств, дифференциальное включение.

FORMATION OF A BOUNDARY-LAYER SOLUTION

IN A PROBLEM FOR A SYSTEM OF REACTION-DIFFUSION

EQUATIONS IN A LIMITED VOLUME

c© 2025 N. T. LEVASHOVA

Abstract. We consider a system of equations that describes a two-component chemical reaction in a
limited volume. The reaction is assumed to occur in a solution, the concentration of reaction products
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в поровом пространстве породы, в которую производится закачка CO2. Утилизация двуокиси уг-
лерода, сопутствующей процессу добычи нефти и газа, входит, в частности, в экологические про-
граммы таких государств как Норвегия (хранилище Sleipner; см. [7]) и Австрия (проект Gorgon;
см. [10]). До недавнего времени интерес к подобным проектам возникал и в нашей стране в кон-
тексте хранения CO2 в пластах, расположенных в границах терригенных осадочных пород неф-
тегазоносных и угольных бассейнов (см. [6]). Процесс закачки и хранения CO2 неизбежно сопро-
вождается химическими реакциями внутри породы, приводящими в том числе к ее деструкции,
однако этот процесс занимает десятилетия. Для прогнозирования условий безопасного хранения
CO2 в природных хранилищах требуется сочетание эксперимента и адекватных математически
обоснованных моделей хранения. Одной из составляющих такой модели является задача о проте-
кании процесса растворения химических компонент в воде, заполняющей поровое пространство
породы, что приводит к постановке начально-краевой задачи для уравнения реакция-диффузия
в ограниченном объеме.
В настоящей работе рассмотрена система двух уравнений типа «реакция-диффузия» на отрез-

ке, решение которой стабилизируется к постоянному во времени распределению, отвечающему
концентрации насыщенного раствора при данных условиях. Показано, что за конечное время из
заданной начальной функции формируется решение, близкое к стационарному распределению.
Целью рассмотрения редуцированной одномерной постановки является определение основных
особенностей, возникающих в ходе аналитического исследования решения задачи, в частности,
доказательства теоремы существования указанного решения, для того, чтобы в дальнейшем ис-
пользовать полученные результаты при рассмотрении трехмерной задачи моделирования реаль-
ных объектов.
Метод аналитического исследования процесса формирования предложен в [1]. Особенностью

настоящей работы является наличие негладких нелинейных реактивных слагаемыех в уравнениях
«реакция-диффузия», что приводит к необходимости использования теории дифференциальных
включений (см. [5]).

2. Постановка задачи. Рассматривается двухкомпонентная система уравнений, описываю-
щая химические реакции, проходящие до состояния насыщения:

∂u

∂t
− ε2

∂2u

∂x2
=

{
f(u, v, x, ε), u < umax,

umax − u, u � umax,

∂v

∂t
− ε2

∂2v

∂x2
=

{
g(u, v, x, ε), v < vmax,

vmax − v, v � vmax,

x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ];

∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(1, t) =

∂v

∂x
(0, t) =

∂v

∂x
(1, t) = 0, t ∈ [t0, T ],

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ [0, 1].

(1)

Здесь ε—малый параметр, имеющий смысл коэффициента диффузии, T > 0, u и v—концен-
трации реагирующих веществ, umax и vmax —предельно допустимые значения концентраций, а
функции f и g описывают химические реакции.
Исходя из физических соображений, потребуем выполнения следующих условий.

Условие 1. 0 � u0(x) < umax, 0 � v0(x) < vmax, x ∈ [0, 1].

Условие 2. f(u, v, x, ε) > 0, g(u, v, x, ε) > 0 всюду на множестве Ω :=
{
(u, v, x, ε): u ∈ [0, umax],

v ∈ [0, vmax(x)], x ∈ [0, 1], ε ∈ [0, ε0]
}
.

Кроме того потребуем, чтобы функции f(u, v, x, ε) и g(u, v, x, ε) были C2-гладкими в Ω, а u0(x),
v0(x)—на отрезке x ∈ [0, 1].
Вопрос о существовании решения у системы уравнений (1) с краевым условием Дирихле рас-

смотрен в работе [8], где доказано, существование решения из пространства L2((0, 1) × (0, T )) в
случае существования верхнего (u, v) и нижнего (u, v) решений. Обобщение на случай граничных
условий Неймана возможно согласно [3]. Заметим, что верхним и нижним решениями задачи (1)
могут быть (u, v) = (umax, vmax) и (u, v) = (0, 0).
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Покажем, что за конечное время у задачи (1) формируется решение, удовлетворяющее оценке

u(x, t) = umax(x) +O(ε), v(x, t) = vmax(x) +O(ε),

которое будет находиться внутри области притяжения устойчивого стационарного решения за-
дачи (1). Для доказательства будем использовать схему, предложенную в [1].

3. Задача вблизи начального момента времени. Рассмотрим задачу

ũt =

{
f(ũ, ṽ, x, ε), ũ < umax,

umax − ũ, ũ � umax,
ṽt =

{
g(ũ, ṽ, x, ε), ṽ < vmax,

vmax − ṽ, ṽ � vmax,
x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ];

ũ(x, 0) = u0(x), ṽ(x, 0) = v0(x), x ∈ [0, 1].

(2)

Здесь x ∈ [0, 1] играет роль параметра.
Поскольку функции f(u, v, x, ε) и g(u, v, x, ε) строго положительны при u < umax, v < vmax, то

существуют значения tu, при котором ũ = umax, и tv, при котором ṽ = vmax. Далее будем считать,
что T > t0, где

t0 = max{tu, tv}. (3)
Решение задачи (2) понимается в смысле дифференциальных включений; оно непрерывно на
отрезке t ∈ [0, T ] и, кроме того, выполняются равенства

ũ(x, t) = umax, ṽ(x, t) = vmax при 0 � x � 1, t0 � t � T (4)

(см. [5]).

3.1. Задачи для производных ũx, ṽx, ũxx, ṽxx. Определим функции ũx(x, t), ṽx(x, t) как решение
задачи

∂ũx
∂t

=

{
fu(ũ, ṽ, x, t, ε)ũx + fv(ũ, ṽ, x, t, ε)ṽx + fx(ũ, ṽ, x, t, ε), t < tu,

0, t � tu,

∂ṽx
∂t

=

{
gu(ũ, ṽ, x, t, ε)ũx + gv(ũ, ṽ, x, t, ε)ṽx + gx(ũ, ṽ, x, t, ε), t < tv,

0, t � tv,

x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ];

ũx(x, 0) = u0x(x), ṽx(x, 0) = v0x(x), x ∈ [0, 1].

(5)

Производные ũxx(x, t), ṽxx(x, t) определим как решения задачи

∂ũxx
∂t

=

{
fuũxx + fvṽxx + fd2(x, t), t < tu,

0, t � tu,

∂ṽxx
∂t

=

{
guũxx + gv ṽxx + gd2(x, t), t < tv,

0, t � tv,

x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ];

ũxx(x, 0) = u0xx(x), ṽxx(x, 0) = v0xx(x), x ∈ [0, 1],

(6)

где

fd2(x, t) := fxx + fuuu
2
x + 2fuvuxvx + 2fuxux + 2fvxvx + fvvv

2
x,

gd2(x, t) := gxx + guuu
2
x + 2guvuxvx + 2guxux + 2gvxvx + gvvv

2
x,

а производные функций f и g берутся при ((ũ(x, t), ṽ(x, t), x, t, ε)).
Решения задач (5) и (6) понимаются в терминах дифференциальных включений. Каждая из

задач имеет единственное решение, непрерывное для каждого значения параметра x ∈ [0, 1] по
переменной t ∈ [0, T ] (см. [5]).
При t ∈ (0,min{tu, tv}) каждая из систем уравнений (5) и (6) является линейной с непрерывны-

ми ограниченными коэффициентами, поэтому существует такое p > 0, что справедливы оценки
(см. [2])

|ũx| � Cept, |ṽx| � Cept, |ũxx| � Cept, |ṽxx| � Cept, x ∈ (0, 1), t ∈ (0,min{tu, tv}), (7)

где C > 0—константа.
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3.2. Пограничные функции. Введем функции

Ru(x, t, ε) := ũx(0, t) exp
(
−x
ε

)
+ ũx(1, t) exp

x− 1

ε
,

Rv(x, t, ε) := ṽx(0, t) exp
(
−x
ε

)
+ ṽx(1, t) exp

x− 1

ε
.

Составим суммы

U(x, t, ε) = ũ(x, t) + εRu(x, t, ε), V (x, t, ε) = ṽ(x, t) + εRv(x, t, ε).

Далее покажем, что при t � t0 пара функций (U(x, t, ε), V (x, t, ε)) будет отличаться от точного
решения (u(x, t), v(x, t)) задачи (1) на величину порядка ε по норме в пространстве C.
Введем обозначения

Lu[U, V ] :=
∂U

∂t
− ε2

∂2U

∂x2
− umax + U =

=
∂ũ

∂t
(x, t) + ε

∂2ũ

∂x∂t
(0, t) exp

(
−x
ε

)
+ ε

∂2ũ

∂x∂t
(1, t) exp

x− 1

ε
− ε2ũxx(x, t)−

− ε

(
ũx(0, t) exp

(
−x
ε

)
+ ũx(1, t) exp

x− 1

ε

)
−
{
f(U, V, x, ε), ũ(x, t) < umax,

−umax + ũ(x, t) + εRu(x, t, ε), ũ(x, t) � umax,

Lv[U, V ] :=
∂V

∂t
− ε2

∂2V

∂x2
− vmax + V =

=
∂ṽ

∂t
(x, t) + ε

∂2ṽ

∂x∂t
(0, t) exp

(
−x
ε

)
+ ε

∂2ṽ

∂x∂t
(1, t) exp

x− 1

ε
− ε2ṽxx(x, t)−

− ε

(
ṽx(0, t) exp

(
−x
ε

)
+ ṽx(1, t) exp

x− 1

ε

)
−
{
g(U, V, x, ε), ṽ(x, t) < vmax,

−vmax + ṽ(x, t) + εRv(x, t, ε), ṽ(x, t) � vmax.

Учитывая оценки (7) и уравнения (2), заключаем, что найдется такая величина p0 > 0, что для
всех x ∈ [0, 1] будут справедливы оценки

Lu[U, V ] = εC1e
p0t, Lv[U, V ] = εC1e

p0t.

3.3. Оценка невязки. Пусть (u(x, t), v(x, t))—решение задачи (1). Сделаем замену

u = U(x, t, ε) + w1(x, t)e
p∗t, v = V (x, t, ε) + w2(x, t)e

p∗t,

где
p∗ = max

{
p, p0,max |fu|+max |gu|,max |fv|+max |gv|

}
. (8)

Отметим, что функции w1,2(x, t), как и решение (u(x, t), v(x, t)) задачи (1), принадлежат про-
странству L2((0, 1) × (0, T )). Подставив решение в таком виде в задачу (1) и применив формулу
конечных приращений в интегральной форме, можно получить следующую задачу для функций
w1(x, t) и w2(x, t):

∂w1

∂t
+ p∗w1 − ε2

∂2w1

∂x2
=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

h1(w1, w2, x, t, ε)w1+

+ h2(w1, w2, x, t, ε)w2+

+ εC1e
(p0−p∗)t, w1(x, t) < (umax − U)e−p∗t,

−w1 + εC1e
(p0−p∗)t, w1(x, t) � −εRu(x, t, ε)e−p∗t,

∂w2

∂t
+ p∗w2 − ε2

∂2w2

∂x2
=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

h3(w1, w2, x, t, ε)w1+

+ h4(w1, w2, x, t, ε)w2+

+ εC1e
(p0−p∗)t, w2(x, t) < (vmax − V )e−p∗t,

−w2 + εC1e
(p0−p∗)t, w2(x, t) � −εRv(x, t, ε)e−p∗t,

∂w1,2

∂x
(0, t) =

∂w1,2

∂x
(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],

w1(x, 0) = 0, w2(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1],

(9)
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где введены обозначения

h1(w1, w2, x, t, ε) :=

1∫

0

fu
(
U + sw1e

p∗t, V, x, ε
)
ds,

h2(w1, w2, x, t, ε) :=

1∫

0

fv
(
U + w1e

p∗t, V + sw2e
p∗t, x, ε

)
ds,

h3(w1, w2, x, t, ε) :=

1∫

0

gu
(
U + sw1e

p∗t, V, x, ε
)
ds,

h4(w1, w2, x, t, ε) :=

1∫

0

gv
(
U + w1e

p∗t, V + sw2e
p∗t, x, ε

)
ds.

Согласно принципу максимума, доказанному в [4], для решения (w1(x, t), w2(x, t)) системы (9)
из пространства L2((0, 1) × (0, T )) выполняются следующие оценки:

∥∥
∥
(
1 + (h1 − p∗ + h3)(x

2 − 2x)
)
w1(x, t)+

+
(
1 + (h2 − p∗ + h4)(x

2 − 2x)
)
w2(x, t)

∥∥
∥
L∞((0,1)×(0,T ))

= O(ε),

если w1 < (umax − U)e−p
∗t, w2 < (vmax − V )e−p

∗t,
∥∥w1(x, t)

∥∥
L∞((0,1)×(0,T ))

= O(ε), если w1 > −εRu(x, t, ε)e−p∗t,
∥
∥w2(x, t)

∥
∥
L∞((0,1)×(0,T ))

= O(ε), если w2 > −εRv(x, t, ε)e−p∗t.

(10)

Из этих оценок непосредственно следует, что ни одна из функций w1,2(x, t) не может превосходить
положительного значения порядка, большего, чем O(ε).
Тот факт, что эти функции не могут принимать отрицательных значений, по абсолютной ве-

личине порядка, большего, чем O(ε), следует из оценки (10) и выбора константы p∗ (см. (8)),
поскольку под знаком модуля оказываются выражения одного знака.
Итак, справедливы оценки

u(x, t) = U(x, t, ε) +O(ε)ep
∗t, v(x, t) = V (x, t, ε) +O(ε)ep

∗t.

При t = t0 имеем:

u(x, t) = umax +O(ε)ep
∗t0 , v(x, t) = vmax +O(ε)ep

∗t0 .

4. Стабилизация. При t � t0 решение (u(x, t), v(x, t)) задачи (1) совпадает с решением задачи

∂u

∂t
− ε2

∂2u

∂x2
=

{
f(u, v, x, ε), u < umax,

umax − u, u � umax,

∂v

∂t
− ε2

∂2v

∂x2
=

{
g(u, v, x, ε), v < vmax,

vmax − v, v � vmax,

x ∈ (0, 1), t ∈ (t0, T ];

∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(1, t) =

∂v

∂x
(0, t) =

∂v

∂x
(1, t) = 0, t ∈ [t0, T ],

uinit = u(x, t0) = umax +O(ε)ep
∗t0 , vinit = v(x, t0) = vmax +O(ε)ep

∗t0 , x ∈ [0, 1].

(11)

Заметим, что если uinit(x) � umax и vinit(x) � umax, то задача (1) распадается на две линейные
задачи, с единственным стационарным устойчивым решением umax или vmax.
Рассмотрим теперь случай, когда выполнено хотя бы одно из неравенств uinit(x) < umax или

vinit(x) < vmax. В этом случае верхним решением задачи (11) в смысле классического определе-
ния (см. [9]) является пара функций (umax, vmax). Эта же пара функций является стационарным
решением задачи (1).
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Нижним решением задачи (11) является пара функций

U t(x, t, ε) = umax − ε

(
μu + ε exp

(
−x
ε

)
+ ε exp

x− 1

ε

)
e−λt,

V t(x, t, ε) = vmax − ε

(
μv + ε exp

(
−x
ε

)
+ ε exp

x− 1

ε

)
e−λt.

(12)

Нижнее решение также можно понимать в классическом смысле, поскольку Ut(x, t, ε) < umax,
Vt(x, t, ε) < vmax при любых (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ].
При достаточно больших значениях μu, μv функции uinit(x) и vinit(x) будут удовлетворять

неравенствам
U t(x, 0, ε) � uinit(x) � umax, V t(x, 0, ε) � vinit(x) � vmax.

Поскольку при всех (x, t) ∈ [0, 1] × [t0, T ] решение (u(x, t), v(x, t)) задачи (11) удовлетворяет
неравенствам

U t(x, t, ε) � u(x, t) � umax, V t(x, t, ε) � v(x, t) � vmax

(см. [9]), то, принимая во внимание соотношения

lim
t→+∞U t = umax, lim

t→+∞V t = vmax,

к приходим к предельным равенствам

lim
t→+∞ |u(x, t)− umax| = 0, lim

t→+∞ |v(x, t) − vmax| = 0.

Учитывая единственность решения задачи (11) в случае, когда выполнено хотя бы одно из нера-
венств uinit(x) < umax или vinit(x) < vmax (см. [9]), приходим к выводу, что (umax, vmax) является
единственным асимптотически устойчивым решением задачи (11).

5. Основной результат. Основным результатом исследования является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда для решения (u(x, t), v(x, t)) задачи (1)
выполняются предельные равенства

lim
t→+∞

∥
∥u(x, t)− umax

∥
∥
L2((0,1)×(0,T ))

= 0, lim
t→+∞

∥
∥v(x, t)− vmax

∥
∥
L2((0,1)×(0,T ))

= 0. (13)

6. Пример. Рассмотрим следующую задачу:

∂u

∂t
− ε2

∂2u

∂x2
=

{
−ku+Q, u < umax, umax < Q/k,

−u+ umax, u � umax,

∂v

∂t
− ε2

∂2v

∂x2
=

{
ku, v < vmax,

−v + vmax, v � vmax,

x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ];

∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(1, t) =

∂v

∂x
(0, t) =

∂v

∂x
(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1].

Рассмотрим систему

ũt =

{
−kũ+Q, ũ < umax,

−ũ+ umax, ũ � umax,
ṽt =

{
kũ, ṽ < vmax,

−ṽ + vmax, ṽ � vmax,
x ∈ [0, 1], t ∈ (0, T ];

u(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1].

Ее решением является пара функций

ũ = min

{
Q

k
(1− e−kt), umax

}
, ṽ = min

⎧
⎨

⎩

t∫

0

ũ(t′)dt′, vmax

⎫
⎬

⎭
.

(см. [5]). Отсюда получаем

tu = −1

k
ln

(
1− k

Q
umax

)
.
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Если выполняется неравенство

vmax � Q

k2

(
e−ktu − 1

)
+
Q

k
tu, (14)

то момент времени tv определяется как решение уравнения

vmax =
Q

k2

(
e−ktv − 1

)
+
Q

k
tv.

Если же выполнено неравенство, противоположное (14), то

tv =
1

umax

(
vmax + umaxtu −

Q

k2

(
e−ktu − 1

)
− Q

k
tu

)
.

Поскольку явной зависимости от x нет, то пара функций (ũ, ṽ) является точным решением
задачи, которое стабилизируется к (umax, vmax) за время t0 = max(tu, tv).

7. Заключение. В работе обосновано существование решения одномерной параболической си-
стемы уравнений, описывающей протекание двухкомпонентной химической реакции в ограничен-
ном объеме. Показано, что за конечное время решение задачи становится равным постоянному
значению, отвечающему концентрации насыщенного раствора при заданных условиях. В дальней-
шем результаты работы могут быть применены для обоснования трехмерных модельных задач,
связанных с хранением CO2 в подземных резервуарах.
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Аннотация. Для задачи реакция-диффузия с нелинейным сингулярно возмущенным гранич-
ным условием доказано существование и исследована устойчивость периодических решений, об-
ладающих пограничным слоем. Получены условия, при которых эти решения асимптотически
устойчивы по Ляпунову. Доказательство основано на асимптотическом методе дифференциаль-
ных неравенств.
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1. Введение. В последние годы в исследованиях нелинейных дифференциальных уравнений
в частных производных значительное внимание уделяется асимптотическим методам анализа
сингулярно возмущенных задач (см. [16] и приведенные в этой работе ссылки). Особый интерес
представляют уравнения типа реакция-диффузия, в которых малый параметр стоит при стар-
шей производной. Такие уравнения возникают в различных прикладных областях: оптоэлектро-
нике [23], физике полупроводников [10], химической кинетике [11], теории нелинейных волн [4]
и др. Их решения могут содержать области с большими градиентами — так называемые погра-
ничные или внутренние переходные слои (см. [2, 3, 6]).

Численное решение подобных задач сопряжено с трудностями: наличие малого параметра зача-
стую требует больших вычислительных ресурсов и разработки специализированных алгоритмов
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(см. ссылки в [14]). В этом контексте асимптотические методы обладают рядом преимуществ:
они позволяют исследовать более широкий класс задач, получать качественные характеристики
решений, выявлять ключевые закономерности в задаче и устанавливать условия существования
и устойчивости решений. Кроме того, результаты асимптотического анализа применяются для
создания эффективных численных методов (см. [15, 19, 22]).

Для построения асимптотик решений подобных задач уже несколько десятилетий успешно ис-
пользуется метод А. Б. Васильевой (см. [2]). Особенно плодотворным для доказательства суще-
ствования решений, равномерно близких к построенной асимптотике, и исследования их устойчи-
вости оказался метод дифференциальных неравенств, разработанный Н. Н. Нефедовым (см. [5]).
Современные достижения, полученные на основе этих методов, представлены в обзоре [6].

В приложениях (например, при моделировании задач с большими потоками на границе обла-
сти) после перехода к безразмерным переменным сингулярное возмущение может проявляться
не только в уравнении, но и в граничных условиях (см. [12]); структура пограничного слоя в
таких случаях усложняется (см. [7–9, 13, 17]). В [13] для одномерной задачи реакция-диффузия
с сингулярно возмущенным условием второго рода и периодическими условиями по времени до-
казаны существование и асимптотическая устойчивость по Ляпунову периодических решений с
пограничным слоем. В [7, 8] эти результаты распространены на двумерный случай для условий
второго и третьего рода. В [17] аналогичный результат получен для интегро-дифференциального
уравнения реакция-диффузия с нелокальным источником и сингулярно возмущенным гранич-
ным условием второго рода.

Настоящая работа обобщает результаты [8] на новый класс задач — уравнения реакция-диффу-
зия с нелинейными сингулярно возмущенным краевым условием и периодическим условием по
времени. Такие задачи возникают, например, при моделировании теплопереноса с излучением по
закону Стефана—Больцмана (см. [1, 20]). Основным результатом данной работы является моди-
фикация метода пограничных функций Васильевой для построения асимптотики периодических
по времени решений с пограничным слоем; развитие асимптотического метода дифференциаль-
ных неравенств для обоснования существования решений, равномерно близких к построенной
асимптотике в рассматриваемой области; а также доказательство асимптотической устойчивости
по Ляпунову таких решений как решений соответствующей начально-краевой задачи.

Структура работы следующая. В разделе 2 представлена постановка краевой задачи с перио-
дическим условием по времени и конкретизирован вид исследуемого решения, сформулированы
условия, накладываемые на входные данные задачи. В разделе 3 приведен модифицированный
алгоритм построения асимптотики, а также указаны требования, обеспечивающие однозначную
разрешимость задач для членов асимптотики. Разделы 4 и 5 посвящены соответственно доказа-
тельству теорем существования решения и его асимптотической устойчивости. Результат, сфор-
мулированный в этих теоремах, проиллюстрирован на примере, приведенном в разделе 6.

2. Постановка задачи. Рассмотрим сингулярно возмущенное уравнение реакция-диффузия,
для которого поставим следующую краевую задачу с периодическим условием по времени:

Nεu := ε2
(
Δu− ∂u

∂t

)
− f(u, x, t, ε) = 0,

(x, t) ∈ Dt :=
{
(x, t) ∈ R

3 : x ∈ D ⊂ R
2, t ∈ R

}
,

BΓu := −ε∂u
∂n

(x, t, ε) − g(u, x, t) = 0, x ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, t, ε) = u(x, t+ T, ε), x ∈ D̄, t ∈ R,

(1)

где Δ =
∂2

∂x1
2 +

∂2

∂x2
2 , производная

∂

∂n
берется по внутренней нормали к достаточно гладкой

границе Γ заданной двумерной односвязной области D, а ε > 0—малый параметр.
Особенностью данной задачи является наличие в краевом условии нелинейности g, а также

малого параметра при производной по нормали. Такие граничные условия называются сингу-
лярно возмущенными: пренебрежение малой производной искомого решения на границе области
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приводит к существенному изменению структуры решения в пограничном слое. В отличие от
стандартного граничного условия без малого параметра, когда пограничный слой слабый (по-
рядка ε), в этом случае возникает пограничный слой порядка единицы; он имеет более сложную
структуру, чем в случае граничных условий Дирихле.

Будем предполагать выполненными следующие условия:
(A1) Функции f(u, x, t, ε), g(u, x, t) определены и обладают достаточной степенью гладкости со-

ответственно на множествах Īu × D̄t × [0, ε0], Īu × Γ × R, где Iu —некоторый интервал, а
ε0 —некоторая достаточно малая положительная постоянная. Пусть, кроме того, функции
f(u, x, t, ε), g(u, x, t) являются T -периодическими по переменной t.

(A2) Пусть вырожденное уравнение f (u, x, t, 0) = 0 имеет T -периодическое по t решение u =
ϕ(x, t) ∈ Iu, (x, t) ∈ D̄t, причем выполнено неравенство

fu(ϕ(x, t), x, t, 0) > 0, x ∈ D̄, t ∈ R. (2)

Определение 1. Функция u(x, t) ∈ C2,1(D̄t) называется T -периодическим классическим ре-
шением задачи (1), если она удовлетворяет поточечно дифференциальному уравнению, краевым
условиям и условию периодичности в (1).

Основным результатом данной работы является доказательство существования и исследование
устойчивости классических T -периодических по t решений у задачи (1), обладающих погранич-
ным слоем. Такие решения для любого момента времени t при ε → 0 стремятся к корню ϕ(x, t)
внутри области D и резко изменяются в окрестности кривой Γ, т.е. имеют пограничный слой.

Заметим также, что вырожденное уравнение f(u, x, t, 0) = 0 может иметь несколько устойчи-
вых корней, для которых выполнено неравенство (2). В таком случае возможна ситуация, когда
существуют решения погранслойного типа, близкие к разным корням. Для каждого из них ре-
зультат данного раздела останется в силе.

3. Построение асимптотики. Для описания пограничного слоя стандартным образом введем
локальную систему координат. Для кривой Γ определим δ-окрестность

Γδ :=
{
P ∈ D : dist(P,Γ) < δ

}
, δ = const > 0.

Далее, введем в δ-окрестности кривой Γ локальные координаты (r, θ), где θ ∈ [0,Θ]— это коор-
дината точки M ∈ Γ, dist{x,Γ} = dist{x,M}; r = dist{x,Γ}, x ∈ D. Пусть кривая Γ определена
в параметрической форме: xi = Xi(θ), i = 1, 2, a n(θ) = {n1(θ), n2(θ)}— внутренняя нормаль к
кривой Γ в точке M . При достаточно малом δ (но конечном и не зависящем от ε) существует
взаимно однозначное соответствие между координатами x = (x1, x2) и (r, θ):

xi = Xi(θ) + rni(θ), i = 1, 2.

Поэтому в дальнейшем у функций, зависящих от аргумента x и определенных при x ∈ D, будем
иногда вместо него использовать аргументы r, θ, например: u(x, t, ε) = u(r, θ, t, ε); а для функций
определенных при x ∈ Γ— аргумент θ: g(u, x, t) = g(u, θ, t) и т. п.

Будем искать асимптотику решения задачи (1) в виде

U(x, t, ε) = ū(x, t, ε) + Π(τ, θ, t, ε), (3)

где регулярная часть имеет следующий вид:

ū(x, t, ε) = ū0(x, t) + εū1(x, t) + . . . + εnūn(x, t) + . . . , (4)

пограничная часть в окрестности Γ:

Π(τ, θ, t, ε) = Π0(τ, θ, t) + εΠ1(τ, θ, t) + . . .+ εnΠn(τ, θ, t) + . . . , (5)

где τ = r/ε. Такая структура асимптотики стандартна для задач с пограничными слоями и
предложена в классических работах А. Н. Тихонова и А. Б. Васильевой (см. [2] и приведенные
там ссылки): регулярная часть асимптотики служит для приближения решения внутри обла-
сти, погранслойная — для приближения решения вблизи границы. Коэффициенты при степенях
ε погранслойной части называются пограничными функциями.
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Заметим, что хотя формально Π-функции определены для τ � 0, фактически они имеют смысл
только при 0 � τ � δ/ε, т.e. в δ-окрестности, где введены локальные координаты (r, θ). Для
гладкого продолжения их на всю область D̄ используются сглаживающие функции.

Согласно алгоритму Васильевой, функция f представляется в виде

f
(
ū(ετ, t, ε) + Π(τ, θ, t, ε), ετ, θ, t, ε

)
− f
(
ū(ετ, t, ε), ετ, θ, t, ε

)
+ f
(
ū(x, t, ε), x, t, ε

)
(6)

(см. [2]). Коэффициенты регулярной части асимптотического приближения определяются стан-
дартно. В частности,

ū0(x, t) = ϕ(x, t), ū1(x, t) = − f̄ε
f̄u
,

где черта над функцией означает, что ее значение берется при аргументе (ū0, 0, θ, t, 0).
Оператор Лапласа в локальных координатах (r, θ) имеет вид

Δ =
∂2

∂r2
+Δr

∂

∂r
+ |∇θ|2 ∂

2

∂θ2
+Δθ

∂

∂θ

(см. [2]). Тогда при действии на функции пограничного слоя дифференциальный оператор Dε :=
ε2 (Δ− ∂/∂t) в переменных (τ, θ, t) приобретает вид

Dε =
∂2

∂τ 2
+ εs(ετ, θ)

∂

∂τ
+ ε2
(
|∇θ|2 ∂

2

∂θ2
+Δθ

∂

∂θ
− ∂

∂t

)
,

где s(r, θ) := Δr(r, θ).
Далее стандартным образом получаем последовательность задач для определения коэффи-

циентов пограничной части представления (3). При этом переменные θ ∈ [0,Θ], t ∈ R считаем
параметрами.

Член Π0(τ, θ, t) определяется из следующей задачи:

∂2Π0(τ, θ, t)

∂τ2
= f(ϕ(0, θ, t) + Π0(τ, θ, t), 0, θ, t, 0), τ > 0,

−∂Π0

∂τ
(0, θ, t) = g(φ(0, θ, t) + Π0(0, θ, t), θ, t),

Π0(+∞, θ, t) = 0.

(7)

Автономное дифференциальное уравнение в (7) может быть исследовано на фазовой плоскости
(ũ, ṽ), где

ũ(τ, θ, t) = ϕ(0, θ, t) + Π0(τ, θ, t), ṽ(τ, θ, t) =
∂Π0(τ, θ, t)

∂τ
,

а θ, t—параметры. В этих переменных уравнение эквивалентно следующей системе, называемой
присоединенной:

∂ũ(τ, θ, t)

∂τ
= ṽ(τ, θ, t),

∂ ṽ(τ, θ, t)

∂τ
= f(ũ(τ, θ, t), 0, θ, t, 0). (8)

Точка S(ϕ(0, θ, t), 0)— точка покоя типа седло (в силу условия (A2)). Задача (7) будет иметь
решение тогда и только тогда, когда на фазовой плоскости (ũ, ṽ) какая-либо из сепаратрис, вхо-
дящая в седло S, пересекает кривую, заданную функцией ṽ = −g(ũ, θ, t), при всех значениях
параметров θ ∈ [0,Θ], t ∈ R. Сформулируем следующее требование.

(A3) Пусть при любых фиксированных (θ, t) ∈ [0,Θ]× R уравнение

±

√√√
√√2

ũ∫

φ(θ,t)

f(u, θ, t, 0)du = −g(ũ, θ, t), θ, t) (9)
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имеет решение ũ = ũ0(θ, t) ∈ Iu, удовлетворяющее неравенствам

ũ0(θ,t)∫

φ(θ,t)

f(u, θ, t, 0)du > 0, ũ0(θ, t) ≶ φ(θ, t),

dṽ

dũ

∣∣
∣∣
τ=0

=
f(ũ0(θ, t), θ, t)

ṽ(0, θ, t)
< −gu(ũ0(θ, t), θ, t). (10)

Здесь имеется в виду, что условия выполнены хотя бы при одном знаке: либо везде верхнем, либо
везде нижнем.

Уравнение (9) может иметь несколько решений. Пример такой ситуации приведен в разделе6.
На рис. 1(a) точкам A, B соответствуют решения уравнения (9), причем точке B отвечает ре-
шение, удовлетворяющее условию (A3). Для решения, отвечающего точке A, не выполнено нера-
венство (10).

Условие (A3) гарантирует разрешимость задачи (7), а ее решение Π0(τ, θ, t) монотонно зависит
от τ и может быть получено в квадратурах:

±
φ(0,θ,t)+Π0∫

ũ0(θ,t)

⎛

⎜
⎝2

u∫

φ(θ,t)

f(η, θ, t, 0)dη

⎞

⎟
⎠

−1/2

du = τ.

Известно (см. [3]), что Π0 удовлетворяет экспоненциальной оценке
∣∣Π0(τ, θ, t)

∣∣ � Ce−κτ , (11)

где C и κ—некоторые положительные постоянные.
Продолжим построение асимптотики. Функция Π1 определяется из следующей задачи c крае-

вым условием третьего рода при τ = 0:

∂2Π1

∂τ 2
− ∂f̃

∂u
Π1 = r1, τ > 0,

−∂Π1(0, θ, t)

∂τ
− gu(ũ0(θ, t), θ, t)Π1(0, θ, t) = B1(θ, t),

Π1(∞, θ, t) = 0,

r1(τ, θ, t) := −∂Π0

∂τ
(τ, θ, t)s(0, θ, t) + τ

(
∂f̃

∂u

∂ū0
∂r

(0, θ, t) +
∂f̃

∂r

)

+ ū1(0, θ, t)
∂f̃

∂u
+
∂f̃

∂ε
,

B1(θ, t) :=
∂ϕ(0, θ, t)

∂r
+ gu(ũ0(θ, t), θ, t)ū1(0, θ, t);

(12)

тильда означает, что значение функции берется при аргументе (Π0(τ, θ, t) + ū0(0, θ, t), 0, θ, t, 0).
Решение задачи (12) представляется в явном виде:

Π1(τ, t) = ṽ(τ, θ, t)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∞∫

0

ṽ(χ, θ, t)r1(χ, θ, t)dχ−B1(θ, t)ṽ(0, θ, t)

gu(ũ0(θ, t), θ, t)ṽ(0, θ, t) + f(ϕ(0, θ, t) + Π0(0, θ, t), 0, θ, t, 0)

1

ṽ(0, θ, t)

−
τ∫

0

1

ṽ2(η, θ, t)

⎡

⎣
∞∫

η

ṽ(χ, θ, t)r1(χ, θ, t)dχ

⎤

⎦ dη

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

ṽ(τ, θ, t) =
∂Π0(τ, θ, t)

∂τ
,

(13)

который имеет смысл в силу условия (A3).
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Функции переходного слоя более высоких порядков находятся из задач, аналогичных задачам
для функции Π1.

4. Обоснование асимптотики. Пусть

Un(x, t, ε) =
n∑

i=0

(
ūi(x, t) + Πi(τ, θ, t)

)
εi.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Если выполнены условия (A1)–(A3), то при достаточно малых ε для каждого
выбранного согласно условию (A3) решения Π0(τ, θ, t) задачи (7) существует соответствующее
ему решение u(x, t, ε) задачи (1), обладающее пограничным слоем, причем имеет место оценка

∣∣Un(x, t, ε) − u(x, t, ε)
∣∣ < Cnε

n+1, x ∈ D̄, t ∈ R,

где постоянная Cn не зависит от x, t, ε.

Доказательство основано на принципе сравнения (см., например, [21]) и асимптотическом ме-
тоде дифференциальных неравенств (см. [5]). Согласно этому методу, используя построенную
формальную асимптотику, в области Dt следует построить достаточно гладкие функции срав-
нения α(x, t, ε) и β(x, t, ε) (нижнее и верхнее решения), удовлетворяющие при достаточно малых
положительных значениях ε следующей системе неравенств:

(i) α(x, t, ε) � β(x, t, ε) при (x, t) ∈ D̄t (условие упорядоченности);
(ii) Nεβ � 0 � Nεα, (x, t) ∈ Dt (неравенства для оператора уравнения),
(iii) BΓβ � 0 � BΓα, x ∈ Γ, t ∈ R (неравенства для граничного оператора).

В качестве верхнего решения выбирается функция

βn(x, t, ε) = ū0(x, t) + εū1(x, t) + . . .+ εn+1ūn+1(x, t) + Π0(τ, θ, t) + εΠ1(τ, θ, t)+

+ . . .+ εn+1Πn+1(τ, θ, t) + εn+1(γ +Πβ(τ, θ, t)), (14)

где функция Π0 выбирается согласно условию (A3), γ > 0—постоянная, обеспечивающая выпол-
нение необходимого дифференциального неравенства для оператора, функция Πβ необходима для
выполнения условия упорядоченности нижнего и верхнего решений в зоне пограничного слоя и
выполнения неравенства для граничного оператора и определяется из задачи

∂2Πβ

∂τ2
− ∂f̃

∂u
Πβ = rβ, τ > 0,

−∂Πβ(0, θ, t)
∂τ

− gu(ũ0(θ, t), θ, t)Πβ(0, θ, t) = δ,

Πβ(∞, θ, t) = 0,

(15)

где δ > 0—некоторая константа и

rβ(τ, θ, t) =

(
∂f

∂u
(Π0(τ, θ, t) + ū0(0, θ, t), 0, t, 0) −

∂f

∂u
(ϕ, 0, t, 0)

)
γ −M exp(−kτ). (16)

Коэффициент перед γ в выражении (16) имеет экспоненциальную оценку, которая следует из
экспоненциальной оценки (11). Следовательно, можно выбрать достаточно большое M > 0 и
достаточно малое k > 0, чтобы rβ(τ, θ, t) < 0.
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Задача (15) аналогична задаче (12) и имеет решение

Πβ(τ, t) = ṽ(τ, θ, t)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∞∫

0

ṽ(χ, θ, t)rβ(χ, θ, t)dχ− δṽ(0, θ, t)

gu(ũ0(θ, t), θ, t)ṽ(0, θ, t) + f(ϕ(0, θ, t) + Π0(0, θ, t), 0, θ, t, 0)

1

ṽ(0, θ, t)
−

−
τ∫

0

1

ṽ2(η, θ, t)

⎡

⎣
∞∫

η

ṽ(χ, θ, t)rβ(χ, θ, t)dχ

⎤

⎦ dη

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
. (17)

Как нетрудно видеть, из условия (A3) и представления (17) следует, что Πβ(τ, θ, t) > 0, τ ∈ [0,∞),
t ∈ R, θ ∈ [0,Θ].

Нижнее решение αn(x, t, ε) имеет аналогичную структуру, причем rα(τ, θ, t) > 0, Πα(τ, θ, t) < 0,
τ ∈ [0,∞), t ∈ R, θ ∈ [0,Θ]; следовательно, верхнее и нижнее решения являются упорядоченными.

Дифференциальные неравенства для оператора Nε и неравенства на границе проверяются пря-
мым вычислением. В частности, для верхнего решения имеем

Nεβn = ε2
(
Δ− ∂

∂t

)
βn − f(βn, x, t, ε) = −εn+1

(
∂f̄

∂u
γ +Me−kτ

)
+O(εn+2). (18)

Следовательно, неравенство (ii) из определения верхнего решения Nεβn < 0 выполнено. На гра-
нице для достаточно малых ε имеем:

BΓβn = −ε∂βn
∂n

(x, t, ε) − g
(
βn(x, t, ε), x, t

)
= εn+1

(
δ − γgu(ũ0(θ, t), θ, t)

)
+

+O(εn+2) > 0, x ∈ Γ, t ∈ R. (19)

Последнее неравенство, очевидно, выполнено при достаточно малых ε за счет выбора доста-
точно большого положительного δ. Из теоремы сравнения (см. [21]) следует существование
при достаточно малых ε классического решения задачи (1), удовлетворяющего неравенству
αn(x, t, ε) � u(x, t, ε) � βn(x, t, ε), причем, как следует из построения,

∣
∣αn(x, t, ε) − βn(x, t, ε)

∣
∣ = O(εn+1), x ∈ D̄, t ∈ R, (20)

откуда и получаем утверждение теоремы. �

5. Исследование устойчивости периодического решения. Периодические решения зада-
чи (1) можно рассматривать как решения соответствующей начально-краевой задачи на полу-
бесконечном промежутке времени:

ε2
(
Δv − ∂v

∂t

)
− f(v, x, t, ε) = 0,

(x, t) ∈ Dt+ :=
{
(x, t) ∈ R

3 : x ∈ D, 0 < t <∞
}
,

−ε ∂v
∂n

(x, t, ε) − g(v, x, t) = 0, x ∈ Γ, t > 0,

v(x, 0, ε) = v0(x, ε), x ∈ D̄.

(21)

Очевидно, что если v0(x, ε) = u(x, 0, ε), где u(x, t, ε)—решение периодической задачи (1), суще-
ствование которого утверждает теорема 1, то и задача (21) имеет решение v(x, t, ε) = u(x, t, ε).
Исследование его устойчивости основано на асимптотическом методе дифференциальных нера-
венств.

Будем искать нижнее и верхнее решения задачи (21) соответственно в виде

α(x, t, ε) = u(x, t, ε) + e−Λ(ε)t(αn(x, t, ε) − u(x, t, ε)),

β(x, t, ε) = u(x, t, ε) + e−Λ(ε)t(βn(x, t, ε) − u(x, t, ε)),
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где функция Λ(ε) > 0 будет указана ниже. Упорядоченность α и β очевидна; для проверки
классических теорем о дифференциальных неравенствах для параболических систем достаточ-
но показать, что Nεβ < 0, Nεα > 0. Подставляя указанные выше выражения для функций α и
β и учитывая, что u является решением уравнения (1), нетрудно получить требуемые неравен-
ства. Например, выражение для Nεβ преобразуется к такому виду (для краткости в следующих
формулах все аргументы у функций f , fu, кроме первого, опущены):

Nεβ = e−Λt

{[
ε2
(
−∂βn
∂t

+Δβn

)
− f(βn)

]
+

[
ε2
(
−∂u
∂t

+Δu

)
− f(u)

]
+

+
[
f(βn)− f(u)− f∗u · (βn − u)

]
+ ε2Λ(βn − u)

}

.

Здесь верхний индекс ∗ означает, что значение функции берется при аргументе u(x, t, ε) +
θe−Λ(ε)t

(
αn(x, t, ε) − u(x, t, ε)

)
, 0 < θ < 1. Воспользуемся соотношением (18) и учтем оценки

βn − u = O(εn+1), f(βn)− f(u)− f∗u(βn − u) = O(ε2n+2). (22)

Выбирая Λ(ε) = Λ0 > 0, получаем

Nεβ = e−Λ0t
(
−εn+1
(
f̄uγ +Me−kξ

)
+O(ε2n+2) + Λ0O(εn+3)

)
< 0

при n � 0. Аналогично проверяется неравенство Nεα > 0. Таким образом, каждое из решений,
существование которых гарантируется теоремой 1, асимптотически устойчиво по Ляпунову с об-
ластью влияния по крайней мере [α0(x, 0, ε), β0(x, 0, ε)]; ширина этой области составляет величину
порядка O(ε1). Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (A1)–(A3). Тогда при достаточно малых ε каждое
решение u(x, t, ε) задачи (1), существование которого гарантируется теоремой 1, асимптоти-
чески устойчиво по Ляпунову с областью устойчивости по крайней мере

[
α0(x, 0, ε), β0(x, 0, ε)

]

и, следовательно, u(x, t, ε)— единственное решение задачи (1) в этой области.

6. Пример задачи теплопереноса с излучением по закону Стефана—Больцмана. Рас-
смотрим задачу поиска распределения температуры в образце с линейным по u оттоком тепла и
излучением по закону Стефана—Больцмана:

ε2
(
Δu− ∂u

∂t

)
− (u− h(x, t)) = 0,

(x, t) ∈ Dt :=

{
(x, t) ∈ R

3 : x ∈ D =

{
(x1, x2) : R :=

√
x21 + x22 < R0

}
, t ∈ R

}
,

−ε∂u
∂r

(0, θ, t, ε) = −ku4(0, θ, t, ε) + g1(θ, t), θ ∈ [0, 2π], t ∈ R,

u(x, t, ε) = u(x, t+ T, ε), x ∈ D̄, t ∈ R.

(23)

Здесь h(x, t) � 0— заданная температура охладителя, g1(θ, t) > 0— заданный поток тепла через
границу Γ внутрь круга D, член ku4 соответствуют излучению по закону Стефана—Больцмана
(k—положительная константа). Эти функции предполагаются T -периодическими по t. Гранич-
ные условия записаны в локальных координатах, введенных вблизи окружности R = R0. Здесь
(R, θ)—полярные координаты, введенные на плоскости Ox1x2. Локальная координата r, вве-
денная вблизи окружности Γ, связана с полярной координатой R соотношением r = R0 − R.
Локальная координата θ совпадает с угловой полярной координатой всюду в круге D̄.

Построим формальную асимптотику решения задачи (23). Очевидно, требования (A1) и (A2)
выполнены. Имеем для членов регулярной части асимптотики: ū0 = h(x, t), ū1 ≡ 0, x ∈ D̄t.

Уравнение (9) примет вид

−
(
ũ− h(0, θ, t)

)
= kũ4 − g1(θ, t). (24)
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Из рис. 1(a) видно, что на фазовой плоскости (ũ, ṽ) прямая ṽ = −(ũ − h(0, θ, t)) пересекает кри-
вую ṽ = kũ4 − g1(θ, t) в двух точках A и B при любых допустимых функциях g1 и h и любых
параметрах θ ∈ [0, 2π], t ∈ R. Условию (A3), очевидно, удовлетворяет точка B, отвечающая
положительному решению ũ0(θ, t) уравнения (24).

Используя теорему о неявной функции (см. [18]), можно показать, что отрицательному корню,
соответствующему точке A, отвечает решение задачи (23), которое является неустойчивым (см.
метод доказательства в [9]), однако этот случай выходит за рамки настоящей работы.

Асимптотика нулевого порядка выглядит следующим образом:

U0(x, ε) = h(x, t) + (ũ0(θ(x), t)− h(0, θ(x), t))e−(R0−R(x))/ε. (25)

Здесь R(x), θ(x)—функции, задающие переход от декартовых координат (x1, x2) к полярным
координатам (R, θ)

Согласно теоремам 1 и 2, существует асимптотически устойчивое решение задачи (23), со-
ответствующее траектории на фазовой плоскости (ũ, ṽ), исходящей из точки B и входящей в
седло (h, 0), для которого справедлива равномерная в D̄t оценка |u(x, t, ε) − U0(x, t, ε)| < Cε.
Рисунки 1(b)–(f) иллюстрируют асимптотическую устойчивость этого решения как решения со-
ответствующей начально-краевой задачи вида (21).
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периодической задачи (23) (сплошная кривая) и решений соответствующей ей начально-краевой
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Аннотация. Рассмотрен процесс формирования решения вида фронта в уравнении реакция-
диффузия в случае пространственно неоднородной нелинейной диффузии. Сформулированы до-
статочные условия, обеспечивающие формирование резкого внутреннего переходного слоя (фрон-
та) в окрестности некоторой точки, получены оценки длительности переходного процесса.
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Abstract. The process of the formation of a front-type solution in the reaction-diffusion equation
in the case of spatially inhomogeneous nonlinear diffusion is considered. Sufficient conditions are
formulated to ensure the formation of a sharp inner transition layer (front) in a neighborhood of a
certain point, and estimates of the duration of the transition process are obtained.
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1. Введение. Одной из актуальных задач теории сингулярных возмущений в настоящее вре-
мя является исследование нелинейных сингулярно возмущенных уравнений в частных производ-
ных, решения которых имеют пограничные и внутренние слои. Такие уравнения представляют
большой интерес как в качественной теории дифференциальных уравнений, так и во многих
прикладных задачах. В частности, уравнения типа реакция-диффузия и реакция-диффузия-
адвекция возникают в качестве математических моделей в химической кинетике, синергетике,
астрофизике, биологии и других областях, где исследуемые процессы характеризуются узкими
пограничными областями быстрого изменения параметров процессов либо резкими внутренними
слоями различных типов — стационарными (контрастные структуры) или движущимися (фрон-
ты). Причиной образования внутренних переходных слоев или движущихся фронтов в сингуляр-
но возмущенных задачах типа реакция-диффузия-адвекция может служить выполнение условия
баланса реакции в некоторой точке или на некоторой кривой, лежащей в области рассмотрения,
или баланса адвекции, или адвекции и реакции, а также разрыв коэффициентов по простран-
ственной координате.
Математическое описание таких процессов возможно на основе асимптотических методов для

нелинейных сингулярно возмущенных задач, исследованию которых посвящена достаточно об-
ширная литература. В частности, описанию движения фронтов в уравнениях указанного типа
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при различных условиях посвящены работы [1, 2, 6–17], в том числе в задачах с периодическими
условиями [6, 11–13, 15–17]. В указанных работах предполагается, что в начальный момент вре-
мени переходный слой (фронт) уже сформирован и описывается процесс его эволюции. Однако
интерес представляет также и процесс формирования решения типа фронта, т.е. формулировка
достаточных условий, при которых из решения начально-краевой задачи формируется резкий
переходный слой. Эти вопросы рассматривались, например, в [3–5], где процесс формирования
фронта изучен для пространственно одномерного [3,4] и двумерного [5] уравнения реакция-диф-
фузия.
В настоящей работе рассматривается процесс формирования фронта для уравнения реакция-

диффузия в случае пространственно неоднородной нелинейной диффузии. Сформулированы
достаточные условия, обеспечивающие формирование резкого внутреннего переходного слоя в
окрестности некоторой точки, получены оценки длительности переходного процесса.

2. Постановка задачи. Рассмотрим сингулярно возмущенную начально-краевую задачу

ε2
∂

∂x

(
D(u, x, ε)

∂u

∂x

)
− ε2

∂u

∂t
− f(u, x, ε) = 0, x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ],

∂u

∂x
(−1, t, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

(1)

где 0 � ε � ε0 � 1.
Предположим, что выполнены следующие условия.

(A1) Функции D(u, x, ε) � D0 > 0 и f(u, x, ε) являются достаточно гладкими в области u ∈ [u, u],
x ∈ [−1, 1], 0 � ε � ε0.

(A2) Вырожденное уравнение f(u, x, 0) = 0 имеет на отрезке x ∈ [−1, 1] ровно три решения
u = ϕ(−)(x), u = ϕ(+)(x) и u = ϕ(0)(x), причем

u < ϕ(−)(x) < ϕ(0)(x) < ϕ(+)(x) < u, x ∈ [−1, 1],

а также выполнены неравенства

fu(ϕ
(±)(x), x, 0) > 0, fu(ϕ

(0)(x), x, 0) < 0, x ∈ [−1, 1].

(A3) Существует такая точка x0 ∈ (−1, 1), что

u < uinit(x, ε) < ϕ(0)(x) при x ∈ [−1, x0),

uinit(x0, ε) = ϕ(0)(x0),

ϕ(0)(x0) < uinit(x, ε) < u при x ∈ (x0, 1].

Условие (A3) означает, что график начальной функции имеет единственную точку пересе-
чения с графиком корня u = ϕ(0)(x) вырожденного уравнения.

3. Формирование фронта в промежутке времени 0 � t � Aε2| ln ε|. Сделаем в (1) замену
t = ε2τ . Тогда задача (1) примет следующий вид:

ε2
∂

∂x

(
D(u, x, ε)

∂u

∂x

)
− ∂u

∂τ
− f(u, x, ε) = 0, x ∈ (−1, 1), τ ∈ (0, ε−2T ],

∂u

∂x
(−1, τ, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, τ, ε) = 0, τ ∈ [0, ε−2T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

(2)

где u(x, τ, ε) = u(x, ε2t, ε).
Положив в (2) ε = 0, получим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения:

−ũτ = f(ũ, x, 0), τ ∈ (0,+∞), ũ(x, 0) = uinit(x, 0), (3)

где x ∈ [−1, 1]—параметр и введено обозначение ũ(x, τ) = ū(x, τ, 0).
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Из условий (A2) и (A3) следует, что при каждом x ∈ [−1, 1] корни ϕ(−)(x) и ϕ(+)(x) кубической
нелинейности являются устойчивыми неподвижными точками этого уравнения, а именно,

lim
τ→∞ ũ(x, τ) =

{
ϕ(−)(x), x ∈ [−1, x0),

ϕ(+)(x), x ∈ (x0, 1];
(4)

ũ(x0, τ) = ϕ(0)(x0), τ ∈ [0,+∞).

Фиксируем δ так, чтобы
0 < δ < min(x0 + 1, 1− x0). (5)

Тогда для любого η > 0 существует такое τδ > 0, что при любом τ � τδ выполнены неравенства
∣∣ũ(x, τ)− ϕ(−)(x)

∣∣ � η, x ∈ [−1, x0 − δ],
∣∣ũ(x, τ)− ϕ(+)(x)

∣∣ � η, x ∈ [x0 + δ, 1].
(6)

Введем обозначение

min

{
min

x∈[−1,1]
fu(ϕ

(−)(x), x, 0), min
x∈[−1,1]

fu(ϕ
(+)(x), x, 0)

}
= 2m. (7)

Заметим, что из условия (A2) следует, что m > 0. Тогда существует такое η0 > 0, что при любых
x ∈ [−1, 1] и всех u, удовлетворяющих неравенствам

∣
∣u− ϕ(−)(x)

∣
∣ � η0, x ∈ [−1, x0 − δ],

∣
∣u− ϕ(+)(x)

∣
∣ � η0, x ∈ [x0 + δ, 1],

(8)

выполняется оценка fu(u, x, 0) � m. Поэтому предельный переход в (4) экспоненциальный, а
именно, справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Пусть m и η0— числа, фиксированные в (7) и (8). Пусть δ > 0 соответствует
условию (5). Тогда существует такое τδ > 0, что при любом τ � τδ выполнены неравенства

∣∣ũ(x, τ) − ϕ(−)(x)
∣∣ � η0e

−m(τ−τδ), x ∈ [−1, x0 − δ],
∣∣ũ(x, τ) − ϕ(+)(x)

∣∣ � η0e
−m(τ−τδ), x ∈ [x0 + δ, 1].

(9)

Доказательство. Пользуясь формулой конечных приращений, запишем правую часть уравне-
ния (3) при x ∈ [−1, x0 − δ] в виде

f
(
ũ(x, τ), x, 0

)
= f

(
ϕ(−)(x), x, 0

)
+ f∗u(x, τ)

(
ũ(x, τ)− ϕ(−)(x)

)
= f∗u(x, τ)

(
ũ(x, τ) − ϕ(−)(x)

)
,

где f∗u(x, τ) = fu
(
u∗(x, τ), x, 0

)
, u∗(x, τ) ∈ (ϕ(−)(x), ũ(x, τ)).

Положим z(x, τ) = ũ(x, τ)− ϕ(−)(x) и рассмотрим задачу Коши

zτ = −f∗u(x, τ)z(x, τ), τ > τδ, z(x, τδ) = ũ(x, τδ)− ϕ(−)(x).

Тогда с учетом (4) и (8) для g(τ) = η0e
−m(τ−τδ) имеем

gτ = −mg(τ) � −f∗u(x, τ)g(τ), τ > τδ, g(τδ) = η0 � z(τδ),

т.е. функция g(τ)— это верхнее решение задачи для z(x, τ). Аналогично, функция −g(τ) есть
нижнее решение, что и доказывает лемму. Доказательство для x ∈ [x0 + δ, 1] проводится анало-
гично с заменой ϕ(−)(x) на ϕ(+)(x). �
Оценим производные ũ(x, τ). Введем обозначение f̃u(x, τ) = fu(ũ(x, τ), x, 0). Заметим, что по-

стоянные u, u из условия (A2) являются нижним и верхним решениями задачи (3) соответ-
ственно. Для краткости введем обозначение T̃ = ε−2T. Тогда при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, T̃ ] имеем
ũ(x, τ) ∈

[
u, u

]
. Поэтому для достаточно гладкой функции f(u, x, ε) существует такое p > 0, что

при любых (x, τ) ∈ [−1, 1]× [0, T̃ ] имеет место оценка

−f̃u(x, τ) � p. (10)



ФОРМИРОВАНИЕ ФРОНТА В ЗАДАЧЕ С НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФФУЗИЕЙ 59

Получим теперь оценки производных функции ũ(x, τ)б важные для дальшейшего анализа.
Дифференцируя (3) по x, получаем задачу для ũx(x, τ):

(ũx)τ = −f̃u(x, τ)ũx(x, τ) − fx(ũ(x, τ), x, 0), τ ∈ (0, T̃ ],

ũx(x, 0) = (uinit)x(x, 0).
(11)

Покажем, что функция h(τ) = θepτ — ее верхнее решение. Здесь p—константа, определяемая
в (10), постоянная θ будет определена ниже:

hτ = ph(τ) � −f̃u(x, τ)h(τ) − fx
(
ũ(x, τ), x, 0

)
, τ ∈ (0, T̃ ],

h(0) = θ � (uinit)x(x, 0).

Учитывая тот факт, что uinit(x, 0) ∈
[
u, u

]
, x ∈ [−1, 1], заключаем, что найдется достаточно боль-

шая константа θ, обеспечивающая выполнение неравенств. Значит, функция h(τ) действительно
является верхним решением. Выбирая в качестве нижнего решения −h(τ), получаем окончатель-
ную оценку: ∣

∣ũx(x, τ)
∣
∣ � θepτ , x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, T̃ ]. (12)

Используя (12), можно аналогично оценить вторую производную:
∣
∣ũxx(x, τ)

∣
∣ � θe2pτ , x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, T̃ ]. (13)

Лемма 2. Пусть A ∈ (0, 1/p), где p фиксировано выше. Тогда для решения u(x, τ, ε) задачи (2)
справедливо представление

u(x, τ, ε) = ũ(x, τ) +O
(
ε1−pA

)
(14)

при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA], τA = A| ln ε|.

Доказательство. Введем функцию

U(x, τ, ε) = ũ(x, τ) +R(x, τ, ε),

где

R(x, τ, ε) = ε

[
ũx(0, τ)σ(x) exp

(
−x
ε

)
− ũx(1, τ)σ(1 − x) exp

(
x− 1

ε

)]
, (15)

σ(x)— срезающая функция, равная 1 при x ∈ [0, δ] и 0 при x ∈ [2δ, 1], δ— сколь угодно малое не
зависящее от ε фиксированное число.
Рассмотрим выражение

LεU = ε2(D(U, x, ε)Ux)x − Uτ − f(U, x, ε2τ). (16)

Пользуясь оценками (12) и (13) и гладкостью функций D(u, x, ε) и f(u, x, ε), можно получить

LεU = O(εepτ ), x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA]. (17)

Сделав в задаче (2) замену

ū(x, τ, ε) = U(x, τ, ε) + w(x, τ, ε)epτ , (18)

заметим, что
Ux(0, τ, ε) = Ux(1, τ, ε) = 0, U(x, 0, ε) = uinit(x, ε).

После несложных преобразований, использующих формулу конечных приращений, для функции
w(x, τ, ε) получим задачу

ε2
(
D̄(x, τ, ε)wx

)
x
+ ε2D∗∗

u (x, τ, ε)Ux(x, τ, ε)wx − wτ−

− w
(
p+ f∗∗u (x, τ, ε) − ε2

(
D∗∗
u (x, τ, ε)Ux(x, τ, ε)

)
x

)
= −e−pτLεU = O(ε),

x ∈ (−1, 1), τ ∈ (0, τA],

wx(0, τ, ε) = wx(1, τ, ε) = 0, τ ∈ [0, τA],

w(x, 0, ε) = 0, x ∈ [−1, 1].

(19)
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Здесь черта означает, что функция вычисляется в точке (ū(x, τ, ε), x, ε), а верхний индекс ∗∗—что
функция вычисляется в некоторой промежуточной (не обязательно одной и той же для разных
слагаемых) точке (u∗∗(x, τ, ε), x, ε), где u∗∗(x, τ, ε) заключено между ū(x, τ, ε) и U(x, τ, ε).
При достаточно малом ε имеем:

κ(x, τ, ε) = p+ f∗∗u (x, τ, ε) − ε2
(
D∗∗
u (x, τ, ε)Ux(x, τ, ε)

)
x
> 0; (20)

следовательно, для оператора в левой части (19) справедлив принцип сравнения (см. [18]).
Рассмотрим в качестве верхнего решения функцию εC, где C —достаточно большое положи-

тельное число. Очевидно, неравенство в начальный момент времени и граничные неравенства
выполняются. Действуя дифференциальным оператором задачи (19), получаем

−εCκ(x, τ, ε) −O(ε) � 0. (21)

Аналогично можно показать, что −εC —нижнее решение. Поэтому
∣
∣w(x, τ, ε)

∣
∣ � εC, x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA]. (22)

Таким образом, справедлива следующая оценка для w(x, τ, ε):

w(x, τ, ε) = O(ε) при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA]. (23)

Далее, из (18) следует

ū(x, τ, ε) = U(x, τ, ε) +O(ε)epτ = U(x, τ, ε) +O(ε1−pA) при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA], (24)

и, так как в то же время
R(x, τ, ε) = O(εepτ ) = O(ε1−pA), (25)

то окончательно имеем
U(x, τ, ε) = ũ(x, τ) +O(ε1−pA). (26)

Сравнивая (24) и (26), получаем требуемое равенство. Лемма доказана. �
Объединяя результаты лемм 1 и 2, приходим к следующей теореме.

Теорема. Пусть выполнены условия (A1)–(A3), где постоянные m и p фиксированы в (7)
и (10), а δ удовлетворяет (5). Положим

A =
1

p+m
, r =

m

p+m
.

Тогда при достаточно малых ε для решения u(x, t, ε) задачи (1) в момент времени t = tA(ε) =
Aε2| ln ε| справедливы представления

u(x, tA(ε), ε) = ϕ(−)(x) +O(εr), x ∈ [−1, x0 − δ],

u(x, tA(ε), ε) = ϕ(+)(x) +O(εr), x ∈ [x0 + δ, 1].
(27)

Доказательство. В силу леммы 2

u(x, tA(ε), ε) = ū(x, τA(ε), ε) = ũ(x, τA) +O(ε1−pA) = ũ(x, τA) +O(εr),

а в силу леммы 1
∣∣ũ(x, τA)− ϕ(−)(x)

∣∣ � η0e
−m(τA−τδ) = O(εmA) = O(εr), x ∈ [−1, x0 − δ].

Поэтому
u(x, tA(ε), ε) = ϕ(−)(x) +O(εr), x ∈ [−1, x0 − δ].

Второе равенство доказывается аналогично. Теорема доказана. �
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4. Заключение. Рассмотрен процесс формирования решения вида фронта в уравнении реак-
ция-диффузия в случае пространственно неоднородной нелинейной диффузии. Доказано, что из
начальной функции достаточно общего вида за асимптотически малый (порядка ε2| ln ε|) проме-
жуток времени формируется контрастная структура (фронт) с внутренними переходными слоями
между уровнями, задаваемыми корнями вырожденного уравнения. Определены точки, в окрест-
ности которых возможно появление внутренних переходных слоев. Сформулированы достаточ-
ные условия, обеспечивающие формирование резкого внутреннего переходного слоя, получены
оценки длительности переходного процесса.
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Как известно, неотрицательные решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений
имеют существенное значение в различных динамических моделях. Например, в теории вероятно-
стей (система дифференциальных уравнений Колмогорова [3, гл. 4]), в математической экономике
(динамическая модель межотраслевого баланса Леонтьева [7, гл. 1]), математической биологии
(динамическая модель в иммунологии [9, гл. 2]) и других областях.
В настоящей работе изучены неотрицательные решения систем линейных дифференциальных

уравнений с вещественными неотрицательными переменными коэффициентами при нечетких на-
чальных данных и нечеткозначных неоднородностях. Основным предположением является неот-
рицательность коэффициентов матрицы системы. В этом случае установлена формула (аналогич-
ная классической) решения однородной системы дифференциальных уравнений в случае нечет-
кого начального условия посредством фундаментальной матрицы системы. Кроме того, доказана
формула для решения неоднородной системы дифференциальных уравнений (аналогичная клас-
сической) в случае нечеткого начального условия и нечеткозначной неоднородности. Показана
единственность решений соответствующих задач.
Эти результаты явились базой для изучения неотрицательных решений. А именно, при допол-

нительном предположении о неотрицательности нечеткого начального условия и нечеткозначной
неоднородности установлена неотрицательность решения соответствующей начальной задачи для
нечеткой системы дифференциальных уравнений.
Основные теоретические результаты работы иллюстрируются примерами дифференциальных

систем с треугольными нечеткими начальными условиями и неоднородностями. Показано, что
аналогичный вид будут иметь решения соответствующих систем.
Полученные в данной статье результаты представляют интерес для нового раздела в области

нечетких дифференциальных уравнений — теории положительных решений.
В качестве приложения в настоящей работе рассмотрена модификация динамической модели

межотраслевого баланса в случае нечетких начальных данных и нечеткозначной неоднородности.
В связи с этим отметим, что при наличии неопределенности в данных балансовой модели

Леонтьева исследователи, как правило, используют два подхода: интервальный (см. [21,22,25]) и
нечеткий (см. [2, 8, 10]). Эти подходы и различны, и близки. При интервальном подходе неопре-
деленность характеризуется границами соответствующих интервалов. При нечетком подходе ис-
пользуется функция принадлежности нечеткого числа (нечеткого интервала) в качестве меры
возможности попадания точки в соответствующий интервал — носитель. Таким образом, нечет-
кий подход содержит больше информации об имеющейся неопределенности, чем интервальный.
С другой стороны, нечеткое число можно трактовать как совокупность соответствующих α-ин-
тервалов.
Практически в обоих упомянутых подходах используются экспертные оценки — либо для опре-

деления границ интервалов, либо для построения функции принадлежности.
Подчеркнем, что в известных работах по учету неопределенности в балансовых моделях Леон-

тьева [2, 8, 10, 21, 22, 25] рассматриваются модели, в которых входящие величины не меняются с
течением времени. Характерная особенность предлагаемой в настоящей статье нечеткой моди-
фикации модели Леонтьева заключается в том, что она является динамической, а именно, ее
параметры непрерывно зависят от времени. Эта модель является развитием классической дина-
мической модели межотраслевого баланса Леонтьева (см., например, [7, гл. 1], [4]).
Исследование нечеткой динамической модели межотраслевого баланса в настоящей статье опи-

рается на результаты по теории нечетких дифференциальных уравнений, полученные в данной
работе.
Отметим, что работы по нечетким динамическим обобщениям балансовой модели Леонтьева

(так же, как и динамическим интервальным моделям «затраты-выпуск»), по видимому, ранее не
публиковались.

2. Нечеткие числа и нечеткозначные функции. Под нечетким числом будем понимать
нечеткое подмножество универсального множества действительных чисел, имеющее компактный
носитель и нормальную, выпуклую и полунепрерывную сверху функцию принадлежности (см.,
например, [1, гл. 5], [11, гл. 2, 3]). Множество таких нечетких чисел обозначим J .
Ниже будем использовать интервальное представление нечетких чисел.
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Как известно, интервалы α-уровня (α-уровни) нечеткого числа z̃ с функцией принадлежности
μz̃(x) определяются соотношениями

zα = {x|μz̃(x) � α}, α ∈ (0, 1], z0 = cl{x|μz̃(x) > 0},
где cl обозначает замыкание множества. Согласно принятым предположениям все α-уровни
нечеткого числа — замкнутые и ограниченные интервалы вещественной оси.
Обозначим левую границу α-интервала через z−α , а правую через z+α . Таким образом, zα =

[z−(α), z+(α)]. Выражения z−α и z+α называют соответственно левым и правым α-индексами (ин-
дексами) нечеткого числа. Множество J характеризуется выполнением следующих условий на
индексы нечеткого числа:

(i) z−(α) � z+(α) для всех α ∈ [0, 1];
(ii) функция z−(α) ограничена, не убывает, непрерывна слева на промежутке (0, 1] и непре-

рывна справа в точке 0;
(iii) функция z+(α) ограничена, не возрастает, непрерывна слева на промежутке (0, 1] и непре-

рывна справа в точке 0.
Обратно, пара функций на промежутке [0, 1], для которых выполняются условия (i)–(iii), задают
нечеткое число, α-интервал которого имеет вид [z−(α), z+(α)].
Ниже под суммой нечетких чисел с индексами z−(α), z+(α) и u−(α), u+(α) понимается нечеткое

число с интервалами α-уровня [z−(α)+u−(α), z+(α)+u+(α)]. Умножение на положительное число
c характеризуется интервалами α-уровня [cz−(α), cz+(α)], а умножение на отрицательное число
c—интервалами α-уровня [cz+(α), cz−(α)]. Равенство нечетких чисел понимается как равенство
всех соответствующих α-индексов при всех α ∈ [0, 1].

Пример 1. Нечеткое треугольное число z̃, характеризуемое тройкой вещественных чисел
(a, b, c) при a < b < c, определяется функцией принадлежности

μz̃(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

x− a

b− a
, если x ∈ [a, b];

x− c

b− c
, если x ∈ [b, c];

0 в противном случае.

Как известно, в этом случае нижняя и верхняя границы α-интервала имеют вид

z−(α) = (b− a)α+ a, z+(α) = −(c− b)α+ c.

На множестве нечетких чисел можно по-разному ввести определения расстояний между ними.
При интервальном подходе часто используют расстояния Хаусдорфа между множествами α-
уровня нечетких чисел. А именно, для нечетких чисел z̃ и ũ с α-уровнями zα и uα задают метрику
(см. [24])

ρ(z̃, ũ) = sup
0�α�1

max
{∣∣z−(α)− u−(α)

∣∣,
∣∣z+(α)− u+(α)

∣∣
}
. (1)

Здесь [z−(α), z+(α)] и [u−(α), u+(α)]—интервалы α-уровней нечетких чисел z̃ и ũ соответственно.
Отметим, что условие ρ(z̃, ũ) = 0 в силу (1) эквивалентно определению равенства нечетких

чисел z̃ и ũ, данному выше.
Фиксируем промежуток [0, T ] числовой оси. Отображение z̃ : [0, T ] → J будем называть нечет-

козначной функцией.
Пусть нечеткозначная функций z̃(t) при t ∈ [0, T ] характеризуется функцией принадлежности

μz̃(x, t). При фиксированном α ∈ (0, 1] рассмотрим α-интервал

zα(t) =
{
x ∈ R : μz̃(x, t) � α

}

и z0(t) = cl{x ∈ R : μz̃(x, t) > 0}. Обозначим через z−α (t) = z−(t, α) и z+α (t) = z+(t, α) соответ-
ственно левую и правую границы α-интервала. Таким образом, zα(t) = [z−α (t), z+α (t)].
Непрерывность функции z̃(t) по t будем понимать по метрике (1).

Замечание 1. Индексы z−α (t) и z+α (t) непрерывной нечеткозначной функции z̃(t) непрерывны
по t при любом α ∈ [0, 1].



66 В. Л. ХАЦКЕВИЧ

Пусть α-индексы z±α (t) нечеткозначной функции z̃(t) интегрируемы (по Риману) на промежут-
ке [0, T ] при всех α ∈ [0, 1].
Интегралом (Римана) по промежутку [0, T ] от нечеткозначной функции z̃(t) называют (см. [30])

такое нечеткое число

g̃ =

T∫

0

z̃(τ)dτ,

что его интервалы α-уровня при любом α ∈ [0, 1] имеют вид
⎛

⎝
T∫

0

z̃(t)dt

⎞

⎠

α

=

⎡

⎣
T∫

0

z−α (t)dt,
T∫

0

z+α (t)dt

⎤

⎦ .

В этом случае нечеткозначную функцию z̃(t) называют интегрируемой. Как известно (см. [25]),
всякая нечеткозначная функция z̃ : [0, T ] → J с интегрируемыми (по Риману) ограниченными на
[0, T ] α-индексами z±α (t) является интегрируемой.
Согласно замечанию 1 непрерывная на [0, T ] нечеткозначная функция z̃(t) интегрируема.

Утверждение 1 (см. [30]). Операция интегрирования нечеткозначных функций аддитивна
и однородна, т.е. для нечеткозначных интегрируемых функций z̃(t) и w̃(t) имеем

T∫

0

(
z̃(t) + w̃(t)

)
dt =

T∫

0

z̃(t)dt+

T∫

0

w̃(t)dt,

T∫

0

cz̃(t)dt = c

T∫

0

z̃(t)dt

для любой вещественной постоянной c.

Перейдем к рассмотрению производных от нечеткозначных функций. В литературе использу-
ются различные определения. Одно из наиболее распространенных опирается на определение раз-
ности Хукухары: множество C называют разностью Хукухары множеств A и B, если A = B+C;
обозначение C = A�B.
Функцию z̃ : [0, T ] → J называютH-дифференцируемой (или дифференцируемой по Хукухаре)

в точке t ∈ (0, T ) [3], если для всех достаточно малых h > 0 существуют такие разности Хукухары
z̃(t+ h)� z̃(t), z̃(t)� z̃(t− h) и элемент z̃′(t) ∈ J , что

lim
h→0+

ρ

(
z̃(t+ h)� z̃(t)

h
, z̃′(t)

)
= lim

h→0+
ρ

(
z̃(t)� z̃(t− h)

h
, z̃′(t)

)
= 0,

где расстояние ρ определяется формулой (1). В этом случае элемент z̃′(t) называют H-производ-
ной в точке t.
Нечеткозначную функцию z̃ : [0, T ] → J называют S-дифференцируемой или дифференцируе-

мой по Сеиккала в точке t ∈ (0, T ) (см. [29]), если ее α-индексы z−α (t) и z+α (t) дифференцируемы
и их производные (z−α )′(t) и (z+α )

′(t) при всех α ∈ [0, 1] образуют нечеткое число с α-интервалом
[z̃′(t)]α = [(z−α )′(t), (z+α )′(t)].

Замечание 2 (см. [17]). Пусть нечеткозначная функция z̃(t) является H-дифференцируемой
в точке t ∈ (0, T ). Тогда она S-дифференцируема в точке t ∈ (0, T ), причем H-производная
совпадает с S-производной.

Пусть z̃(t) дифференцируема по Сеиккала при всех t ∈ (0, T ). Говорят (см. [17]), что выполнено
условие непрерывности, если α-индексы производных (z±α )′(t) непрерывны на (0, T )× [0, 1].

Замечание 3 (см. [17]). Если нечеткозначная функция z̃(t) дифференцируема по Сеиккала
на (0, T ) и выполнено условие непрерывности, то z̃(t) дифференцируема по Хукухаре на (0, T ) и
S-производная совпадает с H-производной.

Утверждение 2 (см. [29]). Нечеткая S-производная является аддитивной и положительно
однородной, т.е. для нечеткозначных S-дифференцируемых функций z̃(t) и w̃(t) имеем

(z̃(t) + w̃(t))′ = z̃′(t) + w̃′(t), (cz̃(t))′ = cz̃′(t)
для любой вещественной постоянной c � 0.
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Пример 2. Как известно (см. [16]), нечеткозначная функция z̃(t) вида z̃(t) = g(t)r̃, где g(t)—
неотрицательная скалярная дифференцируемая функция, а r̃ ∈ J — заданное нечеткое число,
будет H-дифференцируемой (а значит, и S-дифференцируемой) в точке t при условии g′(t) � 0.
При этом z̃′(t) = g′(t)r̃.

Ниже будем рассматривать векторные нечеткозначные функции Z̃(t) =
(
z̃1(t), . . . , z̃n(t)

)T с
нечеткозначными компонентами z̃i(t) (T — знак транспонирования). Непрерывность, дифферен-
цируемость и интегрируемость таких функций будем понимать покоординатно.

3. Однородные системы, задача Коши. Рассмотрим на промежутке (0, T ) задачу Коши
для системы n дифференциальных уравнений с n неизвестными

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x̃′1(t) = a1,1(t)x̃1 + a1,2(t)x̃2 + · · ·+ a1,n(t)x̃n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x̃′n(t) = an,1(t)x̃1 + an,2(t)x̃2 + · · · + an,n(t)x̃n;

(2)

x̃i(0) = ξ̃i, i = 1, . . . , n. (3)

Здесь ai,j(t), i, j = 1, . . . , n, — заданные вещественные непрерывные функции, ξ̃i, i = 1, . . . , n, —
заданные нечеткие числа, x̃i(t), i = 1, . . . , n, — искомые нечеткозначные функции.
Наряду с задачей (2), (3) рассмотрим векторное однородное дифференциальное уравнение

X ′ = A(t)X, (4)

где

A(t) =

⎛

⎝
a1,1(t) a1,2(t) . . . a1,n(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1(t) an,2(t) · · · an,n(t)

⎞

⎠ , X(t) =

⎛

⎝
x1(t)
. . . . .
xn(t)

⎞

⎠

—матричная и векторная вещественнозначные функции соответственно.
Обозначим через B(t) фундаментальную матрицу векторного уравнения (4), т.е.

B′(t) = A(t)B(t), B(0) = E,

где E — единичная матрица. Тогда решение уравнения (4), удовлетворяющее начальному усло-
вию X(0) = X0, дается формулой X(t) = B(t)X0. Положим V (t, s) = B(t)B−1(s). Это матрица
Коши, которая характеризует сдвиг по траектории системы (4) за промежуток времени от s до t.
Таким образом, решение уравнения (4), удовлетворяющее начальному условию X(s) = X0, дается
формулой

X(t) = V (t, s)X0.

Замечание 4. В случае постоянной матрицы A имеем

B(t) = eAt, V (t, s) = eA(t−s);

при этом

B(τ) = eAτ =
∞∑

k=0

(Aτ)k

k!
.

Лемма 1 (см. [6, гл. 1, § 4]). Пусть коэффициенты матрицы A(t) непрерывны и неотрица-
тельны при всех t ∈ [0, T ], т.е.

ai,j(t) � 0 ∀ i, j = 1, . . . , n, ∀ t ∈ [0, T ]. (5)

Тогда фундаментальная матрица B(t) при всех t ∈ [0, T ] и матрица Коши V (t, s) при t, s ∈ [0, T ],
t � s, имеют непрерывные неотрицательные коэффициенты.
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Отметим, что для матрицы Коши это легко следует из представления

V (t, s) = E +

t∫

s

A(τ1) dτ1 +

t∫

s

A(τ2)

τ2∫

s

A(τ1) dτ1 dτ2 + · · ·+

+

t∫

s

A(τk)

τk∫

s

A(τk−1) . . .

τ2∫

s

A(τ1) dτ1 . . . dτk + . . . , t � s,

где E — единичная матрица. Как известно, приведенный выше ряд сходится равномерно по t
на промежутке [s, T ]. Соответствующий ряд в случае s = 0 характеризует фундаментальную
матрицу B(t) = V (t, 0).

Лемма 2. В условиях леммы 1 производная фундаментальной матрицы B′(t) имеет непре-
рывные неотрицательные коэффициенты, производная матрицы Коши V ′

t (t, s) при t � s имеет
непрерывные неотрицательные коэффициенты.

Доказательство. В силу леммы 1 это следует из соотношений

B′(t) = A(t)B(t), V ′
t (t, s) = B′(t)B−1(s) = A(t)B(t)B−1(s) = A(t)V (t, s)

с учетом непрерывности и неотрицательности коэффициентов матриц A(t), B(t) и V (t, s) при
t � s. �
Задаче (2), (3) поставим в соответствие нечеткую задачу Коши в векторной форме

X̃ ′ = A(t)X̃, t ∈ (0, T ), (6)

X̃(0) = ξ̃, (7)

где X̃ =
(
x̃1, . . . , x̃n)

T , ξ̃ =
(
ξ̃1, . . . , ξ̃n)

T .
Сильным решением задачи (6), (7) будем называть нечеткозначную векторную функцию X̃(t),

S-дифференцируемую на промежутке (0, T ) и удовлетворяющую на (0, T ) векторному диффе-
ренциальному уравнению (6), а также начальному условию (7).

Теорема 1. Пусть матрица A(t) при всех t ∈ [0, T ] имеет вещественные коэффициенты
ai,j(t), i, j = 1, . . . , n, которые непрерывны по t на [0, T ] и неотрицательны, т.е. выполнено
условие (5). Если X̃(t)— сильное решение задачи (6), (7), то его α-индексы X±

α (t) при всех α ∈
[0, 1] удовлетворяют соотношениям

(X±
α )

′(t) = A(t)X±
α (t), t ∈ (0, T ), (8)

X±
α (0) = ξ±α . (9)

Здесь X±
α (t) =

(
x±α,1(t), . . . , x

±
α,n(t)

)T , ξ±α =
(
ξ±α,1, . . . , ξ

±
α,n)

T , причем x±α,i(t) и ξ±α,i— α-индексы
нечетких чисел x̃i(t) и ξ̃i соответственно. При этом

X±
α (t) = B(t)ξ±α , (10)

где B(t)—фундаментальная матрица уравнения (4).
Обратно, пусть X̃(t)— S-дифференцируемая векторная нечеткозначная функция и ее индек-

сы X±
α (t) удовлетворяют соотношениям (8), (9). Тогда X̃(t) удовлетворяет соотношениям (6),

(7), т.е. является сильным решением.

Доказательство. Пусть X̃(t)— сильное решение уравнения (6). Тогда на основании интерваль-
ного признака равенства нечетких чисел имеем

(X̃ ′)±α (t) = (AX̃)±α (t).

При этом по определению S-производной

(X±
α )

′(t) = (AX)±α (t).
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Кроме того, с учетом неотрицательности коэффициентов ai,j(t) � 0 получим

(AX̃)±α =

⎛

⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎝

n∑

j=1

a1,jx̃j

. . . . . . . . .
n∑

j=1

an,jx̃j

⎞

⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎠

±

α

=

⎛

⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎝

⎛

⎝
n∑

j=1

a1,jx̃j

⎞

⎠

±

α

. . . . . . . . . . . . . . .
⎛

⎝
n∑

j=1

an,jx̃j

⎞

⎠

±

α

⎞

⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎠

=

⎛

⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎝

n∑

j=1

a1,j (x̃j)
±
α

. . . . . . . . . . . .
n∑

j=1

an,j (x̃j)
±
α

⎞

⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎠

= AX±
α .

Отсюда следует формула (8).
Соотношение (9) следует из (7) в силу признака равенства нечетких чисел в интервальной

форме. Из (8), (9) и определения фундаментальной матрицы получим (10).
Обратное утверждение вытекает из интервального признака равенства нечетких чисел в силу

формулы (AX̃)±α = AX±
α , установленной выше. �

Важным дополнением к теореме 1 является следующее утверждение.

Утверждение 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, причем X±
α (t)— решения задачи (8),

(9). Тогда они порождают нечеткозначную функцию X̃(t) = B(t)ξ̃.

Доказательство. По условию X±
α (t) представимы формулами X±

α (t) = B(t)ξ±α . Следовательно,
компоненты xα,i(t) вектора X±

α (t) имеют вид

x±α,i(t) =
n∑

j=1

bi,j(t)ξ
±
α,j .

При этом для любого j = 1, . . . , n выражения ξ±α,j являются α-индексами нечеткого числа ξ̃j , так
что для них выполнены условия (i)–(iii) раздела 2. Поскольку bi,j(t) � 0, то при любом t ∈ [0, T ] и
j = 1, . . . , n выражения bi,j(t)ξ±α,j также удовлетворяют условиям (i)–(iii) раздела 2 и, следователь-
но, являются α-индексами нечетких чисел bi,j(t)ξ̃j . Тогда по определению интервального сложе-

ния нечетких чисел суммы
n∑

j=1
bi,j(t)ξ

±
α,j определяют α-индексы нечетких чисел x̃i(t) =

n∑

j=1
bi,j(t)ξ̃j ,

являющихся компонентами нечеткозначной функции X̃(t), что и влечет утверждение 3. �
Как показывают примеры (см. [15]), для систем нечетких дифференциальных уравнений с

матрицами, элементы которых имеют разные знаки, решения соответствующих систем для α-
индексов могут не определять α-индексы каких-либо нечеткозначных функций и, следовательно,
не определять решений.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда векторная нечеткозначная функция

X̃(t) = B(t)ξ̃ (11)
есть сильное решение задачи (6), (7), причем единственное.

Доказательство. Покажем сначала дифференцируемость X̃(t) по Сеиккала. Согласно условию
ai,j(t) � 0 и лемме 1 имеем bi,j(t) � 0 для всех i, j = 1, . . . , n и всех t ∈ [0, T ]. При этом согласно
лемме 2 имеем b′i,j(t) � 0 при всех i, j = 1, . . . , n и всех t ∈ [0, T ]. Рассмотрим нечеткозначную
функцию bi,j(t)ξ̃j. Как известно (см., пример 2), в предположении, что bi,j(t) � 0 и b′i,j(t) � 0, она
непрерывно дифференцируема по Сеиккала. При этом (bi,j(t)ξ̃j)

′ = b′i,j(t)ξ̃j .

Рассмотрим компоненту x̃i(t) =
n∑

j=1
bi,j(t)ξ̃j векторной функции X̃(t), определяемой (11). Со-

гласно утверждению 2, она дифференцируема по Сеиккала, причем x̃′i(t) =
n∑

j=1
b′i,j(t)ξ̃j . Таким

образом, X̃(t) дифференцируема по Сеиккала. Кроме того X̃ ′(t) = B′(t)ξ̃ = A(t)B(t)ξ̃ = A(t)X̃(t).
Поэтому выражение X̃(t), определяемое формулой (11), есть сильное решение уравнения (6). При
этом X̃(0) = B(0)ξ̃ = Eξ̃ = ξ̃. Следовательно, выполнено (7).
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Единственность решения задачи (6), (7) вытекает из теоремы 1 и единственности решения
каждой из задач (8), (9). �
Отметим, что (10) вытекает из (11) с учетом интервального признака равенства нечетких чисел

и неотрицательности элементов bi,j(t) матрицы B(t). Именно, X±
α (t) = (B(t)ξ̃)±α = B(t)ξ±α .

Заметим, что дифференцируемость нечеткозначной функции по Сеиккала в точке t ∈ (0, T ),
вообще говоря, не влечет непрерывность по метрике (1) в этой точке. Тем не менее, справедливо
следующее утверждение.

Утверждение 4. В условиях теоремы 1 нечеткозначная векторная функция (11) непрерыв-
на по метрике (1).

Доказательство. Согласно (11)

x̃i(t) =
n∑

j=1

bi,j(t)ξ̃j , i = 1, . . . , n.

Согласно лемме 1, bi,j(t) � 0; тогда [bi,j(t)ξ̃j ]
±
α = bi,j(t)ξ

±
α,j.

Кроме того, для всех t, s ∈ [0, T ] можем записать

bi,j(t)ξ
−
α,j − bi,j(s)ξ

−
α,j =

(
bi,j(t)− bi,j(s)

)
ξ−α,j.

Согласно свойствам нечетких чисел их индексы ограничены по α, т.е.
∣
∣ξ−α,j

∣
∣ � Cj для всех α ∈

[0, 1]. Тогда
∣
∣bi,j(t)ξ−α,j − bi,j(s)ξ

−
α,j

∣
∣ �

∣
∣bi,j(t)− bi,j(s)

∣
∣
∣
∣ξ−α,j

∣
∣ � Cj

∣
∣bi,j(t)− bi,j(s)

∣
∣.

Аналогично для индексов с плюсом.
Поскольку bi,j(t)—непрерывные скалярные функции, то это влечет непрерывность по метри-

ке (1) каждого слагаемого bi,j(t)ξ̃j. Отсюда вытекает непрерывность суммы x̃i(t) =
n∑

j=1
bi,j(t)ξ̃j ,

i = 1, . . . , n, а следовательно, утверждение 4. �

Следствие 1. В условиях теоремы 1 функция X̃ ′(t) является непрерывной нечеткозначной
векторной функцией.

Доказательство. Утверждение вытекает из того, что x̃′i(t) =
n∑

j=1
b′i,j(t)ξ̃j . При этом, согласно лем-

ме 2, каждая из функций b′i,j(t) непрерывна. Тогда в соответствии с утверждением 4 непрерывны
и суммы x̃′i(t), i = 1, . . . , n, что и доказывает следствие 1. �
Назовем нечеткое число z̃ неотрицательным и будем писать z̃ � 0, если его левые α-индексы

z−α � 0 при всех α ∈ [0, 1]. Отметим, что, например, треугольное нечеткое число (a, b, c) из
примера 1 неотрицательно в предположении a � 0. Нечеткий вектор Z̃ =

(
z̃1, . . . , z̃n

)T назовем
неотрицательным и будем писать Z̃ � 0, если таковы все его компоненты z̃i, i = 1, . . . , n.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно вектор ξ̃ неотрицателен.
Тогда сильное решение (11) также неотрицательно.

Это вытекает из теоремы 2 и формулы (10).

Лемма 3 (см. [6, гл. 1, § 4]). Пусть все коэффициенты матрицы A(t) непрерывны и ai,j(t) >
0 при всех i, j = 1, . . . , n и всех t ∈ [0, T ], а B(t)—фундаментальная матрица уравнения (4).
Тогда B(t)X0 > 0 для любого (ненулевого) вектора X0 с неотрицательными компонентами.

Здесь положительность вектора понимается покоординатно.
Назовем нечеткое число z̃ положительным, если все его левые α-индексы z−α > 0 при всех α ∈

[0, 1]. Отметим, в частности, что треугольное нечеткое число (a, b, c) из примера 1 положительно,
если a > 0.
С учетом леммы 3 устанавливается следующий факт.
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Следствие 2. Пусть вещественные функции ai,j(t) непрерывны и ai,j(t) > 0 при всех i, j =

1, . . . , n и всех t ∈ [0, T ]. Пусть дополнительно начальный вектор ξ̃ неотрицателен, причем не
все левые α-индексы его компонент ξ̃i равны нулю. Тогда решение (11) задачи (6), (7) положи-
тельно.

Пример 3. Пусть все компоненты ξ̃i (i = 1, . . . , n) нечеткого вектора ξ̃ имеют треугольную
форму ξ̃i ∼ (a0i , b

0
i , c

0
i ). Тогда решение (11) есть нечеткозначная векторная функция, каждая

компонента которой имеет треугольный вид:

(
B(t)ξ̃

)

i
∼

⎛

⎝
n∑

j=1

bi,j(t)a
0
j ,

n∑

j=1

bi,j(t)b
0
j ,

n∑

j=1

bi,j(t)c
0
j

⎞

⎠ .

Это следует из представления

B(t)ξ̃ =

⎛

⎝
n∑

j=1

b1,j(t)ξ̃j , . . . ,
n∑

j=1

bn,j(t)ξ̃j

⎞

⎠

T

и неотрицательности функций bi,j(t) при всех i, j = 1, . . . , n и всех t ∈ [0, T ].

4. Неоднородные системы линейных дифференциальных уравнений с нечеткознач-
ными неоднородностями. Ниже, как и в разделе 2, A(t) = {ai,j(t)}i,j=1,...,n —матричная функ-
ция n-го порядка с вещественными элементами, непрерывными при всех t ∈ [0, T ]. Рассмотрим
задачу Коши для векторно-матричного неоднородного нечеткого дифференциального уравнения

X̃ ′ = A(t)X̃ + F̃ (t), t ∈ (0, T ), (12)

X̃(0) = ξ̃. (13)

Здесь F̃ (t) =
(
f̃1(t), . . . , f̃n(t)

)T — заданная векторная функция с нечеткозначными компонента-
ми, ξ =

(
ξ̃1, . . . , ξ̃n

)T — заданный вектор начальных условий с нечеткозначными компонентами,
X̃(t) =

(
x̃1(t), . . . , x̃n(t)

)T —искомая векторная функция с нечеткозначными компонентами.
Сильным решением задачи (12), (13) будем называть нечеткозначную S-дифференцируемую

векторную функцию, удовлетворяющую уравнению (12) на заданном промежутке (0, T ), а также
начальному условию (13).
Обозначим α-индексы нечеткозначных функций x̃i(t) через x±α,i(t), α-индексы нечеткозначных

функций f̃i(t) через f±α,i(t) и α-индексы нечетких чисел ξ̃i через ξ±α,i.

Теорема 4. Пусть A(t)—матричная функция с непрерывными неотрицательными коэффи-
циентами, F̃ (t)—непрерывная векторная нечеткозначная функция. Если X̃(t)— сильное реше-
ние задачи Коши для нечеткого дифференциального уравнения (12) на промежутке (0, T ), удо-
влетворяющее (13), то его α-индексы X±

α (t) при всех α ∈ [0, 1] и всех t ∈ (0, T ) удовлетворяют
равенствам

(X±
α )

′(t) = AX±
α (t) + F±

α (t), t ∈ (0, T ), (14)

X±
α (0) = ξ̃±α . (15)

Здесь X±
α (t) =

(
x±α,1(t), . . . , x

±
α,n(t)

)T , F±
α (t) =

(
f±α,1(t), . . . , f

±
α,n(t)

)T , ξ±α =
(
ξ̃±α,1, . . . , ξ̃

±
α,n

)T .
Обратно, пусть X̃(t)— S-дифференцируемая векторная нечеткозначная функция и ее ин-

дексы X±
α (t) удовлетворяет соотношениям (14), (15). Тогда X̃(t) удовлетворяет соотношени-

ям (12), (13), т.е. является сильным решением.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.
Как известно, решение задачи (14), (15) дается формулой

X±
α (t) = B(t)ξ±α +

t∫

0

B(t)B−1(τ)F±
α (τ) dτ, (16)
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где B(t)—фундаментальная матрица однородной системы (4), а B(t)B−1(τ) = V (t, τ)—матрица
Коши, т.е. оператор сдвига по траектории однородной задачи (4) за промежуток времени от τ
до t.

Лемма 4. Пусть f̃ : [0, T ] → J —непрерывная (по метрике (1)) нечеткозначная функция,
а g : [0, T ] → R— скалярная непрерывная функция, причем g(τ) � 0 при всех τ ∈ [0, T ]. Тогда
нечеткозначная функция ϕ̃(τ) = g(τ)f̃(τ) непрерывна на промежутке [0, T ] по метрике (1) и,
следовательно, интегрируема по Риману.

Доказательство. Обозначим α-индексы нечеткозначной функции f̃(τ) через f±α (τ). Так как
g(τ) � 0, то α-индексы ϕ±

α (t) нечеткозначной функции ϕ̃(t) согласно правилу умножения нечет-
ких чисел на положительные скаляры при всех τ ∈ [0, T ] имеют вид ϕ±

α (τ) = g(τ)f±α (τ). По
условию α-индексы ϕ±

α (τ)—непрерывные функции при τ ∈ [0, T ].
Кроме того, по определению α-интервалов имеем

f−0 (τ) � f−α (τ) � f−1 (τ), f+1 (τ) � f+α (τ) � f+0 (τ), ∀α ∈ [0, 1].

Тогда найдется такая постоянная c1 > 0, что
∣∣f±α (τ)

∣∣ � max
{∣∣f±0 (τ)

∣∣,
∣∣f±1 (τ)

∣∣
}
� c1, ∀α ∈ [0, 1].

Фиксируем t1, t2 ∈ [0, T ] и рассмотрим разность

ϕ±
α (t1)− ϕ±

α (t2) = g(t1)f
±
α (t1)− g(t2)f

±
α (t2) = g(t1)

(
f±α (t2)− f±α (t2)

)
+
(
g(t1)− g(t2)

)
f±α (t2).

Тогда, обозначая через c2 максимум функции g(t) на [0, T ], можем записать
∣∣ϕ±
α (t1)− ϕ±

α (t2)
∣∣ � c2

∣∣f±α (t2)− f±α (t2)
∣∣+ c1

∣∣g(t1)− g(t2)
∣∣.

Отсюда в силу непрерывности f̃(t) по метрике (1) и непрерывности g(t) на [0, T ] и следует утвер-
ждение леммы 4. �
В связи с теоремой 4 подчеркнем, что справедливо следующее утверждение.

Утверждение 5. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда правые части формулы (16)
определяют α-индексы нечеткозначной функции

X̃(t) = B(t)ξ̃ +

t∫

0

B(t)B−1(τ)F̃ (τ)dτ. (17)

Доказательство. По поводу первого слагаемого в правой части (16) см. утверждение 3. Рассмот-
рим второе слагаемое

W±
α (t) =

t∫

0

V (t, τ)F±
α (τ) dτ.

Его компоненты w±
α,i имеют вид

w±
α,i(t) =

t∫

0

n∑

j=1

vij(t, τ)f
±
α,j(τ) dτ, (18)

где vij(t, τ)— элементы матричной функции V (t, τ).
Заметим, что в условиях утверждения 5 функции vij(t, τ) и f±α,j(τ) непрерывны по τ в силу лем-

мы 1 и замечания 1 соответственно. Кроме того, vij(t, τ) � 0 при всех τ � t и всех i, j = 1, . . . , n.
Тогда поскольку f±α,j(τ) при всех τ ∈ [0, t] и всех j = 1, . . . , n удовлетворяет условиям (i)–(iii)
раздела 2 на α-индексы нечетких чисел, то таковы и w±

α,i. Следовательно, w
±
α,i(t), определенные

в (18), порождают при всех t ∈ [0, T ] нечеткие числа w̃i(t) по формуле

w̃i(t) =

t∫

0

n∑

j=1

vij(t, τ)f̃j(τ) dτ, i = 1, 2, . . . , n. (19)
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Отметим, что интеграл в правой части этой формулы корректно определен. Действительно, так
как vi,j(t, τ) � 0 при всех t, τ ∈ [0, T ], t � τ , то согласно лемме 4 при фиксированном t ∈ [0, T ]

каждая из функций vi,j(t, τ)f̃j(τ) интегрируема. Тогда в силу утверждения 1 интегрируема их

сумма
n∑

j=1
vi,j(t, τ)f̃j(τ).

Таким образом, нечеткозначные функции w̃i(t), заданные в (19), являются компонентами век-
торной нечеткозначной функции

W̃ (t) =

t∫

0

B(t)B−1(τ)F̃ (τ) dτ =

t∫

0

V (t, τ)F̃ (τ) dτ, (20)

что и доказывает формулу (17), а значит и утверждение 5. �

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 1 и, кроме того, векторная нечеткознач-
ная функция F̃ (t) непрерывна. Тогда векторная нечеткозначная функция X̃(t), определяемая
формулой (17), является сильным решением задачи (12), (13), причем единственным.

Доказательство. Покажем, что нечеткозначная функция w̃i(t), определяемая формулой (19),
дифференцируема по Сеиккала. Для этого рассмотрим производную от α-индексов w±

α,i(t). Со-
гласно (18) и правилу дифференцирования интеграла с переменным верхним пределом имеем

(
w±
α,i

)′
(t) =

n∑

j=1

vi,j(t, t)f
±
α,j(t) +

t∫

0

n∑

j=1

(
vi,j(t, τ)

)′
t
f±α,j(τ) dτ. (21)

По определению vi,j(t, t) = 1 при i = j и vi,j(t, t) = 0 при i �= j. Кроме того, согласно лемме 2
выражение

(
vi,j(t, τ)

)′
t
непрерывно по τ и

(
vi,j(t, τ)

)′
t
� 0 при t � τ . Тогда каждое слагаемое в

формуле (21) при всех t ∈ (0, T ) представляет собой α-индексы некоторого нечеткого числа, а их
сумма определяет α-индексы производной по Сеиккала w̃′

i(t). Поэтому из (21) следует

w̃′
i(t) = f̃i(t) +

t∫

0

(V (t, τ))′tf̃i(τ)dτ = f̃i(t) +

t∫

0

B′(t)B−1(τ)f̃i(τ) dτ.

Тогда векторная нечеткозначная функция W̃ (t), определенная формулой (20), дифференцируема
по Сеиккала и

W̃ ′(t) = F̃ (t) +

t∫

0

B′(t)B−1(τ)F̃ (τ)dτ.

Отсюда с учетом определения фундаментальной матрицы B(t) получим

W̃ ′(t) = F̃ (t) +

t∫

0

A(t)B′(t)B−1(τ)F̃ (τ) dτ = F̃ (t) +A(t)W̃ (t). (22)

Таким образом, W̃ (t), а вместе с ним и X̃(t) = B(t)ξ̃ + W̃ (t) дифференцируемы по Сеиккала,
причем X̃(t) удовлетворяет соотношению (12). Тогда формула (17) дает сильное решение зада-
чи (12), (13).
Единственность сильного решения задачи (12), (13) вытекает из теоремы 4 и единственности

решений всех задач (14), (15). �

Замечание 5. Теоремы 4, 5 сохраняют силу, если вместо непрерывности F̃ (t) потребовать
интегрируемость и ограниченность на [0, T ] всех α-индексов f±α,i(t) нечетких компонент f̃i(t).

Ниже для доказательства непрерывности решения (17) используется следующая лемма, пред-
ставляющая самостоятельный интерес.
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Лемма 5. Пусть нечеткозначная функция z̃(t) дифференцируема по Сеиккала на [0, T ], а про-
изводные ее α-индексов (z±α )′(t)— ограниченные и интегрируемые по Риману на [0, T ] функции.
Тогда z̃(t) непрерывна по метрике (1) на [0, T ].

Доказательство. Для α-индексов z±α (t) можем записать

z±α (t) = z±α (0) +
t∫

0

(z±α )
′(τ) dτ.

Фиксируем t1, t2 ∈ [0, T ]; пусть для определенности t1 < t2. Тогда

z±α (t2)− z±α (t1) =
t2∫

t1

(z±α )
′(τ) dτ.

При этом аналогично рассуждениям леммы 4 в соответствии с условиями леммы 5 устанавлива-
ется соотношение

∣∣(z±α )
′(τ)

∣∣ � max
{∣∣(z±0 )

′(τ)
∣∣,
∣∣(z±1 )

′(τ)
∣∣
}
≡ r(τ), ∀α ∈ [0, 1].

При этом r(τ)— ограниченная интегрируемая по Риману на [0, T ] функция (см. [30]). Тогда

∣∣z±α (t2)− z±α (t1)
∣∣ �

t2∫

t1

∣∣(z±α )
′(τ)
∣∣dτ �

t2∫

t1

r(τ)dτ, ∀α ∈ [0, 1].

Это влечет непрерывность в метрике (1) функции z̃(t). �

Утверждение 6. В условиях теоремы 5 нечеткозначная функция (17) непрерывна по t по
метрике (1).

Доказательство. Действительно, с учетом утверждения 4 это следует из формулы (22) в силу
леммы 5. �

Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5 и дополнительно начальное условие ξ̃ � 0
и неоднородность F̃ (t) � 0 при всех t ∈ [0, T ]. Тогда решение (17) задачи (12), (13) неотрица-
тельно.

Доказательство. В условиях теоремы 6 матрицы B(t) и B(t)B−1(τ) = V (t, τ) при t � τ неотри-
цательны. Тогда в силу предположения ξ̃ � 0 и F̃ (t) � 0 неотрицательны оба слагаемых в правой
части формулы (16) (в случае левых индексов). Поэтому решение (17) неотрицательно. �

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 5, причем функции ai,j(t) непрерывны и
ai,j(t) > 0 при всех i, j = 1, . . . , n и всех t ∈ [0, T ]. Пусть, кроме того, начальный вектор ξ̃ > 0, а
нечеткозначная векторная функция F̃ (t) � 0 при всех t ∈ [0, T ], либо ξ̃ � 0 и F̃ (t) > 0 при всех
t ∈ [0, T ]. Тогда решение (17) положительно.

Это следует из теорем 4, 5 в силу (16) и леммы 3.

Пример 4. Пусть в условиях теоремы 5 все компоненты ξ̃i начального значения и неоднород-
ности f̃i(t) при i = 1, . . . , n и всех t ∈ [0, T ] имеют треугольный вид. Так что ξ̃i ∼ (a0i , b

0
i , c

0
i ) и

f̃i(t) ∼ (ϕi(t), ψi(t), gi(t)), где ai, bi, ci — заданные числа, а ϕi(t), ψi(t), gi(t)— заданные непрерыв-
ные функции. Тогда каждая компонента решения (17) векторного неоднородного уравнения (12)
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с начальным условием (13) при всех t ∈ [0, T ] есть нечеткое число треугольного вида

x̃i(t) ∼

⎛

⎝
n∑

j=1

⎛

⎝bi,j(t)a0j +

t∫

0

vi,j(t, τ)ϕj(τ)dτ

⎞

⎠ ,

n∑

j=1

⎛

⎝bi,j(t)b0j +

t∫

0

vi,j(t, τ)ψj(τ)dτ

⎞

⎠ ,

n∑

j=1

⎛

⎝bi,j(t)c0j +

t∫

0

vi,j(t, τ)gj(τ)dτ

⎞

⎠

⎞

⎠ .

5. Динамическая межотраслевая модель Леонтьева с нечеткими данными. Одной из
наиболее известных межотраслевых моделей производства является модель, созданная нобелев-
ским лауреатом Василием Леонтьевым в 1950-х гг. (см. [7, гл. 1], [4, гл. 3, § 1]). Динамическая
модель Леонтьева является экономической моделью роста валового общественного продукта и
национального дохода. Интерес к данной модели у исследователей и практиков сохраняется и в
настоящее время (см., например, [12]).
Пусть валовый продукт описывается вектором X(t). Пусть A—неотрицательная квадратная

матрица n-го порядка, элементы aij , которой описывают прямые материальные затраты i-й от-
расли (i = 1, . . . , n) в производстве единицы продукции j-й отрасли (j = 1, . . . ,m). Матрица
B —неотрицательная квадратная матрица n-го порядка, коэффициенты bij которой описывают
затраты продукции i-й отрасли для увеличения выпуска продукции j-й отрасли. Матрица B
предполагается невырожденной.
Динамическая модель Леонтьева представляет собой следующее векторное дифференциальное

уравнение (t > 0):

(E −A)X(t) = B
dX(t)

dt
+ C(t), (23)

где E — единичная матрица n-го порядка, C(t)— вектор продукции непроизводственного потреб-
ления (включая непроизводственное накопление). Для векторного дифференциального уравне-
ния (23) ставится начальное условие

X(0) = X0. (24)
Экономический смысл имеют только такие решения уравнения (23), при которых X(t) � 0.
Предполагается, что матрица A продуктивна. Это означает, что существует и неотрицательна

матрица (E −A)−1.
Как известно, стационарная модель межотраслевого баланса записывается следующим обра-

зом: X = AX+Y или X = (E−A)−1Y , где (E−A)−1 —матрица коэффициентов полных потреб-
ностей в выпуске продукции для получения единиц соответствующих видов конечной продукции.
Уравнение для конечного продукта (национального продукта) Y (t) получается из (23) с учетом

равенства Y (t) = (E −A)X(t), а именно,

Y (t) = B(E −A)−1 dY (t)

dt
+ C(t), (25)

где B(E −A)−1 —матрица коэффициентов полной приростной капиталоемкости, т.е. полных за-
трат производства накопления на единичные приросты элементов используемого национального
дохода.
Подчеркнем, что (25) — уравнение с неотрицательной матрицей B(E−A)−1. К нему присоеди-

няется вместо (24) начальное условие
Y (0) = Y 0. (26)

Предположим, что начальные данные, предложенные экспертами, представляют собой нечеткий
начальный вектор Ỹ 0 (соответственно X̃0 = (E − A)−1Y 0) и нечеткий вектор C̃(t) продукции
непроизводственного потребления. Тогда динамическая модель Леонтьева (25), (26) модифици-
руется как нечеткая динамическая модель относительно нечеткого вектора конечного продук-
та Ỹ (t):

Ỹ (t) = B(E −A)−1 dỸ (t)

dt
+ C̃(t) (27)
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при начальном условии
Ỹ (0) = Ỹ 0. (28)

В силу неотрицательности матрицы B(E−A)−1 согласно теореме 4 для индексов Y ±
α (t) сильного

нечеткого решения задачи (27), (28) при всех α ∈ [0, 1], t > 0 имеем

Y ±
α (t) = B(E −A)−1 dY

±
α (t)

dt
+ C±

α (t), (29)

где C±
α (t)— α-индексы неоднородности C̃(t), а также

Y ±
α (0) = [Ỹ 0]±α . (30)

Таким образом, для каждого α-индекса Y ±
α (t) задача (29) при начальном условии (30) пред-

ставляет собой классическую динамическую модель Леонтьева вида (25), (26) и к ней можно
применить известные результаты.
Отметим, что от уравнения (29) можно перейти к каноническому виду

dY ±
α (t)

dt
= (E −A)B−1(Y ±

α (t)− C±
α (t)),

который иногда более удобен для исследований.

6. Заключение. Результаты настоящей работы представляют собой развитие известных ре-
зультатов теории обыкновенных дифференциальных уравнений на случай систем дифференци-
альных уравнений с переменными вещественными коэффициентами и нечеткими начальными
условиями и неоднородностями. Выделение систем с неотрицательными матрицами оказалось по-
лезным для установления явного вида решений соответствующих нечетких задач: задачи Коши
для однородной и неоднородной нечетких систем дифференциальных уравнений (формулы (11),
(17)). Позволило установить их единственность, а также неотрицательность соответствующих ре-
шений в случае неотрицательности соответствующего нечеткого начального условия и нечеткой
неоднородности. Кроме того, неотрицательность матрицы системы обеспечивает треугольный вид
решения при треугольном начальном условии и неоднородности.
С другой стороны, неотрицательность матрицы системы не является необходимым условием

неотрицательности решения. В частности, в работе автора [13] установлен вид ограниченного
решения линейного дифференциального уравнения n-го порядка с нечеткозначной правой ча-
стью как свертки функции Грина с нечеткозначной неоднородностью. В ряде примеров функция
Грина положительна. В этом случае неотрицательность нечеткозначной неоднородности влечет
неотрицательность решения.
По поводу нечеткой модификации динамической межотраслевой модели Леонтьева, рассмот-

ренной в настоящей работе, заметим, что в ней «нечеткость» характеризуется нечеткой инфор-
мацией о конечном спросе в начальный момент времени и о количестве продукции непроизвод-
ственного потребления. Динамические нечеткие обобщения модели Леонтьева с нечеткозначной
матрицей прямых затрат — предмет дальнейшего исследования автора.
В заключение отметим, что результаты настоящей работы допускают развитие на случай обоб-

щенных производных нечеткозначных функций различного рода (см., например, [16, 27]).
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НОРМАЛЬНОСТЬ В ВЕЩЕСТВЕННЫХ AW*-АЛГЕБРАХ

c© 2025 г. С. А. ЧЕПУХАЛИН, А. А. РАХИМОВ

Аннотация. Исследуется понятие нормальности в вещественных AW*-алгебрах. Рассмотрен во-
прос о том, сохраняется ли нормальность при переходе от комплексной AW*-алгебры к её ве-
щественной части, доказана нормальность вещественных AW*-факторов. Установлены условия,
при которых вещественная AW*-алгебра является нормальной, в частности, в случае локаль-
ной σ-конечности центра алгебры. Полученные результаты являются вещественными аналогами
известных теорем о нормальности в AW*-алгебрах и развивают теорию операторных алгебр в
вещественном контексте.

Ключевые слова: вещественная AW*-алгебра, нормальность, фактор, монотонная полнота, σ-
конечность, аннулятор, проекция.

NORMALITY IN REAL AW*-ALGEBRAS

c© 2025 S. A. CHEPUKHALIN, A. A. RAKHIMOV

Abstract. This paper is devoted to the study of the concept of normality in real AW*-algebras. The
authors examine whether normality is preserved when passing from a complex AW*-algebra to its real
part and prove that all real AW*-factors are normal. Conditions are established under which a real
AW*-algebra is normal, in particular, when its center is locally σ-finite. The obtained results serve as
real analogs of known theorems on normality in AW*-algebras and contribute to the development of
operator algebra theory in the real setting.

Keywords and phrases: real AW*-algebra, normality, factor, monotone completeness, σ-finiteness,
annihilator, projection.

AMS Subject Classification: 46L10, 46K10, 46L05

1. Введение. Известно, что каждая монотонная полная C*-алгебра является AW*-алгеброй;
для AW*-алгебр типа I также верно обратное. Однако в общем случае обратное утверждение все
еще остается открытым, хотя некоторые попытки решить эту проблему были предприняты. В [6]
показано, что AW*-алгебра является нормальной тогда и только тогда, когда она является AW*-
подалгеброй монотонной полной C*-алгебры. Из [6] также следует, что все AW*-алгебры типа I
являются нормальными (см. также [7]). Также известно (см. [7]), что конечные AW*-алгебры яв-
ляются нормальными. Более того, в [6] показано, что все AW*-факторы являются нормальными.
В этой статье мы рассмотрим вещественный аналог вышеперечисленных результатов, в частно-
сти, докажем, что все вещественные AW*-факторы являются нормальными.

2. Предварительные сведения. Банахова *-алгебра A над полем C называется С*-алгеброй,
если ‖x∗x‖ = ‖x‖2, для любого x ∈ A. Вещественная банахова *-алгебра R называется веществен-
ной C*-алгеброй, если норму на R можно продолжить на комплексификацию A = R+ iR алгебры
R так, чтобы алгебра A являлась (комплексной) C*-алгеброй. Известно, что вещественная бана-
хова *-алгебра R является вещественной C*-алгеброй тогда и только тогда, когда R эрмитова
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и ‖aa∗‖ = ‖a‖2 для любого a ∈ R. Эрмитовость алгебры R эквивалентна обратимости элемента
1 + aa∗, для любого a ∈ R.
Далее, пусть B(H)— алгебра всех ограниченных линейных операторов, действующих в ком-

плексном гильбертовом пространстве H. Слабо замкнутая *-подалгебра M ⊂ B(H) с единицей
называется W*-алгеброй. Вещественная банахова *-подалгебра R ⊂ B(H) с единицей называется
вещественной W*-алгеброй, если R слабо замкнута и R ∩ iR = {0} (см. [1, 2, 5]).
Пусть A—кольцо и S —непустое подмножество A. Положим R(S) = {x ∈ A | sx = 0 для всех

s ∈ S} и назовем R(S) правым аннулятором S. Аналогично, L(S) = {x ∈ A | xs = 0 для всех
s ∈ S} обозначает левый аннулятор S. Бэрово *-кольцо — это такое кольцо A, что для каждого
непустого подмножества S из A выполняется соотношение R(S) = gA для подходящего проекто-
ра g. Равенство L(S) = ((R(S∗)))∗ = ((hA))∗ = Ah (для некоторого проектора h) показывает, что
это определение также может быть дано через левый аннулятор.

AW*-Алгебра — это C*-алгебра, которая одновременно является бэровским *-кольцом (см. [3]).
Напомним, что если всякое семейство ненулевых попарно ортогональных проекторов AW*-алгеб-
ры счетно, то алгебра называется счетно разложимой или σ-конечной (см. [7]). AW*-Алгебра A
называется локально счетно разложимой или локально σ-конечной, если для каждого ненулевого
проектора d ∈ A, существует такой проектор , что 0 < e � d и алгебра eAe счетно разложима
(см. [6]). Алгебра A называется монотонно полной, если каждая ограниченная возрастающая сеть
самосопряжённых элементов имеет точную верхнюю границу. Алгебра A называется нормальной,
если для каждой направленной вверх сети (eλ) проекторов с точной верхней границей e в P (A)
проектор e является точной верхней границей (eλ) в A (другими словами, если a ∈ A, a � eλ, для
каждого λ, то a � e).

3. Основные результаты. Сформулируем вспомогательные результаты из [2, 6].

Теорема 1 (см. [6, Theorem 4.8]). Всякая собственно бесконечная AW*-алгебра, центр кото-
рой счетно разложим, является нормальной.

Лемма 1 (см. [2]). Пусть R— вещественная W-алгебра. Следующие условия эквивалентны:
(a) R является σ-конечной;
(b) на R существует точное нормальное состояние;
(c) R+ iR является σ-конечной.

Далее, пусть R— такая вещественная AW*-алгебра, что A = R+ iR—AW*-алгебра.

Лемма 2. Если алгебра R локально σ-конечна, то алгебра A = R + iR также локально σ-
конечна.

Доказательство. Пусть e ∈ A—произвольный проектор. Если e ∈ R, то по условию существует
такой ненулевой проектор f ∈ R, что e � f и алгебра fRf является σ-конечной. Тогда ясно, что
алгебра fAf также σ-конечна. Следовательно, A—локально σ-конечная алгебра.
Пусть e /∈ R. Тогда возможны два случая: у проектора e есть вещественный ненулевой под-

проектор e1 или такого подпроектора нет. В первом случае утверждение следует из первой части
доказательства. Во втором случае известно, что проекторы e и α(e) являются ортогональными,
где α—инволютивный *-антиавтоморфизм, порождающий R. Поэтому элемент g = 1/2(e+α(e))
является проектором в R. По условию теоремы 1 существует такой ненулевой проектор f ∈ R,
что f � g и fRf и fAf — σ-конечные алгебры. Кроме того, можно показать, что проекторы e и
g эквивалентны, т.е. существует такой унитарный оператор u, что e = ugu∗. Следовательно, для
проектора f1 = ufu∗ имеем 0 < f1 � e и f1Af1 — σ-конечная алгебра. �

Лемма 3. Если AW*-алгебра A = R+iR нормальна, то вещественная AW*-алгебра R также
нормальна.

Доказательство. Пусть (eλ) ⊂ R—направленная вверх сеть проекторов и e =
∨
λ eλ. Если для

элемента a ∈ R имеет место соотношение a � eλ при каждом λ, то a � e, так поскольку a ∈ A и
AW*-алгебра A нормальна. �
Теперь докажем основные результаты работы.
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Теорема 2. Пусть R—такой вещественный AW*-фактор, что A = R+ iR является AW*-
алгеброй. Тогда фактор R нормален.

Доказательство. Очевидно, что A также является AW*-фактором. Согласно [6, следствие 4.7]
алгебра A является нормальной. Тогда по лемме 3 алгебра R также нормальна. �

Теорема 3. Пусть R—такая собственно бесконечная вещественная AW*-алгебра, что A =
R+ iR является AW*-алгеброй. Если центр Z(R) алгебры R локально σ-конечен, то алгебра R
нормальна.

Доказательство. Так как Z(R) локально σ-конечен, то согласно лемме 2 алгебра Z(A) = Z(R)+
iZ(R) также локально σ-конечна. Согласно [1, теорема 4.7.4.] AW*-алгебра A = R+ iR является
собственно бесконечной. Тогда по теореме 1 AW*-алгебра A нормальна, следовательно, по лемме 3
вещественная AW*-алгебра R также нормальна. �
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ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ВИДА ДВИЖУЩЕГОСЯ ФРОНТА

ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ С РАЗРЫВНОЙ КУБИЧЕСКОЙ

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

c© 2025 г. Е. А. ЧУНЖУК

Аннотация. Исследуется решение вида движущегося фронта для двумерного уравнения типа
реакция-диффузия с кубической нелинейностью. Представлена методика получения асимптоти-
ческого приближения движущегося фронта, распространяющегося в среде с разрывными харак-
теристиками, рассмотрены основные особенности, возникающие при решении двумерной задачи.

Ключевые слова: уравнение типа реакция-диффузия, разрывная кубическая нелинейность,
движущийся фронт, малый параметр, асимптотическое представление.

FEATURES OF THE MOVING-FRONT SOLUTION

FOR A TWO-DIMENSIONAL PROBLEM

WITH A DISCONTINUOUS CUBIC NONLINEARITY

c© 2025 E. A. CHUNZHUK

Abstract. In this paper, we examine solutions of the moving-front-type for a two-dimensional
reaction-diffusion equation with cubic nonlinearity and propose a method for obtaining asymptotic
approximations of moving fronts propagating in a medium with discontinuous characteristics is
presented. The basic features arising in solving the two-dimensional problem are discussed.

Keywords and phrases: reaction-diffusion type equation, discontinuous cubic nonlinearity, moving
front, small parameter, asymptotic approximation.
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1. Введение. В работе исследуется двумерное уравнение типа реакция-диффузия с разрывной
кубической нелинейностью. Основное внимание уделяется анализу решения вида движущегося
фронта; ключевой особенностью исследуемой задачи является наличие разрыва в правой части
дифференциального уравнения. Уравнения автоволновой диффузии применяются для описания
разнообразных процессов в физике, химии и биологии. Например, они используются в моделях
свертываемости крови [13], распространения злокачественных новообразований [11,16] и инфек-
ционных заболеваний [10,15], а также при описании развития городских агломераций [14] и других
автоволновых процессов. Изучение таких уравнений позволяет расширить область их примени-
мости и описать с их помощью новые явления.
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К настоящему моменту имеется много работ по аналитическому исследованию уравнения ав-
товолновой диффузии (см., например, [2, 12]). Часто для получения необходимой информации о
решении исследуемой задачи используются асимптотические методы, которые позволяют опре-
делить поведение функций при малых значениях параметров, что особенно важно при анали-
зе физических и математических моделей. Для сред с непрерывными характеристиками уже
разработаны асимптотические алгоритмы и методы, на основе которых доказано существова-
ние решений вида движущегося фронта [3]. Для сред с разрывными характеристиками требуется
теоретическое обоснование возможности распространения в такой среде автоволнового фронта, и
решение таких задач особенно актуально для описания процессов на границах раздела различных
материалов, с естественными или искусственными барьерами. Например, работы [6, 7, 14] посвя-
щены анализу решений параболических задач, в которых присутствуют разрывы, что является
актуальной темой исследований в настоящее время.
Так, в [8] была рассмотрена одномерная задача, в которой исследовались распространение ав-

товолнового фронта в среде с барьерами и условия его стабилизации к стационарному решению
с большим градиентом на границе раздела сред. В указанной работе был представлен модерни-
зированный алгоритм построения асимптотического приближения решения задачи с разрывом,
который базируется на асимптотическом методе А. Б. Васильевой для сингулярно возмущенных
задач (см. [4, 5]). Применение этого алгоритма потребовало подробного рассмотрения поведения
решения в окрестности точки локализации фронта и точки разрыва сред. В [8] подробно по-
казано построение асимптотического приближения решения, получены выкладки для искомых
функций и определены все неизвестные величины. В [1] рассмотрена двумерная задача типа ре-
акция-диффузия в случае, когда правая часть уравнения непрерывна: исследовано решение вида
движущегося фронта, построено асимптотическое приближение решения. Во всех упомянутых
работах проведено обоснование асимптотики и доказано существование решений исходных задач
с использованием метода дифференциальных неравенств (см. [9]).
В настоящей статье рассматривается двумерная задача типа реакция-диффузия в случае, когда

автоволновой фронт проходит через границу разрыва сред. Эта работа отличается от упомянутых
ранее наличием разрыва характеристик среды, который проходит вдоль гладкой кривой h0(x),
поэтому в данном случае методика построения асимптотического приближения модифицирована
с учетом условий задачи. Основная сложность заключается в нахождении связи между локаль-
ными координатами, связанными с двумя различными кривыми: кривой локализации фронта и
линией раздела сред, а также в сшивании производных функций асимптотического приближения
решения. В дальнейшем планируется провести обоснование асимптотики методом дифференци-
альных неравенств, как это сделано в ранее упомянутых работах.

2. Постановка задачи. Рассматривается следующая двумерная начально-краевая задача:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε2Δu− ε
∂u

∂t
=
(
u− ϕ(−)(x, y)

)(
u− q(x, y)

)(
u− ϕ(+)(x, y)

)
, x ∈ R, y ∈ (0, a), t ∈ (0, T ],

uy(x, 0, t, ε) = uy(x, a, t, ε) = 0, x ∈ R, t ∈ [0, T ],

u(x, y, t, ε) = u(x+ L, y, t, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0, ε) = uinit(x, y), x ∈ R, y ∈ [0, a].

(1)

где

q(x, y) =

{
ql(x, y), y � h0(x), ql(x, h0(x)) �= qr(x, h0(x)),

qr(x, y), y > h0(x),

ε—малый параметр, h0(x)— гладкая кривая, вдоль которой происходит разрыв характеристик
среды, uinit(x, y)—непрерывная функция. Обозначим правую часть уравнения через f(u, x, y).
Будем считать, что функции f(u, x, y) и uinit(x, y)—L-периодические по переменной x (L > 0,
L = const). Введем обозначения

f (l)(u, x, y) = (u− ϕ(−)(x, y))(u− ql(x, y))(u − ϕ(+)(x, y)),

f (r)(u, x, y) = (u− ϕ(−)(x, y))(u− qr(x, y))(u − ϕ(+)(x, y)).
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Начальная функция uinit(x, y) имеет вид сформировавшегося фронта, возрастающего от значений
ϕ(−)(x, y) до значений ϕ(+)(x, y), локализованного в окрестности кривой h00 ∈ {(x, y) : R× [0, a]}.
Будем считать, что для начальной функции выполняются условия согласования с граничными
условиями задачи (1).

Условие 1. Пусть корни ϕ(−)(x, y), q(x, y), ϕ(+)(x, y) функции f(u, x, y)—известные функции,
упорядоченные следующим образом:

ϕ(−)(x, y) < q(x, y) < ϕ(+)(x, y), x ∈ R, y ∈ [0, a]. (2)

Условие 2. Будем рассматривать случай прохождения фронта через границу раздела сред
при движении от границы y = 0 к границе y = a, и для этого потребуем выполнение неравенств

ϕ(−)(x, y) + ϕ(+)(x, y)

2
< ql(x, y) < qr(x, y), x ∈ R, y ∈ [0, a].

Будем считать, что y = h(x, t)—кривая, описывающая положение фронта. Для описания пере-
ходного слоя перейдем в окрестности этой кривой к локальным координатам (l, r) (координаты
Вишика—Люстерника) с помощью соотношений

x = l − r sinα, y = h(l, t) + r cosα,

sinα =
hx√
1 + h2x

, cosα =
1

√
1 + h2x

.
(3)

α— угол, отложенный против часовой стрелки от оси y до нормали к кривой y = h(x, t), проведен-
ной в область y > h(x, t) в каждый момент времени t, r—расстояние от этой кривой по нормали
к ней, l— x-координата точки на кривой h(x, t), из которой проводится нормаль, и производные
функции h(x, t) в выражении (3) берутся при x = l.
Разрыв характеристик среды происходит вдоль стационарной гладкой кривой h0(x). Для описа-

ния фронта в окрестности разрыва сделаем переход к локальным координатам (l0, r0) аналогично
тому, как это сделано ранее:

x = l0 − r0 sinβ, y = h0(l0) + r0 cos β,

sinβ =
h0x√
1 + h20x

, cosβ =
1

√
1 + h20x

.

Теперь представим дифференциальные операторы через локальные переменные (l, r). Выпишем
оператор ∂/∂t, действующий на функцию u(x, y, t, ε):

∂u

∂t
(x, y, t, ε) =

∂u

∂t
(x(l, r, t), y(l, r, t), t, ε) +

(
v,∇

)
u(x(l, r, t), y(l, r, t), t, ε), v =

{
∂x

∂t
;
∂y

∂t

}
,

где x(l, r, t) и y(l, r, t) задаются формулами (3). После преобразований получим

∂u

∂t
(x, y, t, ε) =

(
∂

∂t
+

ht√
1 + h2x

∂

∂r
+
rhxt − hthx

√
1 + h2x

rhxx − (1 + h2x)
3/2

∂

∂l

)

u(x(l, r, t), y(l, r, t), t, ε).

Отдельно выпишем оператор ∇:

∇ =

{

− hx√
1 + h2x

∂

∂r
−

√
1 + h2x

rhxx − (1 + h2x)
3/2

∂

∂l
;

1
√

1 + h2x

∂

∂r
− hx

√
1 + h2x

rhxx − (1 + h2x)
3/2

∂

∂l

}

;

тогда для Δu(x, y, t, ε) получаем

Δu(x, y, t, ε) =

(
∂2

∂r2
+

hxx

rhxx − (1 + h2x)
3/2

∂

∂r
+

+
1 + h2x

(rhxx − (1 + h2x)
3/2)3

(
2rhxh

2
xx + hxhxx(1 + h2x)

3/2 − rhxxx(1 + h2x)
) ∂
∂l

+

+
(1 + h2x)

2

(rhxx − (1 + h2x)
3/2)2

∂2

∂l2

)
u
(
x(l, r, t), y(l, r, t), t, ε

)
.
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Введем растянутую переменную ξ = r/ε. Итоговый дифференциальный оператор, действующий
на функцию u(x, y, t, ε), представим в следующем виде
(
ε2Δ− ε

∂

∂t

)
u(x, y, t, ε) =

(
∂2

∂ξ2
− ht√

1 + h2x

∂

∂ξ
−

− ε

(
∂

∂t
+

hxx

(1 + h2x)
3/2

∂

∂ξ
+

hthx
1 + h2x

∂

∂l

)
+
∑

i=2

εiGi

)
u
(
x(l, r, t), y(l, r, t), t, ε

)
(4)

где Gi —дифференциальные операторы первого или второго порядков по переменным (ξ, l).

3. Методика построения асимптотического приближения решения. Исследуемая за-
дача представима в виде двух подзадач, которые можно интерпретировать как движение фронта
до и после разрыва. Асимптотическое приближение решения задачи (1) для случая, когда фронт
ещё не прошёл линию разрыва, будем искать в виде

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

U l,(−)(x, y, t, ε), x ∈ R, 0 � y � h(x, t),

U l,(+)(x, y, t, ε), x ∈ R, h(x, t) � y � h0(x),

U r,(+)(x, y, t, ε), x ∈ R, h0(x) � y � a.

(5)

где

U l,(−)(x, y, t, ε) = ūl,(−)(x, y, ε) + L(−)(ξ, l, h(l, t), t, ε) +Ql,(+)(ξ0, l0, h0(l0), ε) + Πl(ρ−, ε),

U l,(+)(x, y, t, ε) = ūl,(+)(x, y, ε) + L(+)(ξ, l, h(l, t), t, ε) +Ql,(+)(ξ0, l0, h0(l0), ε),

U r,(+)(x, y, t, ε) = ūr,(+)(x, y, ε) +R(+)(ξ, l, h(l, t), t, ε) +Qr,(+)(ξ0, l0, h0(l0), ε) + Πr(ρ+, ε).

Асимптотическое приближение решения задачи (1) для случая, когда фронт уже прошёл линию
разрыва, будем искать в виде

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

U l,(−)(x, y, t, ε), x ∈ R, 0 � y � h0(x),

U r,(−)(x, y, t, ε), x ∈ R, h0(x) � y � h(x, t),

U r,(+)(x, y, t, ε), x ∈ R, h(x, t) � y � a.

(6)

где

U l,(−)(x, y, t, ε) = ūl,(−)(x, y, ε) + L(−)(ξ, l, h(l, t), t, ε) +Ql,(−)(ξ0, l0, h0(l0), ε) + Πl(ρ−, ε),

U r,(−)(x, y, t, ε) = ūr,(−)(x, y, ε) +R(−)(ξ, l, h(l, t), t, ε) +Qr,(−)(ξ0, l0, h0(l0), ε),

U r,(+)(x, y, t, ε) = ūr,(+)(x, y, ε) +R(+)(ξ, l, h(l, t), t, ε) +Qr,(−)(ξ0, l0, h0(l0), ε) + Πr(ρ+, ε).

Здесь
— ūl,(∓)(x, y, ε) и ūr,(∓)(x, y, ε)—функции регулярной части,
— L(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) и R(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε)—функции переходного слоя в окрестности положе-
ния фронта,

— Ql,(∓)(ξ0, l0, h0(l0), ε) и Qr,(∓)(ξ0, l0, h0(l0), ε), зависящие от ξ0 = r0/ε, — функции переходного
слоя в окрестности разрыва,

— Πl(ρ−, ε) и Πr(ρ+, ε)—пограничные функции, зависящие от растянутых переменных ρ− = y/ε
и ρ+ = (y − a)/ε.

Пограничные функции строятся стандартным образом (см. [4]) и экспоненциально убывают на
бесконечности; в настоящей работе они не приводятся.
Функции регулярной части, функции переходного слоя и кривая h(x, t) ищутся в виде разло-

жения по степеням малого параметра ε:

ūl,(∓)(x, y, ε) = ū
l,(∓)
0 (x, y) + εū

l,(∓)
1 (x, y) + ε2ū

l,(∓)
2 (x, y) + . . . ,

ūr,(∓)(x, y, ε) = ū
r,(∓)
0 (x, y) + εū

r,(∓)
1 (x, y) + ε2ū

r,(∓)
2 (x, y) + . . . ,
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L(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) = L
(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t) + εL

(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) + ε2L

(∓)
2 (ξ, l, h(l, t), t) + . . . ,

R(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) = R
(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t) + εR

(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) + ε2R

(∓)
2 (ξ, l, h(l, t), t) + . . . ,

Ql,(∓)(ξ0, l0, h0(l0), ε) = εQ
l,(∓)
1 (ξ0, l0, h0(l0)) + ε2Q

l,(∓)
2 (ξ0, l0, h0(l0), ε) + . . . ,

Qr,(∓)(ξ0, l0, h0(l0), ε) = εQ
r,(∓)
1 (ξ0, l0, h0(l0)) + ε2Q

r,(∓)
2 (ξ0, l0, h0(l0), ε) + . . . ,

h(x, t) = h0(x, t) + εh1(x, t) + ε2h2(x, t) + . . . .

Согласно методу А. Б. Васильевой уравнения для функций регулярной части получаются пу-
тем приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях малого параметра ε в следующих
равенствах:

ε2
(
d2

dx2
+

d2

dy2

)
ūl,(∓)(x, y, ε) = f (l)(ūl,(∓)(x, y, ε), x, y),

ε2
(
d2

dx2
+

d2

dy2

)
ūr,(+)(x, y, ε) = f (r)(ūr,(+)(x, y, ε), x, y).

Уравнения для функций переходного слоя получаются из следующих равенств:
(
∂2

∂ξ2
− ht√

1 + h2x

∂

∂ξ
− ε

(
∂

∂t
+

hxx

(1 + h2x)
3/2

∂

∂ξ
+

hthx
1 + h2x

∂

∂l

)
+
∑

i=2

εiGi

)

L(+)(ξ, l, h(l, t), t, ε) =

= f (l)
(
ūl,(+)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
+ L(+)

(
ξ, l, h(l, t), t, ε

)
+

+Ql,(+)
(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
−

− f (l)
(
ūl,(+)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
+Ql,(+)

(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
;

(
∂2

∂ξ2
− ht√

1 + h2x

∂

∂ξ
− ε

(
∂

∂t
+

hxx
(1 + h2x)

3/2

∂

∂ξ
+

hthx
1 + h2x

∂

∂l

)
+
∑

i=2

εiGi

)

L(−)(ξ, l, h(l, t), t, ε) =

= f (l)
(
ūl,(−)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
+ L(−)

(
ξ, l, h(l, t), t, ε

)
+

+Ql,(+)
(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
−

− f (l)
(
ūl,(−)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
−

− f (l)
(
ūl,(+)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
+Ql,(+)

(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
+

+ f (l)
(
ūl,(+)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
;

(
∂2

∂ξ2
− ht√

1 + h2x

∂

∂ξ
− ε

(
∂

∂t
+

hxx

(1 + h2x)
3/2

∂

∂ξ
+

hthx
1 + h2x

∂

∂l

)
+
∑

i=2

εiGi

)

R(+)(ξ, l, h(l, t), t, ε) =

= f (r)
(
ūr,(+)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
+R(+)

(
ξ, l, h(l, t), t, ε

)
+

+Qr,(+)
(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
−

− f (r)
(
ūr,(+)

(
l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
+Qr,(+)

(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l − ξε sinα, h(l, t) + ξε cosα

)
;
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(
∂2

∂ξ20
− ε

h0xx

(1 + h20x)
3/2

∂

∂ξ0
+
∑

i=2

εiGi

)

Ql,(+)
(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
=

= f (l)
(
ūl,(+)

(
l0 − ξ0ε sin β, h(l0)+ ξ0ε cos β

)
+Ql,(+)

(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l0 − ξ0ε sin β, h(l0)+ ξ0ε cos β

)
−

− f (l)
(
ūl,(+)

(
l0 − ξ0ε sin β, h(l0) + ξ0ε cos β

)
, l0 − ξ0ε sin β, h(l0) + ξ0ε cos β

)
,

(
∂2

∂ξ20
− ε

h0xx

(1 + h20x)
3/2

∂

∂ξ0
+
∑

i=2

εiGi

)

Qr,(+)(ξ0, l0, h0(l0), ε) =

= f (r)
(
ūr,(+)

(
l0− ξ0ε sin β, h(l0)+ ξ0ε cos β

)
+Qr,(+)

(
ξ0, l0, h0(l0), ε

)
, l0− ξ0ε sin β, h(l0)+ ξ0ε cos β

)
−

− f (r)
(
ūr,(+)

(
l0 − ξ0ε sin β, h(l0) + ξ0ε cos β

)
, l0 − ξ0ε sin β, h(l0) + ξ0ε cos β

)
.

Потребуем также выполнения условий убывания функций переходного слоя на бесконечности:

L
(∓)
i (−∞, l, h(l, t), t) = 0, R

(+)
i (+∞, l, h(l, t), t) = 0, Q

l,r(+)
i (∓∞, l0, h0(l0)) = 0.

Сшивание функций асимптотического приближения решения будем проводить на кривых h(x, t)
и h0(x):

U l,(−)(x, h(x, t), t, ε) = U l,(+)(x, h(x, t), t, ε) = s(x, t), (7)

U l,(+)(x, h0(x), t, ε) = U r,(+)(x, h0(x), t, ε) = p(x, t) + k(x). (8)

Функции p(x, t), s(x, t) и k(x) также представимы в виде разложения по степеням ε:

p(x, t) = p0(x, t) + εp1(x, t) + ε2p2(x, t) + . . . ,

s(x, t) = s0(x, t) + εs1(x, t) + ε2s2(x, t) + . . . ,

k(x) = εk1(x) + ε2k2(x) + . . . .

Здесь функции p(x, t), s(x, t) и k(x) пока не известны, и будут определяться из условий сшивания
производных по направлению нормали к кривым h(x, t) и h0(x):

∂U l,(−)

∂n
(x, h(x, t), t, ε) =

∂U l,(+)

∂n
(x, h(x, t), t, ε), (9)

∂U l,(+)

∂n
(x, h0(x), t, ε) =

∂U r,(+)

∂n
(x, h0(x), t, ε). (10)

4. Особенности построения решения двумерной задачи. В [1] для двумерной задачи ти-
па реакция-диффузия с непрерывной правой частью показано, как найти функции регулярной
части и переходного слоя. Еще раз отметим, что особенность рассматриваемой задачи заключа-
ется в наличии разрыва характеристик среды, который проходит вдоль гладкой кривой h0(x),
поэтому основная сложность заключается в нахождении связи между локальными координатами
(l, r) и (l0, r0). Эту связь необходимо учитывать в равенствах сшивания производных (9)–(10) в
том случае, когда кривые h(x, t) и h0(x) настолько близки друг к другу, что пересекаются их
малые окрестности, в которых возможен переход к координатам Вишика—Люстерника. В насто-
ящем разделе будут рассмотрены эти особенности задачи.
Для начала покажем, как связаны локальные координаты (l, r) и (l0, r0). Вектор нормали к

кривой h(x, t) имеет вид

n = {− sinα; cosα} =

{
− hx√

1 + h2x
;

1
√

1 + h2x

}
. (11)
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Переход от декартовых координат (x, y) к локальным криволинейным координатам осуществля-
ется с помощью формул (3), что приводит к формулам

x = l − r
hx√
1 + h2x

, y = h(l, t) + r
1

√
1 + h2x

. (12)

Напомним, что угол α отложен против часовой стрелки от положительного направления оси
OY до вектора нормали к кривой в данной точке, l— это абсцисса точки кривой, из которой
проводится нормаль. Все производные функции y = h(x, t) берутся при x = l.

Координаты бесконечно малого вектора
(
dx
dy

)
в декартовой системе (x, y) связаны с коорди-

натами бесконечно малого вектора
(
dr
dl

)
в системе (r, l) матрицей перехода C:

(
dx
dy

)
= C

(
dr
dl

)
.

Дифференцируя формулы (12), получаем:

dx = − hx√
1 + h2x

dr +

(
1− r

hxx(1 + h2x)− hxxh
2
x

(1 + h2x)
3/2

)
dl, (13)

dy =
1

√
1 + h2x

dr +

(
hx − r

hxxhx

(1 + h2x)
3/2

)
dl. (14)

Матрица перехода C имеет вид

C =

⎛

⎜⎜
⎝

− hx√
1 + h2x

1− r
hxx

(1 + h2x)
3/2

1
√

1 + h2x
hx − r

hxxhx

(1 + h2x)
3/2

⎞

⎟⎟
⎠ . (15)

Аналогично находим матрицу перехода C0 от бесконечно малого вектора
(
dx0
dy0

)
к бесконечно

малому вектору
(
dr0
dl0

)
:

C0 =

⎛

⎜
⎜
⎝

− h0x√
1 + h20x

1− r0
h0xx

(1 + h20x)
3/2

1
√

1 + h20x
h0x − r0

h0xxh0x

(1 + h20x)
3/2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Теперь вычислим матрицу перехода от
(
dr
dl

)
к
(
dr0
dl0

)
. Пусть e—декартов базис, e′ — базис, свя-

занный с координатами Вишика—Люстерника на кривой h(x, t), e′0— базис, связанный с коорди-
натами Вишика—Люстерника на кривой h0(x). Покажем их связь, записав следующие выраже-
ния:

e′ = eC, e′0 = eC0, e = e′C−1, e′0 = e′C−1C0.

Тогда связь векторов можно выразить равенством
(
dr
dl

)
= C−1C0

(
dr0
dl0

)
= A

(
dr0
dl0

)
, (16)

где A = C−1C0 —матрица перехода:

A =

√
1 + h2x√
1 + h20x

⎛

⎜⎜
⎝

1 + hxh0x
1 + h2x

g0
(h0x − hx)

(1 + h2x)(1 + h20x)

h0x − hx
g

−g0
g

(1 + hxh0x)

(1 + h20x)

⎞

⎟⎟
⎠ ; (17)
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для краткости введены обозначения

g = rhxx − (1 + h2x)
3/2, g0 = −r0h0xx + (1 + h20x)

3/2.

Теперь рассмотрим особенности сшивания производных функций, входящих в асимптотическое
приближение решения. Рассмотрим, например, сшивание производных (10) в порядке ε−1:

∂L
(+)
0 (ξ, l)

∂ξ0

∣∣
∣
∣∣
(x0,h0(x0))

=
∂R

(+)
0 (ξ, l)

∂ξ0

∣∣
∣
∣∣
(x0,h0(x0))

,

где для краткости указана лишь зависимость функций от параметров (ξ, l). Производные от
функций нужно взять по направлению нормали к кривой h0(x) в точке на этой кривой. Для
функции L(+)

0 (ξ, l) имеем

∂L
(+)
0 (ξ, l)

∂ξ0

∣∣
∣
∣∣
(x0,h0(x0))

=
∂L

(+)
0 (ξ, l)

∂ξ

∂ξ

∂ξ0

∣∣
∣
∣∣
(x0,h0(x0))

+
∂L

(+)
0 (ξ, l)

∂l

∂l

∂ξ0

∣∣
∣
∣∣
(x0,h0(x0))

;

для R(+)
0 (ξ, l) выкладки аналогичны. Производные

∂ξ

∂ξ0
=

∂r

∂r0
,

∂l

∂ξ0
= ε

∂l

∂r0

берутся из равенства (16):

∂r

∂r0
=

1 + hxh0x√
1 + h20x

√
1 + h2x

,
∂l

∂r0
=

√
1 + h2x√
1 + h20x

(
h0x − hx

rhxx − (1 + h2x)
3/2

)
. (18)

Остается определить, чему равны (ξ, l) на кривой h0(x).
Как было сказано ранее, y = h(l, t)—кривая, описывающая положение фронта, и функции

переходного слоя зависят от ξ. Проведем нормаль к кривой h(l, t) из точки (l, h(l, t)) на кривой
h(l, t) до точки (x0, h(x0)) на кривой h0(x), эта нормаль будет соответствовать расстоянию r в
координатах Вишика—Люстерника (12), и будут справедливы равенства

x0 = l − r
hx(l, t)√
1 + h2x(l, t)

, h0(x0) = h(l, t) + r
1

√
1 + h2x(l, t)

. (19)

Таким образом, будем полагать, что кривые связаны одним параметром l, т.е. что координата l
не меняется, а для ξ из формулы (19) получим следующее выражение, c учетом ξ = r/ε:

ξ =
(h0(x0)− h(l, t))

√
1 + h2x(l, t)

ε
. (20)

5. Заключение. В настоящей статье было исследовано двумерное уравнение типа реакция-
диффузия с разрывной кубической нелинейностью. Ключевой особенностью работы является
прохождение автоволнового фронта через разрыв характеристик среды. Полученные результаты
расширяют основы аналитического исследования автоволновых уравнений, а также представ-
ляют теоретический и практический интерес для описания физических процессов на границах
раздела материалов или при наличии барьеров.
В работе изложена методика построения асимптотического приближения решения с учетом

специфики задачи, а именно, наличия разрыва характеристик среды вдоль стационарной кривой
h0(x). Так, одна нестационарная кривая описывает положение фронта, другая гладкая стацио-
нарная кривая описывает разрыв характеристик среды. Для описания переходного слоя и фронта
в окрестности разрыва были использованы локальные координаты Вишика—Люстерника, затем
найдена взаимосвязь между ними. Помимо перехода к локальным координатам, был осуществлен
пересчет производных функций переходного слоя для их сшивания в асимптотике. В дальнейших
исследовании планируется доказать существование решения вида движущегося фронта двумер-
ной задачи c использованием асимптотического метода дифференциальных неравенств.



РЕШЕНИЕ ВИДА ДВИЖУЩЕГОСЯ ФРОНТА ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 89

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Антипов Е. А., Волков В. Т., Левашова Н. Т., Нефедов Н. Н. Решение вида движущегося фронта
двумерной задачи реакция-диффузия// Модел. анал. информ. сист. — 2017. — 24, № 3. — С. 259–279.

2. Антипов Е. А., Левашова Н. Т., Нефедов Н. Н. Асимптотика движения фронта в задаче реакция-
диффузия-адвекция// Ж. вычисл. мат. мат. физ. — 2014. — 54, № 10. — С. 1594–1607.

3. Божевольнов Ю. В., Нефедов Н. Н. Движение фронта в параболической задаче реакция-диффузия//
Ж. вычисл. мат. мат. физ. — 2010. — 50, № 2. — С. 276–285.

4. Васильева А. Б., Бутузов В. Ф. Асимптотические методы в теории сингулярных возмущений. — М.:
Высшая школа, 1990.

5. Васильева А. Б., Плотников А. А. Асимптотическая теория сингулярно возмущённых задач. — М.:
Физ. ф-т МГУ, 2008.

6. Левашова Н. Т., Нефедов Н. Н., Николаева О. А. Решение с внутренним переходным слоем двумер-
ной краевой задачи реакция-диффузия-адвекция с разрывными реактивным и адвективным слагае-
мыми// Теор. мат. физ. — 2021. — 207, № 2. — С. 293–309.

7. Левашова Н. Т., Николаева О. А., Пашкин А. Д. Моделирование распределения температуры на
границе раздела вода-воздух с использованием теории контрастных структур// Вестн. Моск. ун-та.
Сер. 3 Физ. Астрон. — 2015. — № 5. — С. 12–16.

8. Левашова Н. Т., Чунжук Е. А., Орлов А. О. Стабилизация фронта в среде с разрывными характе-
ристиками// Теор. мат. физ. — 2024. — 220, № 1. — С. 93–112.

9. Нефедов Н. Н. Развитие методов асимптотического анализа переходных слоев в уравнениях реакции-
диффузии-адвекции: теория и применение// Ж. вычисл. мат. мат. физ. — 2021. — 61, № 12. — С. 2074–
2094.

10. Ait Mahiout L., Kazmierczak B., Volpert V. Viral infection spreading and mutation in cell culture// Math-
ematics. — 2022. — 10, № 2. — 256.

11. Colson C., Sanchez-Garduno F., Byrne H. M., Maini P. K., Lorenzi T. Travelling-wave analysis of a model
of tumour invasion with degenerate, cross-dependent diffusion// Proc. Roy. Soc. A. — 2021. — 477,№ 2256.
— 20210593.

12. Fife P. C., McLeod J. B. The approach of solutions of nonlinear diffusion equations to travelling front
solutions// Arch. Rat. Mech. Anal. — 1977. — 65. — P. 335-–361.

13. Galochkina T., Bouchnita A., Kurbatova P., Volpert V. Reaction-diffusion waves of blood coagulation//
Math. Biosci. — 2017. — 288. — P. 130–139.

14. Levashova N., Sidorova A., Semina A., Ni M. A spatio-temporal autowave model of Shanghai territory
development// Sustainability. — 2019. — 11, № 13. — P. 3658.

15. Moussaoui A., Volpert V. The impact of immune cell interactions on virus quasi-species formation// Math.
Biosci. Eng. — 2024. — 21, № 11. — P. 7530–7553.

16. Xu J., Vilanova G., Gomez H. A mathematical model coupling tumor growth and angiogenesis// PLoS
ONE. — 2016. — 11, № 2. — e0149422.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРА
Конфликт интересов. Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 23-11-00069).

Финансовые интересы. Автор заявляет об отсутствии подлежащих раскрытию финансовых
или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Чунжук Елизавета Анатольевна (Chunzhuk Elizaveta Anatolevna)
Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова
(M. V. Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
E-mail: chunzhukea@my.msu.ru



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 243 (2025). С. 90–112
DOI: 10.36535/2782-4438-2025-243-90-112

УДК 519.714, 517.977

УПРАВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ

ПРИ ДЕФИЦИТЕ ИНФОРМАЦИИ.

ГАРАНТИРОВАННЫЙ ПОДХОД.

I. АЛГОРИТМЫ ОЦЕНИВАНИЯ

c© 2025 г. В. И. ШИРЯЕВ

Аннотация. В работе рассматриваются задачи синтеза позиционного управления линейными
динамическими системами, когда необходимо гарантированное достижение цели управления, а
возмущения, действующие на динамическую систему, и помехи в информационных каналах си-
стемы известны с точностью до множеств, из которых они могут принимать любые значения.
Построены множества информационные множества и множества прогнозов, гарантированно со-
держащие вектор состояния. Задачи управления решены для случая задания требований к систе-
ме в виде множеств в фазовом пространстве, которым должен принадлежать вектор состояния с
учетом ограничений на управление, либо при требованиях в виде квадратичного функционала.
Показано применение функций Ляпунова для синтеза управления. Первая часть работы посвя-
щена алгоритмам оценивания.

Ключевые слова: динамическая система, управление, оценивание, неопределенность возмуще-
ния, помеха, информационное множество, прогноз, функция Ляпунова.

CONTROL OF DYNAMIC SYSTEMS

UNDER INFORMATION DEFICIT.

GUARANTEED APPROACH.

I. ESTIMATION ALGORITHMS

c© 2025 V. I. SHIRYAEV

Abstract. In this paper, we consider the problems of synthesis of positional control for linear dynamic
systems in the case where it is necessary to guarantee the achievement of the control goal, and the
disturbances acting on the dynamic system and the interference in the information channels of the
system are known with an accuracy of sets in which they can take any values. We construct information
sets and forecast sets that contain the state vector. Control problems are solved for the case of specifying
requirements for the system in the form of sets in the phase space to which the state vector must
belong, taking into account the constraints on control, or with requirements in the form of a quadratic
functional. The application of Lyapunov functions for control synthesis is shown. The first part of this
work is devoted to evaluation algorithms.

Keywords and phrases: dynamic system, control, estimation, disturbance uncertainty, noise,
information set, forecast, Lyapunov function.

AMS Subject Classification: 34Cxx, 70Cxx

ISSN 2782-4438 c© ВИНИТИ РАН, 2025



УПРАВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ ПРИ ДЕФИЦИТЕ ИНФОРМАЦИИ. I 91

СОДЕРЖАНИЕ

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
1. Алгоритмы оценивания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

1.1. Построение информационного множества. Общий случай . . . . . . . . . . . . . 94
1.2. Использование особенностей математической модели динамической системы . . 95
1.3. Адаптация к помехам и возмущениям . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
1.4. Минимаксный алгоритм фильтрации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
1.5. Алгоритмы оценивания при неполной информации . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
1.6. Адаптивный фильтр Калмана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
1.7. Гарантированный аналог фильтра Калмана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
1.8. Интервальные наблюдатели . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
1.9. Адаптивный минимаксный алгоритм фильтрации . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Введение

Задача синтеза управления динамическими системами в ситуациях с высоким уровнем неопре-
деленности как возмущений, действующих на динамическую систему, так и помех в информа-
ционных каналах является актуальной, что характерно для ряда приложений и конфликтных
ситуаций. Во многих случаях неопределенность не имеет стохастическую природу и возникает
как из-за действия различных внешних возмущающих факторов, неконтролируемых изменений
свойств объекта, так и из-за возникновения отказов, сбоев. Относительно всех неопределенных
величин и процессов предполагается только то, что для них известны ограниченные множествен-
ные оценки (см. [3, 5, 6, 11, 15, 16, 19, 21, 32–36, 43–46]). При гарантированном подходе расчеты
выполняются для наихудшего случая неопределенных величин и процессов.
Гарантированный подход к управлению динамическими системами стал возможен (см. [74,

76, 78]) вскоре после публикации в 1960 г. работы [76] Р. Калмана о фильтре. Применение
гарантированного подхода к управлению, несмотря на предупреждения самого Р. Калмана
об ограничениях на применения фильтра Калмана (см. [20]), сдерживается излишним песси-
мизмом гарантированных оценок и большими (по сравнению с фильтром Калмана) вычисли-
тельными ресурсами, необходимыми для реализации. Поэтому актуальными являются подхо-
ды, направленные на снижение указанных недостатков гарантированного подхода к управле-
нию и оцениванию. Различные аспекты задач управления и оценивания при неполноте ин-
формации отражены в работах многих авторов; назовем лишь некоторых из них: Р. Кал-
ман, Н. Н. Красовский, А. А. Красовский, А. Б. Куржанский, И. Я. Кац, В. М. Кунцевич,
Ф. Л. Черноусько, Н. Б. Филимонов, И. П. Гридасов, Б. Т. Поляк, В. М. Хлебников, Р. Ф. Га-
басов, Ф. М. Кирилова, А. И. Матасов, А. Ф. Шориков, F. C. Schweppe, D. P. Bertsecas и др.
(см. [1, 3, 5, 6, 9, 12–16,21–24,26–36,39, 43–46,48, 49, 52, 53, 55–57,60, 74, 78]).
В работе используются определяющие соотношения минимаксной фильтрации (см., напри-

мер, [8, 21, 34, 60, 78]), а неопределенность начального состояния, возмущений и помех, следуя
В. М. Кунцевичу, задана множествами в виде выпуклых многогранников (см. [34]). Отметим,
что информационное множество как результат решения задачи оценивания в этом случае будет
также многогранником, что не происходит при задании эллипсоидами, зонотопами, множеств
неопределенных величин и не приводит к снижению точности оценивания.
Так, несмотря на то, что в настоящее время считается обоснованным (см., например, [10]) при-

менение обобщенного фильтра Калмана для интеграции бортовых навигационных систем (НС;
см. [42]), эффективность применения обобщенного фильтра Калмана существенно зависит от
адекватности математических моделей ошибок НС реальным процессам. Нарушение адекватно-
сти приводит к расходимости обобщенного фильтра Калмана (см. [10, 20, 50]). Поэтому развитие
прикладной теории калмановской фильтрации связано с развитием методов защиты обобщенного
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фильтра Калмана от расходимости: от адаптивных к робастным, к гарантирующим модификаци-
ям фильтра Калмана, что достигается интеграцией различных подходов к защите обобщенного
фильтра Калмана от расходимости (см. [10]).
В работе рассматривается построение алгоритмов оценивания, когда необходима высокая точ-

ность оценивания. В силу особенностей задач статистическая информация о возмущениях, по-
мехах либо отсутствует, либо недоступна, а точность оценок необходима в каждой реализации
процесса, то делается выбор гарантированного подхода к оцениванию (см. [1, 30, 33, 60, 74, 78]),
который, как известно, обладает и достоинствами, и недостатками.
Среди достоинств — минимальная информация о неопределенных факторах (начальном состо-

янии, о возмущениях и помехах; см. [33, 36, 44, 74, 78]) в виде множеств, из которых они могут
принимать любое значение, а оценка вектора состояния находится также в виде информаци-
онного множества, которому гарантированно принадлежит вектор состояния, что является до-
стоинством гарантированного подхода. Множества неопределенных факторов представляются
выпуклыми многогранниками (см. [3, 25, 33, 55, 64–69]); в результате информационное множество
так же будет многогранником.
Таким образом, при неполной информации в процессе находят применение как стохастический

(см. [4,8]), так и детерминированный подходы к построению фильтров, а также алгоритмы в ста-
тистически неопределенных ситуациях (см. [21]). Целесообразной может оказаться и разделение
на несколько этапов, уровней обработки информации: первичная, вторичная, третичная. В [27]
для первичной обработки сигналов датчиков в условиях неполной информации циклически под-
бираются параметры модели и циклического фильтра Калмана, который становится адаптивным.
При неполноте информации алгоритма оценивания строятся и как банки фильтров (см. [37]), где
каждый фильтр соответствует определенной модели процесса из заданного множества моделей.
Эффективным является по существу «комплексирование» нескольких алгоритмов, построенных
на разных информационных до определений неопределенных факторов.
В работе ставится задача в разработке на основе гарантированного подхода адаптивного трех-

уровнего алгоритма, состоящего из нескольких фильтров на каждом уровне. Множества неопре-
деленных факторов заданы многогранниками. Фильтры построены либо исходя из стохастиче-
ского, либо из детерминированного подходов. Все уровни охвачены контурами обратной связи,
что позволяет производить подстройку априори заданных параметров. В результате алгоритм
оценивания приобретает свойство адаптивности.
Оценки возмущений для синтеза управления, также позволят повысить точность управления в

условиях неопределенности (см. [2,41,47,52,59]). Современная теория управления многомерными
динамическими системами находится в стадии развития, по отношению к результатам класси-
ческой теории управления одномерными объектами с инженерными требованиями к точности,
запасов устойчивости (по модулю и фазе) и времени регулирования. В настоящее время в теории
управления прочное место заняли такие техники, как H2, H∞, l1 и μ-синтез, которые весьма
косвенно учитывают инженерные требования, преобладающие в классической теории автомати-
ческого управления (см. [24, 51, 54, 61]), что делает актуальной задачу сближения современной и
классических теорий управления.
Таким образом, в результате решения задачи оценивания известно информационное множе-

ство, которому принадлежит вектор состояния динамической системы. В этих условиях задача
синтеза управления рассматривается как задача управления будущими значениями вектора со-
стояния: множествами прогнозов, если требования к динамической системе заданы в виде мно-
жеств в пространстве состояния системы (см., например, применение обобщенных множеств до-
стижимости, [38]). В случае задания требований к системе в виде квадратичного функционала
управление на каждом шаге находится как результат решения задачи квадратичного програм-
мирования. Синтез управления с помощью функций Ляпунова приводит к аналогичным экстре-
мальным задачам.
Иной подход к оцениванию и управлению в условиях неопределенности рассматривается

в [1, 6–9, 12, 13, 15, 16, 39, 43, 46, 48, 49, 57, 58, 70–73]. Работа примыкает к [27–31] и продолжает
исследования [55,63–69].
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В разделе 1 рассмотрены алгоритмы гарантированного оценивания при различных априор-
ных данных о неопределенных факторах. Приведены алгоритмы построения информационных
множеств как для общего случая, так и с учетом особенностей математической модели процессов.
Путем оценки реализующихся помех, возмущений рассмотрена возможность адаптации алго-

ритма оценивания при неполноте априорной информации. Для этого рассмотрены существующие
подходы к адаптации фильтра Калмана, а также фильтр Калмана, оценки которого гарантиру-
ющие. Интервальные наблюдатели при меньших вычислительных затратах также дают гаранти-
рованные оценки, точность которых может оказаться приемлемой.
Предложен адаптивный алгоритм, содержащий три этапа обработки, на каждом из которых

может быть несколько параллельно работающих фильтров, построенных исходя либо из детерми-
нированного, либо из стохастического подходов. Рассмотрены примеры, иллюстрирующие пред-
лагаемые алгоритмы.
Раздел 2 посвящен синтезу управления, когда состояние системы известны с точностью до

информационного множества. Требования к системе заданы в виде обобщенных множеств дости-
жимости, либо с помощью множества, принадлежность которому вектора состояния необходимо
обеспечить. Задача решается с учетом ограничений на вектор управления.
Рассмотрены синтез управления для квадратичного критерия качества и с помощью функций

Ляпунова. Приводятся примеры.

1. Алгоритмы оценивания

Рассмотрим линейную динамическую систему

xk+1 = Axk +Buk + Γwk, k = 0, 1, 2, . . . , (1.1)
yk+1 = Gxk+1 +Hvk+1, (1.2)
x0 ∈ X0, wk ∈W, vk+1 ∈ V, (1.3)

где xk ∈ R
n, uk ∈ R

m, wk ∈ R
p, yk ∈ R

r, vk ∈ R
r —векторы состояния, управления, возмущения,

измерения, ошибок измерения соответствующей размерности. Матрицы в системе (1.1), (1.2) и
вектор управления uk предполагаются известными, а система управляема и наблюдаема. Далее в
разделе 1 данной работы полагаем управление uk известным и в целях упрощения записи иногда
uk ≡ 0.
При гарантированном или минимаксном подходе к решению задачи оценивания в условиях

неопределенности априорная информация о начальном состоянии системы x0, возмущениях wk
и ошибках измерений vk задается в виде выпуклых многогранников, из которых они могут при-
нимать любые значения (см. [21, 33, 34]):

x0 ∈ X0 =
{
x0 : A0x0 � b0

}
, wk ∈W =

{
wk : Awwk � bw

}
, vk ∈ V =

{
vk : Avvk � bv

}
. (1.4)

Искомая оценка вектора состояния xk+1 формируется в виде информационного множества
Xk+1 (см. [21, 33, 34, 60, 78]), рекуррентные соотношения для которого имеют вид

xk+1 ∈ Xk+1, Xk+1 = Xk+1/k ∩X[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

Xk+1/k = AXk +Buk + ΓW, X[yk+1] =
{
x ∈ R

n : Gx+Hv = yk+1 ∀v ∈ V
}
,

(1.5)

где Xk+1/k —множество прогнозов; X[yk+1]—множество, совместное с измерениями.
Сумма множеств вXk+1/k понимается в смысле Минковского (см. [8]), и реализация этой опера-

ции является наиболее вычислительно затратной. Подчеркнем, что информационное множество
Xk+1 является оценкой вектора состояния xk+1 системы (1.1)–(1.3) в виде множества Xk+1 � xk+1

возможных значений вектора xk+1, соответствующих реализовавшейся последовательности изме-
рений yi, i = 1, . . . , k + 1, и априорной информации в виде математической модели (1.1)–(1.3) о
динамической системе.
При необходимости за точечную оценку вектора xk+1 множеств может быть взят чебышевский

центр zk+1 ∈ Xk+1 (см. [21]), при этом ошибка ek+1 = xk+1−zk+1 оценки zk+1 будет минимальной
в наихудшем случае реализации неконтролируемых факторов x0 ∈ X0, wi ∈ W , vi+1 ∈ V , i =
0, 1, 2, . . . , k, что соответствует минимаксному подходу — расчету на наихудший случай.
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Геометрической интерпретацией оценки zk+1 вектора состояния xk+1 в виде чебышевского цен-
тра zk+1 множества Xk+1 является центр zk+1 сферы минимального радиуса rk+1, описывающей
сверху множество Xk+1. Это свойство оценки zk+1—являться центром описанный сферы мини-
мального радиуса rk+1—позволяет построить вычислительный алгоритм для нахождения оценки
zk+1, а радиус rk+1, равный модулю ошибки ek+1 в наихудшем случае или dk+1 = 2rk+1 —диа-
метр информационного множества (см. [33, 34]) можно рассматривать как критерий качества
алгоритма оценивания (1.5).

1.1. Построение информационного множества. Общий случай. В настоящее время при-
меняются два подхода к построению информационного множества Xk+1 и множества прогнозов
Xk+1/k. Первый оперирует с вершинами (угловыми точками) многогранников X0,W , V , X1/0,X1,
. . ., Xk+1/k, Xk+1 (см., например, [73]) и может оказаться эффективным в задачах управления
динамической системой невысокой размерности. По ходу процесса с ростом k число угловых то-
чек у множеств Xk+1/k, Xk+1 увеличивается, что ограничивает применение этого подхода ростом
размерности динамической системы для построения множества Xk+1/k в (1.5), где основная вы-
числительная операция — нахождение суммы множеств AXk, ΓW в смысле Минковского. Пусть,
например, заданы множества A0 ⊂ R

n, B0 ⊂ R
n; тогда их сумма C0 = A0 +B0 в смысле Минков-

ского, как известно, равна

C0 =
{
c ∈ R

n : c = a+ b ∀a ∈ A0, ∀b ∈ B0

}
.

Второй подход (см. [33, 34, 64–69]) использует представление многогранников X0, W , V , X1/0,
X1, . . ., Xk+1/k, Xk+1 системами линейных неравенств (1.4). Тогда для k = 0 из (1.1)–(1.4) полу-
чим

xk+1 +Axk + Γwk = −Buk, k = 0;

Gxk+1 +Hvk+1 = yk+1;

x0 ∈ X0, w0 ∈W, v1 ∈ V1.

(1.6)

Систему линейных уравнений и неравенств (далее для краткости пишем «система линейных
неравенств») будем рассматривать как информационное множество X1, заданное неявно. Для
явного задания многогранника X1 надо найти уравнения всех его граней; тогда получим

X1 =
{
x1 : A1x1 � b1

}
, (1.7)

либо найти все вершины множества X1, используя лишь систему (1.6). В рамках второго подхода
переход от неявного (1.6) к явному (1.7) заданию множества X1 будем рассматривать как задачу
аппроксимации многогранника сверху многогранником Xa1 ⊃ X1 с меньшим числом граней (см.,
например, [25, 68]).
Пусть теперь k = 1. Присоединив к системе (1.6) аналогичную систему для k = 0, т.е. систему

(1.1)–(1.4) для k = 1, получим
x0 ∈ X0, wi ∈W, vi ∈ V, i = 0, 1;

Gxi+1 +Hvi+1 = yi+1;

−xi+1 +Axi + Γwi = −Bui.
(1.8)

Для k = 2 к системе (1.8) присоединим систему (1.1)–(1.4). В результате для k = N − 1 из (1.1)–
(1.4) получим неявное задание множества X i, i = 1, . . . , N , в виде системы линейных неравенств

x0 ∈ X0, wi ∈W, vi+1 ∈ V, i = 0, . . . , k − 1;

Gxi+1 +Hvi+1 = yi+1;

−xi+1 +Axi + Γwi = −Bui,
(1.9)

а в результате решения задачи аппроксимации множества Xi ⊂ Xai, i = 1, . . . , N (см. [68]), где
явно задано множество Xai, аппроксимирующее информационное множество Xi:

Xai =
{
x : Aaix � bai

}
, i = 1, . . . , N. (1.10)

Сделаем несколько замечаний.
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1. При нехватке вычислительных ресурсов размерность системы линейных неравенств (1.9)
можно уменьшить, отбрасывая неравенства, соответствующие началу процесса, и вести обработку
на скользящем «окне» шириной L, т.е. в (1.9) i = k1, . . . , k2, k2 − k1 = L, Xk1 задано. В крайнем
по отношению к (1.9) случае имеем L = 1, и приходим к системе линейных неравенств вида (1.6).

2. Система линейных неравенств (1.9) позволяет решать задачи сглаживания, т.е. находить
X i/k, в том числе и задачу X0/N , имеющую важные приложения (см. [1]).

3. Из системы (1.9) можно найти оценки W i, V i+1 для возмущений wi и помех vi+1 и исполь-
зовать их для адаптации алгоритма фильтрации (1.5), (1.6), (1.9).

4. Система неравенств (1.9) позволяет решать задачи прогнозирования, построения множеств
достижимости, управления, сменив оптимизационную парадигму (см. [51–54]), в том числе и
терминального управления, с использованием принципа «гибких кинематических траекторий» и
при задании ограничений, как на управление ui, так и на вектор состояния xk+1.
Если требования к динамике системы (1.1)–(1.3) заданы в виде выпуклого множества τd ⊂ R

n в
фазовом пространстве системы, то поскольку вектор состояния xk+1 системы (1.1)–(1.3) известен
с точностью до принадлежности к информационному множеству Xk+1, то задача синтеза пози-
ционного управления при наличии ограничений в виде множеств Xk+1, Uk на вектор состояния
xk+1 ∈ Xk+1 и управление uk ∈ Uk, k = 0, 1, 2, . . ., сводится к нахождению последовательности
uk, k = 0, 1, 2, . . ., при которых система линейных неравенств

xk+1 ∈ Xk+1, xk+1 ∈ τd, xk+1 ∈ Xk+1, uk ∈ Uk, k = 0, 1, 2 . . . ,

была бы совместной. Здесь множество Xk+1 представлено либо множественно-множественными
отображениями (1.5), либо системой неравенств (1.9).

5. Система неравенств (1.9) позволяет находить и оценки параметров динамической систе-
мы (1.1). Пусть, например, для некоторых элементов aij матрицы A из (1.1) известно только то,
что aij ∈ [aIij , a

II
ij ]. В результате получаем более сложную, нелинейную систему неравенств, в ре-

шении которой получим оценки векторов состояния xk, возмущений wk, помех vk, параметров aij .

6. В случае нелинейной модели динамической системы

xk+1 = f(xk, uk, wk), k = 0, 1, 2, . . . , (1.11)
yk+1 = ϕ(xk+1, vk+1), (1.12)

решение задачи оценивания сводится к решению системы нелинейных неравенств, аналогич-
ных (1.9):

x0 ∈ X0, wi ∈W, vi ∈ V, i = 0, 1, . . . , k;

ϕ(xi+1, vi+1) = yi+1;

−xi+1 + f(xi, ui, wi) = 0.

(1.13)

1.2. Использование особенностей математической модели динамической системы.
Рассмотрим линейную дискретную систему (см. [44])

xk+1 = Axk +D1wk, k = 0, 1, 2, . . . , (1.14)
yk = Gxk +D2wk, (1.15)
‖wk‖ � 1, (1.16)

где ‖ . . . ‖— евклидова норма вектора.
Помехи измерениям vk в динамической системе (1.1)–(1.3) равны возмущениям vk = wk в

(1.14)–(1.16), D1D
T
2 = 0 и не задано множество X0 � x0. На этом различия в динамических

системах (1.1)–(1.3) и (1.14)–(1.16) заканчиваются. В работах [44, 56, 57] на основе метода инва-
риантных эллипсоидов построен фильтр, уравнения которого имеют вид

x̆k+1 = Ax̆k + L(yk −Gx̆k), x̆0 = 0, k = 0, 1, 2, . . . , (1.17)

xk ∈ Ek =
{
x : (x− x̆k)

TP−1(x− x̆k) � 1
}
, (1.18)
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где постоянные матрицы L, P отыскиваются с помощью аппарата линейных матричных нера-
венств. Достоинство фильтра (1.17), (1.18) заключается в гарантированной оценке, т.е. x̆k гаран-
тированно принадлежит инвариантному эллипсоиду (1.18): если x0− x̆0 ∈ E0 (малые уклонения),
то и xk−x̆k ∈ Ek, а из условия x0−x̆0 /∈ E0 (большие уклонения) следует xk−x̆k −−−→

k→∞
Ek. В филь-

тре (1.5) dk+1 ∈ [0, dV ], dk+1 (диаметр информационного множества) зависит от измерений yk+1.
В фильтре (1.17), (1.18) dk+1 = const.
Для динамической системы (1.14)–(1.16) возможны три ситуации.
1. Из модели процесса (1.14) можно найти

wk = D−1
1 xk+1 −D−1

2 (Axk +Buk) (1.19)

и, подставляя wk в уравнение измерения (1.15), получить модель динамической системы с урав-
нением измерения

yk+1 = G1xk+1 +G2xk +B2uk (1.20)
без ошибок измерения, что приведет к повышению точности оценивания алгоритма (1.5). В урав-
нении (1.20) матрицы имеют вид

G1 = G−D2D
−1
1 , G2 = −D2D

−1
1 , B2 = −D2D

−1
1 B. (1.21)

2. Из уравнения измерения (1.15) можно найти

wk = D−1
2 (yk −Gxk). (1.22)

Подставляя это выражение в уравнение (1.14), получим модель динамической системы

xk+1 = A1xk +Buk +Dyk, yk+1 = Gxk+1 +D2wk, k = 0, 1, 2, . . . , (1.23)

A1 = A−D1D
−1
2 G,

в которой неопределенные факторы только x0 ∈ X0, а множество прогнозов

Xk+1/k = A1Xk +Buk +Dyk

не содержит операции суммирования множеств. В этом случае wk ∈ W = [w1k, w2k] и из (1.11)–
(1.13) получим систему неравенств вида

b1k � −xk+1 +Axk � b2k;

y1i � Gxi+1 � y2i, i = k, k + 1;

xk ∈ Xk,

(1.24)

где множество Xk и значения bjk, yji, j = 1, 2, i = k, k + 1, известны:

bjk = −Buk +D1wjk, yji = yi +D2wji−1.

Система неравенств (1.24) является частным случаем системы (1.9), и для ее решения могут
быть разработаны более эффективные методы построения информационного множества Xk+1 по
сравнению с более общим случаем динамической системы вида (1.1)–(1.3).

3. Случай
wk+1 ≈ wk, vk ≈ N(0, δ2v), yk = x1k + vk, xk = (xIk, x

II
k ) (1.25)

и установлено, что событие xi /∈ Ei, i = k, k + 1, невозможно, Ek —доверительный эллипсоид
фильтра Калмана. Выражения для оценки x̆k и доверительного эллипсоида фильтра Калмана
имеют вид (см. [33, 50, 55])

x̆k+1 = Ax̆k +Buk +Kk+1

[
yk+1 −G(Ax̆k +Buk)

]
, Kk+1 = Pk+1G

TR−1, k = 0, 1, 2, . . . , (1.26)

Ek+1 =
{
x : (x− x̆k+1)P

−1
k+1(x− x̆k+1) � l2

}
, (1.27)

где Pk+1—ковариационная матрица ошибок оценивания. Вероятность выполнения условия
xk+1 ∈ Ek+1 равна 0,989 при оптимальных оценках x̆k+1, для xk+1 ∈ R

2 и l = 3.
Введем множество X2k+1 = Conv{Ek∪Ek+1} (Conv{. . .}— выпуклая оболочка множества), для

которого xk+1 ∈ X2k+1, k = 0, 1, 2, . . ., будем называть, по аналогии с минимаксным фильтром
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(ММФ) информационным множеством фильтра Калмана. Это позволяет применить к динами-
ческой системе (1.1)–(1.3) оба фильтра. Для этого динамическую систему (1.1)–(1.3) представим
в виде

x1k+1 = A1
1x

1
k +A2

1x
2
k + Γ1wk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yk+1 = x1k+1 + vk+1,

x2k+1 = A2
1x

1
k +A2

2x
2
k + Γ2wk.

(1.28)

Тогда с учетом уравнения (1.28) для минимаксного фильтра получим

X
1
k+1 = X1

k+1/k ∩ (yk+1 − V ), k = 0, 1, 2, . . . ,

X1
k+1/k = A1

1X
1
k + Γ2W +A2

2x̆
2
k.

(1.29)

Реализация фильтра (1.29) проще из-за меньшей размерности вектора x1k. Кроме того, возможно
повышение точности оценок, если объединить оценки минимаксного фильтра и фильтра Калма-
на:

X1
k+1/k = X

1
k+1 ∩X1

2k+1, k = 0, 1, 2, . . . . (1.30)

Такое объединение можно сделать и для всего вектора xk+1, используя разный уровень интегра-
ции двух фильтров. Совместное применение двух фильтров целесообразно и тогда, когда только
по части координат вектора требуется гарантированная оценка в виде информационного множе-
ства. Тогда, представив xk = (x1k, x

2
k)
T , где x1k — вектор, для которого необходима гарантирован-

ная оценка, приходим к модели процесса вида (1.28) с уравнением измерения

yk+1 = G1x
1
k+1 + vk+1 + dk+1, k = 0, 1, 2, . . . ,

где dk+1 = G2x̆
2
k+1 известна.

Пример 1.1. Воспользуемся особенностями матриц A,G,D1,D2 модели (1.14), (1.15), которая
описывает линеаризованную модель динамики вертолета Bell201A-1 (см. [56]), для получения
гарантированной оценки вектора состояния xk. Соответствующие матрицы системы в уравнениях
(1.14), (1.15) имеют следующий вид:

A =

⎛

⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎜⎜
⎝

−0,005 0,004 0,326 −0,004 −0,402 −0,073 −9,81 0
−0,198 −0,567 0,357 −0,038 −0,215 0,568 0 0
0,004 −0,003 −0,295 0,007 0,227 0,015 0 0
0,013 −0,001 −0,407 −0,065 −0,409 0,267 0 9,81
0,013 −0,01 −0,815 −0,04 −0,821 0,144 0 0

−0,028 −0,023 0,106 0,071 −0,279 −0,74 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

⎞

⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎟⎟
⎠

,

DT
1 =

(
0,068; −1,115; 0,006; −0,017; −0,013; 0,14; 0; 0

)
,

DT
2 =

(
0; 0,1; 0; 0; 0; 0; 0,5; 0

)
.

Отличные от нуля элементы матрицы G равны c12 = c27 = c38 = c46 = c53 = c65 = 1. Векторы xk,
wk, yk имеют размерность 8, 1, 6 соответственно.
Для данной в модели динамики вертолета матрицы D2 найдем выражение для ошибки изме-

рения, например, из уравнения для первой компоненты y1k вектора измерений yk

wk = 10(yk − xk). (1.31)

Подставляя wk (1.31) в (1.14), получим для вертолета модель динамической системы (1.23), реали-
зация для которой алгоритм оценивания требует меньше вычислительных затрат и рассмотрена
в разделе 2.2.
Кроме того, данная модель динамики вертолета позволяет найти точное значение всех компо-

нент вектора состояния xk, а не оценки Xk с помощью алгоритма фильтрации. Действительно, из
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уравнения измерения (1.15) и матрицы D2 следует, что x2k = y1k, x8k = y2k, x6k = y4k, x5k = y6k.
Из модели процесса (1.14) для переменных xik, i = 2, 5, 6, составим систему уравнений

a21x1k + a24x4k + d21wk = z2k;

a51x1k + a54x4k + d51wk = z5k;

a61x1k + a64x4k + d61wk = z6k,

(1.32)

где
di1 = di − 0,05ai3, i = 2, 5, 6,

z2k = y1k+1 − a22y1k − a23y5k − a25y6k − a26y4k,

z5k = y6k+1 − a52y1k − a53y5k − a55y6k − a56y4k,

z6k = y4k+1 − a62y1k − a63y5k − a65y6k − a66y4k

вычисляются по априорным данным и измерениям yik+1, i = 1, 4, 6; yjk, j = 1, 4, 5, 6.
Система (1.32) при заданных значениях aij , d1i, i = 2, 5, 6; j = 1, 2, 3, 4, имеет единственное ре-

шение; таким образом, значения x1k, x4k, wk вычисляются на (k+1)-м шаге. Знание wk позволяет
непосредственно из уравнения измерения (1.15) найти x3k = y5k − 0,05wk, x7k = y2k − 0,1wk. Сле-
довательно, по уравнениям (1.14), (1.15) и измерениям yk+1 найдено значение вектора состояния
xk системы без использования уравнений фильтра (1.5).
Для управления представляет интерес множество прогнозов Xk+1/k (1.5). Так, например, для

первой и четвертой координат, которые измеряются без ошибок, для диаметров множеств полу-
чим

dXik+1/k = di1dW, dW = 2, dX1k+1/k = 0,136, dX4k+1/k = 0,34.

Для системы (1.14), (1.15) для первой и четвертой координат имеем соотношения для диаметров
множеств фильтров

dEx1 = 1,3 > dX1k+1/k = 0,136, dEx4 = 0,64 > dX4k+1/k = 0,34,

где dEx1 и dEx4—диаметры по первой и четвертой координатам фильтра (1.17), (1.18).
Иными словами, точность оценивания гарантирующего фильтра (1.17), (1.18) по 1-й и 4-й

координатам для рассмотренных исходных данных [56], хуже точности прогноза в алгоритме
(1.5).

1.3. Адаптация к помехам и возмущениям. Диаметр информационного множества Xk

зависит (см. [68]) от реализовавшихся измерений yi, i = 1, . . . , k, которые, в свою очередь, за-
висят от реализации неопределенных факторов — помех vi+1 и возмущений wi, i = 0, 1, . . . , k.
Множество Xi может стягиваться в точку xk = Xk для некоторого i = k, а может и не из-
меняться (X i ≈ X i+1), и в этом случае измерения yi, yi+1 являются неинформативными. Это
приводит к необходимости осуществлять адаптацию минимаксного фильтра путем нахождения
оценок для помех V̂ и возмущений Ŵ , например, из решения системы линейных неравенств (1.9)
и далее при i > N использовать в системе линейных неравенств (1.9). В качестве индикато-
ра того, что wi ∈ ŴN , vi+1 ∈ V̂N+1, i > N , можно взять невязку li = yi − GAx̂i−1 и условие
li ∈ QN = Conv{l1, . . . , lN}, i > N , где x̂i−1— оценка фильтра Калмана для системы (1.1), (1.2).
Найдем оценки возмущений wi, помех vi+1 непосредственно из соотношений (1.5) для случая,

когда матрицы Γ иH в (1.1), (1.2) — единичные. Тогда из соотношений (1.5) для найденной оценки
Xk+1 имеем

Xk+1 = yk+1 − V̂k+1 или V̂k+1 = yk+1 −Xk+1.

Аналогично из (1.5) из выражения для множества Xk+1/k для оценки Ŵk имеем

Xk+1 = AXk +Buk + ΓŴk, ΓŴk = Xk+1 \AXk −Buk,

где \— обозначение геометрической разности множеств. С учетом априорной информации о по-
мехах и возмущениях wk ∈W получим апостериорные оценки

V k = V̂k+1 ∩ V, ΓW k = ΓŴk ∩ ΓW. (1.33)
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Большие возможности для адаптации создаются при совместном использовании нескольких
параллельно работающих фильтров, построенных исходя из разных информационных доопреде-
лений неопределенных факторов модели процесса.

1.4. Минимаксный алгоритм фильтрации. Для оценки вектора состояния xk системы
(1.1)–(1.3) применим три фильтра (минимаксный фильтр, гарантирующий фильтр, фильтр Кал-
мана), для которых xk ∈ Xkj, j = 1, 2, 3, k = 0, 1, 2, . . ., где Xk1 = Xk —информационное множе-
ство минимаксного фильтра (1.5), Xk2 = Ek —инвариантный эллипсоид (1.15), Xk3 = ConvXk,
Xk = Ek−1 ∪ Ek, где Ek —доверительный эллипсоид фильтра Калмана (1.24). Рассматривается
случай, когда для любых двух смежных моментов времени k − 1, k хотя бы один раз xi ∈ Ej ,
i = k − 1, k.
Предлагается алгоритм минимаксной фильтрации, в котором осуществляется одновременное

применение трех параллельно работающих фильтров: минимаксного, гарантирующего и фильтра
Калмана, так что получаем множество

Xk =
⋂

j=1,2,3

Xkj, xk ∈ Xkj, j = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . , (1.34)

которое будем называть информационным множеством алгоритма минимаксной фильтрации, по
аналогии с информационным множеством Xk минимаксного фильтра, а также с множеством Xk3

фильтра Калмана. Множество прогнозов определяется как Xk+1/k = AXk+Buk+ΓW . Отметим,
что рассматриваются последовательности множеств в системе (1.1)–(1.3), для которых xk ∈ Xkj,
j = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . .. В качестве гарантирующего фильтра можно взять любой фильтр, исполь-
зующий эллипсоиды, зонотопы (см. [5, 11, 44, 48, 56, 57]), обеспечивающий повышение точности и
реализуемый при располагаемых вычислительных ресурсах.
Если чебышевский радиус множества Xk3, k = 1, 2, . . ., удовлетворяет заданным требованием

по точности оценивания вектора xk, то фильтр Калмана позволяет в этом случае получать га-
рантированные множественные оценки в виде множеств Xk3, k = 1, 2, . . ., и его можно применить
без привлечения минимаксного и гарантирующего фильтров. Кроме того, наряду с применением
в (1.34) трех фильтров, исходя из требований по точности, может оказаться достаточным ис-
пользование любых двух из трех фильтров. Если в составе двух фильтров будет применяться
минимаксный фильтр, то при удовлетворении требований по точности информационное множе-
ство Xk1 нужно положить равным либо множеству X[yk+1], либо множеству прогнозов Xk+1/k.
Для снижения вычислительных затрат необходимо исключить в алгоритме минимаксного

фильтра операции суммирования множеств. В тех случаях, когда для возмущений wk в дина-
мической системе (1.1)–(1.3) возможно построение математической модели (см. [28]), исключаем
операцию суммирования множеств, расширяя вектор состояния xk. К исключению операции сум-
мирования множеств приводит и неявное задание информационных множеств системой линейных
неравенств (1.8), (1.9).
Использование особенностей модели динамической системы (1.1)–(1.3) для представления в

виде (1.23), где нет операции примирования множеств. Так же в модели процесса (1.23) при мат-
рице Γ1 = 0 применение двух фильтров позволяет исключить операцию суммирования множеств.
Из (1.23) получим оценку для ошибок измерений

V̂k+1 = yk+1 −Xk+1,

для которой найдем аппроксимирующий сверху эллипсоид Ek ⊃ V̂k с матрицей R̂k, которую
можно рассматривать как оценку либо ковариационной матрицы ошибок измерений фильтра
Калмана, либо соответствующей матрицы гарантирующего фильтра.
Кроме того, если множество Xk (1.34) аппроксимировать сверху эллипсоидом с матрицей Pk, то

ее можно использовать для коррекции фильтра Калмана и гарантирующего фильтра, что будет
приводить к адаптации трех параллельно работающих фильтров: минимаксного, гарантирующего
и фильтра Калмана.

Пример 1.2 (см. [57]). Рассмотрим систему (1.1)–(1.3) с вектором состояния xk = (x1k, x2k)
T ,

управлением uk = 0,98, возмущениями wk = (w1k, w2k)
T , измерениями yk ∈ R

1, ошибками vk ∈ R
1
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Рис. 1.1. Динамика множеств Xk, Xk, оценок x̂k, измерения yk, траектория движения — пунктир-
ная линия, проходящая через точки xk, для начального участка траектории при k = 0, 1, 2, 3 на

фазовой плоскости.

и с матрицами вида

A =

(
1 0,1
0 1− b

)
, B = (0, 1)T , G = (0, 1), Γ = I x(единичная матрица),

которая описывает движение снаряда в вертикальной плоскости. В системе (1.1): x1k = sy(k),
x2k = vy(k)—проекции координаты и скорости снаряда на ось y, b = 10−4 —коэффициент со-
противления воздуха, [k, k + 1] = 0,1 c — интервал времени между измерениями. Возмущения
wk и ошибки измерения vk (м) распределены нормально с нулевым математическим ожиданием
и ковариационной матрицей Q = diag

{
σ2w1, σ

2
w2

}
, σ2w1 = 0,1 м2, σ2w2 = 0,1 м2/c2 и дисперсией

σ2v = 500 м2.
Сравним результаты расчета трех алгоритмов фильтрации: информационные множества Xk

(1.5), инвариантные эллипсоиды Ek (1.18) и доверительные эллипсоиды фильтра Калмана
(1.27) — и найдем оценку Xk (1.29) вектора состояния xk, воспользовавшись результатами расче-
та (см. [57]) для гарантирующего фильтра, фильтра Калмана с начальными значениями оценок
для ГА, фильтра Калмана x̆0 = x̂0 = 0, P0 = diag{σ2x1, σ2x2}, σ2x1 = 0,1 м2, σ2x2 = 105 м2/c2. Для
минимаксного фильтра, в соответствии с данными для фильтра Калмана, взяты множества (1.4)

X0 =
{
x0 : |xi0| � 3σxi, i = 1, 2

}
, W =

{
wk : |wki| � 3σwi, i = 1, 2

}
, V =

{
vk : |vki| � 3σv

}
.

Согласно [55, 64, 68] информационные множества Xk1, Xk строятся в виде многогранников
(рис. 1.1). Для этого Ek фильтра Калмана аппроксимируются сверху многогранником (рис. 1.2),
и поскольку xk ∈ Ek при k = 0, 1, 2, 3, 70, 71, 72, 73, то для упрощения построения множество Xk3

состоит из одного эллипса Ek.
Из результатов расчета (см. рис. 1.1, рис. 1.2) множеств Xk алгоритма минимаксной фильтра-

ции (1.32) для двух участков траектории следует, что множества Xk, k = 1, 71, 72, 73, форми-
ровались только двумя фильтрами, минимаксным и фильтром Калмана, для рассматриваемых
исходных данных. Поскольку размеры множеств Xk2 ГА и Xk3 фильтра Калмана значительно
больше, чем у информационного множества Xk1 = Xk минимаксного фильтра, и, учитывая их
расположение на фазовой плоскости, можно отметить, что множество X1 (рис. 1.1) образовано
лишь пересечением двух множеств X11 и X13 минимаксного фильтра и фильтра Калмана.
Для второго участка траектории (рис. 1.2) размеры множества Xk3 уменьшились, и оно пере-

секается со множеством Xk1 = Xk, что и приводит к повышению точности оценивания, так как
X1 = Xk1 ∩Xk3.
Отметим, что оценки Xk1 = Xk минимаксного фильтра, а значит, и оценки Xk алгоритма

минимаксного фильтра зависят от реализовавшихся возмущений и ошибок измерений, так же как
и от множеств X0,W , V . В данном примереX01 ⊃ Эл0 — весьма грубая оценка второй компоненты
x20 вектора xk (см. [57]). Более реалистические оценки второй компоненты x20 ∈ [500; 700] и
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Рис. 1.2. Динамика множества Xk, Xk, Xk3, оценок x̂k, измерения yk, траектория движения —
пунктирная линия, проходящая через точки xk для участка траектории при k = 70, 71, 72, 73 на

фазовой плоскости.

ошибок измерений V = {vk : |vk| � δv} приводят, как следует из расчетов (рис. 1.1), к уменьшению
размеров множества Xk, а значит, и к повышению точности оценивания. Так (рис. 1.1) возникает
дополнительное ограничение для k = 0, 1, x2k ∈ [500; 700]; k = 2, x12 � 120; k = 3, x13 ∈ [160; 200];
для k = 71, x171 � 3951 (рис. 1.2); k = 73, x173 � 4066. На рис. 1.2 вершины множеств V k, Xk3,
образующие множество Xk = Xk ∩Xk3, затенены.
Множество Xk2 ГА значительно больше множества Xk3 фильтра Калмана для k = 76, отноше-

ние больших осей эллипсов ГА и фильтра Калмана более 6, и поэтому отсутствует вXk алгоритме
минимаксной фильтрации в данном примере.

Пример 1.3. Рассмотрим вновь задачу оценивания вектора xk, описывающего движение сна-
ряда в вертикальной плоскости (см. [57, 65]):

xk+1 = Axk +Buk + Γwk, yk+1 = Gxk+1 +Buk + vk+1, (1.35)

где xk = (sy(k), vy(k))
T — вектор состояния, компоненты которого — проекции координаты и ско-

рости снаряда на вертикальную ось, uk = −gΔt, g = 9,8 м/с2 — ускорение свободного падения,
Δt = 0,1 с — интервал дискретизации. В уравнении (1.15) будем пренебрегать сопротивлением
воздуха, а матрицы имеют вид

A =

(
1 0,1
0 1

)
, B = (0, 1)T , G = (1, 0), Γ = I (единичная матрица).

Возмущения wk и ошибки измерения vk (м) распределены нормально с нулевым математиче-
ским ожиданием и ковариационной матрицей Q = diag{σ2w1, σ2w2}, σ2w1 = 0,1 м2, σ2w2 = 0,1 м2/c2
и дисперсией σ2v = 500 м2.
Найдем оценку Xk вектора состояния xk, воспользовавшись результатами расчета (см. [57])

для фильтра Калмана с начальными значениями оценок для фильтра Калмана x̆0 = x̂0 = 0,
P0 = diag{σ2x1, σ2x2}, σ2x1 = 0,1 м2, σ2x2 = 105 м2/c2. Для минимаксного фильтра, в соответствии с
данными для фильтра Калмана, взяты множества

X0 =
{
x0 : |x10| ∈ [0; 3], |x20| ∈ [500; 700]

}
, W =

{
w : |wki| � 1, i = 1, 2

}
, V =

{
v : |vk| � 67

}

и вектор x0 = (0; 600)T ∈ X0.
Обозначим через xk = (x1k, x

2
k)
T компоненты вектора xk ∈ R

2; тогда для оценок имеем

Xk+1 = X1
k+1/k ∩X[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

X1
k+1/k = X

1
k + 0,1x̂2k +W, X[yk+1] = yk+1 − V,

(1.36)
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где x̂2k — оценка фильтра Калмана. Оценки x̂
2
k для малых k могут оказаться грубыми, и поэтому

возможно, что x1k /∈ Xk+1/k. Для исключения такой ситуации, в данном примере для k � 2,
уравнение для множества прогнозов возьмем в виде

X1
k+1/k = X

1
k + 0,1X2

k+1/k +W 1, X2
k+1/k = X

2
k + uk−1 +W 2. (1.37)

В результате расчета для k = 1, 2 получим:

X
1
1 = X1

1/0 = [52; 74], X
1
2 = X1

2/1 = [101; 145].

Для k = 3 расчет проведем по уравнению (см. далее): X1
3 = X1

3/2 = [135; 181,3]. Если найти

V̂k = ye −X1
k , V̂ = UV̂k = [−21; 45], dV̂ = 66, dX

1
3 = 18,

то возьмем Ṽ = [−6; 22]; тогда X1
3 = [168; 186].

Для k = 4 получим:

X1
4 = [227; 242], x14 = 239, x̃14 = 241, V̂4 = 236 −X1

4 = [−6; 0] ⊂ V̂3 ⊂ Ṽ .

Для k = 5, . . . , 10 получены следующие результаты:

X
1
5 = [295; 303]; X

1
6 = [353; 363]; e6 < 0; X

1
7 = [413; 425], e7 > 0; X

1
8 = [477; 480],

знаки e5, e8 не определены. Сравнивая dX
1
k с расчетами (см. [65]0, получаем, например, для k = 3:

dX
1
3 = 18 против 40 в [65], следовательно, ошибки оценивания уменьшены более чем в два раза.

1.5. Алгоритмы оценивания при неполной информации. Адаптивные фильтры Кал-
мана с подстройкой матриц ковариаций возмущений и шумов измерений. При сов-
местном использовании нескольких алгоритмов фильтрации в условиях неполной информации
будем применять адаптивный алгоритм фильтра Калмана в линейной нестационарной системе с
неизвестными матрицами ковариаций возмущений и шумов измерений. Специфика прикладной
задачи может подсказать наиболее подходящую математическую модель процесса и возможности
информационного доопределения по ходу процесса оценивания для уменьшения неопределенно-
сти в информации, что и является основой либо для выбора алгоритма адаптации, либо для его
построения.
Возможными приложениями адаптивных фильтров (см. [8,10,40]) являются задачи навигации,

управления и слежения за движущимися объектами, движение которых описывается линейной
моделью (1.1)–(1.3):

xk+1 = Axk +Buk + Γwk, (1.38)
yk+1 = Gxk+1 +Hvk+1, k = 0, 1, 2, . . . , (1.39)
x0 ∈ X0, wk ∈W, vk ∈ V, (1.40)

где все обозначения имеют тот же смысл, что и в (1.1)–(1.3). Пусть вместо (1.3) заданы априорное
гауссовское распределение начального состояния x0 = Nx(0;P0) с матрицей ковариации P0 и по-
следовательность измерений y0 = (yk), k = 1, 2, . . .. Необходимо найти оценку вектора состояния
xT и характеристику точности этой оценки.
Последовательность y0 получена как результат реализации набора векторов ξ = Cov(wt, vt),

t = 1, 2, . . ., являющегося белым гауссовским шумом с нулевым средним и с матрицей ковариации

Q =

(
Qw Qwv
Qvw Qv

)
.

На коротком промежутке времени, например, по десяти последним измерениям y0 = (yt),M = 10,
оценка матрицы ковариаций Qn вычисляется по формуле

Qn = γQn−1 + (1− γ)
1

M

M∑

k=1

ξn,kξ
T
n,k,
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где (ξn,k), k = 1, 2, . . ., — оценки возмущений и шумов на этом n-м отрезке, γ = 0,2—параметр,
обеспечивающий невырожденность случайных матриц Qn (см. [3]).
Более общо, для отрезка n = 1, . . . , N вычисляется средний коэффициент усиления фильтра

Kn, оценки x̂t, t = 1, . . . ,M , и ошибки прогноза измерений ξk = yk −Cxk/k−1, а также эмпириче-
ские матрицы ковариаций ошибок оценивания и прогнозирования измерений:

Pn =
1

M

M∑

t=1

(xt − x̂t)(xt − x̂t)
T , Rn =

1

M

M∑

t=1

ξ2t .

1.6. Адаптивный фильтр Калмана. Как пример комплексирования алгоритмов в условиях
неполной информации, когда характеристики возмущений и ошибок измерений точно неизвестны
и могут быть аномально большие негауссовские ошибки, отметим алгоритм, в котором совместно
используется адаптивный фильтр Калмана и обобщенный метод наименьших модулей для модели
линейной нестационарной динамической системы (1.1), (1.2) (см. [40]). Для случая, когда wk,
vk — векторы нормально распределенных величин, Covwk = Qk, Cov vk+1 = Rk, в [40] приведена
оценка матриц Q и R осреднением на скользящем окне ширины N :

R̂k ∼=
1

N

k∑

j=i−N+1

vivj −GMiG
T , Q̂k ∼=

1

N

k∑

j=i−N+1

(
Kjvjv

T
j K

T
j +Mj −APj−1A

t
)
,

где
vj = yj −GAx̂j−1, Mj = APjiA

t + Q̂j−1, Pj =MjG
T (GMjG

T +Rj)
−1.

В нестационарной системе осреднения на скользящем окне можно использовать L-фильтр:

R̂k = (1− L)R̂k−1 + L
(
vkv

T
k −GMkG

T
)
,

Q̂k = (1− L)Q̂k−1 + L
(
Kkvkv

T
kK

T
k +Dk −APk−1A

T
)
,

где L < 1—настраиваемый коэффициент.
В [1] рассмотрен подход к задаче оценивания динамических систем, который не требует априор-

ной информации о неопределенных факторах как необходимой для применения фильтра Калма-
на или гарантированного подхода к оцениванию (см. [57,69]). Следовательно, при возникновении
подобной ситуации такой алгоритм, используемый совместно с минимаксным фильтром (1.5),
минимаксным алгоритмом фильтрации (см. [69]) может привести к повышению эффективности
фильтрации:

xk+1 = Fxk +Gqk + gk, zk = Hxk + rk, k = 0, 1, . . . ,K, (1.41)
где qk, rk —неизвестные векторы; остальные обозначения имеют тот же смысл, что и в (1.1),
(1.2), все матрицы известны и могут быть переменными. Имеется априорная информация x0 о
начальном состоянии системы x0 = x(0) + r(0).
Характерные значения возмущений (погрешностей в динамике) qk, ошибок (шумов) rk в изме-

рениях, в априорной информации известны и заданы положительными величинами Rj , Qj , Πj ,
соответственно:

rj(k) ∼= Rj, j = 1, . . . ,m, k = 0, 1, . . . ,K;

qj(k) ∼= Qj , j = 1, . . . , l, k = 0, 1, . . . ,K − 1;

rj(k) ∼= Πj , j = 1, . . . , n.

Кроме того, в редкие моменты времени ошибки измерений могут быть аномально большими,
превышающими Πj, Rj , Qj, а погрешности в динамике могут приводить к скачкообразным изме-
нениями компонент фазового вектора.
Предположений о вероятностных свойствах шумов не делается. Оценка векторов состояния

динамической системы решается как вариационная задача l1-аппроксимации:

L(x, q) =
∥
∥Π−1(x(0) − x0)

∥
∥
l1
+
K−1∑

k=0

‖Q−1qk‖l1 +
K∑

k=0

‖R−1(yk −Hxk)‖l1 → img(x,q) (1.42)
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при ограничениях
xk+1 − Fxk −Gqk − gk = 0, k = 0, 1, . . . ,K − 1.

Здесь введены обозначения

‖x‖l1 =

n∑

i=1

|xi|, (x, q) =
(
x0, x1, . . . , xk, q0, q1, . . . , qk−1

)
,

Π−1 = diag
{
Π−1

1 , . . . ,Π−1
n

}
, Q−1 = diag

{
Q−1

1 , . . . , Q−1
n

}
, R−1 = diag

{
R−1

1 , . . . , R−1
n

}
.

Ее решение опирается на квадратичную задачу сглаживания

J(x, q) =
∣∣Π−1(x(0)− x0)

∥∥
L2

+

(
K−1∑

k=0

‖Q−1qk‖2L2
+ ‖R−1(yk −Gxk)‖2L2

)1/2

→ min
(x,q)

и имеет вид

x̂i/N = x̂i − Ci
(
xi+1 − x̂i+1/N

)
, x̂N/N ∼= x̂N , ŵi/N = wi −Bi

(
xi+1 − x̂i+1/N

)
,

Pi/N = Pi − PiA
TΛiAPi, Qi/N = Q−QΓTΛiΓQ, Ci = PiAM

−1
i+1, Bi = QΓM−1

i+1,

где xi, x̂i —прогноз и оценка вектора состояния xi алгоритма, уравнения которого совпадают
с уравнениями фильтра Калмана для системы (1.41), с матрицами P0 = Π, Q и R из крите-
рия (1.35); x̂i/N , ŵi/N — сглаженные оценки, Pi/N , Qi/N —матрицы, аналогичные соответствую-
щим ковариационным матрицам фильтра Калмана.

1.7. Гарантированный аналог фильтра Калмана. Приведем основные результаты
(см. [71]) по эллипсоидальному гарантированному оцениванию для линейной динамической си-
стемы:

ẋ = Ax+Bw, y = Gx+ v, w ∈ E(0,W (t)), v ∈ E(0, V (t)), t ∈ [0, T ], (1.43)

где смысл обозначений тот же, что и в [57, 60], система (1.43) может быть и не стационарной,
E(x, θ)— эллипсоид с центром в заданном векторе x и симметрической положительно определен-
ной матрицей θ, т.е.

E(κ, θ) =
{
l ∈ R

1 : θ−1(l − κ, l − κ) � 1
}
.

Матрицы W (t), V (t) известны.
В [71] построен фильтр в форме нестационарной линейной системы

ρ̇ = F (t)ρ+K(t)y, ρ ∈ R
n, ρ(0) = x(0), (1.44)

где вектор ρ(t)—искомая оценка вектора x(t), а F (t), K(t)—некоторые неизвестные матрицы.
Под x(0) понимается центр эллипсоида при t = 0. Для вектора e(t) = x(t)− ρ(t) ошибок фильтра
также введен эллипсоид

e(t) ∈ E(f(t),Σ(t)), Σ(0) = Σ0.

Матрицы F (t),K(t) фильтра (1.35) находятся в результате решения экстремальной задачи

J = Tr(L(T )Σ(t)) → min

при условиях f(t) ≡ 0, (1.1)–(1.3), и уравнения фильтра (1.35) могут быть получены в виде

ρ̇ = Aρ+ΣHTV −1(y −Gρ), ρ(0) = x(0),

Σ̇ = AΣ+ ΣA− ΣHTV −1HΣ+BWBT , Σ(0) = Σ0,
(1.45)

которые совпадают с уравнениями фильтра Калмана для стохастической системы, если вместо
матриц V иW эллипсоидов подставить ковариационные матрицы соответствующих белых шумов.
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Повторная фильтрация. Если оценку ρ(t) рассматривать как новое наблюдение (измерение),
то в [72] поставлена снова задача фильтрации в динамической системе с новыми наблюдениями:

ẋ = Ax+Bw, ρ = x− e. (1.46)

Обозначая x1 новую оценку вектора x для ошибки, получим:

e = x− x1, e ∈ E(0,D(t)), D(0) = Σ,

ẋ1 = Asx
1 +DΣ−1

y (ρ− x1), x1(0) = ρ(0),

Ḋ = AsD +DATs −DΣ−1
s D +BWsB

T , D(0) = Σ0,

As(t) = A+
1

2qs(t)
In, Ws(t) = qs(t)(1 + Ls(t)

−1)W (t),

Σs(t) = qs(t)(1 + Ls(t))Σ(t),

(1.47)

где Ls(t) � 0 и qs(t) � 0 при t � 0—произвольные скалярные функции, In — единичная матрица
порядка n.
В [72] отмечается, что, построив оценку x1 с помощью фильтра (1.47), ее можно взять за новое

наблюдение и использовать ее аналогично для построения следующей эллипсоидальной оценки.
Сравнивая интервальное и эллипсоидальной оценивание в [35] показана целесообразность двух-
этапной процедуры построения эллипсоидальных систем, когда на первом этапе определяются
интервальные оценки минимального объема с дальнейшей аппроксимацией, а на втором этапе —
эллипсоид минимального объема.

1.8. Интервальные наблюдатели. При построении наблюдателей актуальной является про-
блема (см. [15,16,19,32,57]) неопределенности в модели процесса (неизвестные параметры модели,
начального состояния или/и внешних возмущений и шумов измерения), что в значительной сте-
пени решается использованием интервальных наблюдателей (ИН), которые определяют оценку
множества допустимых значений всего вектора состояния (информационного множества), как и
оценку только для заданной линейной функции вектора состояния или для части его координат.
Соответствующий ИН может оказаться проще наблюдателя полной размерности и расширится

класс систем, для которых он может быть построен.
Отметим, что ИН, как и минимаксный фильтр в гарантированном подходе, дает интервальную

оценку вектора состояния и оценку ошибки оценивания в детерминированных системах, подобно
фильтру Калмана в стохастических системах.

Пример 1.4 (см. [16]). Рассмотрим пример нагруженного электропривода, управляющего од-
ной степенью подвижности многозвенного манипулятора, описанную уравнениями

ẋ = F (t)x+G(t)u+ Lρ, y = Hx+ v, (1.48)

x ∈ R
3, ρ ∈ R

1, где x1 —угол поворота выходного вала редуктора, x2 — скорость вращения ротора,
x3 — ток якоря. Матрицы в (1.48) имеют вид

F (t) =

⎛

⎝
0 α1 0
0 α2 α3

0 α4 α5

⎞

⎠ , G(t) =

⎛

⎝
0
0
y

⎞

⎠ , HT =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ , L ≡ 0.

Переходя в (1.48) к дискретному времени, получим:

Ak =

⎛

⎝
1 rα1 0
0 1− rα2 rα3

0 rα4 1 + rα5

⎞

⎠ , B = rG(t), G = rH,
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где (см. [16])

xk+1 = Akxk +Bkuk, yk = x3k, k = 0, 1, 2, . . . ,

r = 0,5, α1 =
1

ir
= 10−2, α2 =

kbh
∗(kr)

J +H(kr)
= 27,5,

α3 =
km

J
+H∗(t) = 2 · 102, α4 =

km

Im
= −80, α5 = −Rm

Lm
= −103,

g =
ky

Lm
= 2 · 10−5, b = 5 · 10−2 · 2 · 105 = 1 · 104.

(1.49)

При расчете принимались следующие значения параметров манипулятора и электропривода:
ir = 100, Rm = 0,50 м, Lm = 5 ·10−4 Гн; ky = 100, km = 0,04 Н·м/А, J = 10−4 кг·м2, kB = 0,04 В·с,
H∗(t) = h∗(t) = 10−4 —известные компоненты, характеризующие, соответственно, степени по-
движности манипулятора и кориолисовых и скоростных сил. В [16] синтезирован интервальный
наблюдатель оценивания переменной z = x2, т.е. N = (0; 1; 0), z = Nx.
Пусть неопределенность X0 начального состояния x0 задана в виде X0 = X1

0xX
2
0xX30, где

X1
0 = [0; 0,1], X2

0 = [0; 0,1]— только по первой и второй компоненте вектора X0 ∈ R
3. Тогда при

k = 1 и получении y1 = x31 из уравнений для компонент системы (1.49) находим:

x20 =
1

4

(
−y1 + x30 + 104u0

)
, x21 = 2,37x20 + 10x30,

и неопределенность остается только в первой компоненте X11/0 = X1
0 +5 ·10−4x20, обусловленная

неопределенностью начального состояния X1
0 первой компоненты. Ситуация с неопределенностью

сохраняется и при k = 2, 3, . . .. Компонента x2k, начиная с k = 1, 2, . . ., оценивается точно.

Пример 1.5 (см. [19]). Рассмотрим модель нагруженного электропривода, отличающуюся от
модели примера 1.4 учетом нелинейности сухого трения и матрицей H:

ẋ = F (t)x+G(t)u +C(t)Ψ(x, u), y = Hx, (1.50)

где

C =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , H =

(
1 0 0
0 0 1

)
,

Ψ(x, u) = −γ1(t)− γ2(t) sign{x2(t)}, γ1 =
MB(t)

J +H∗(t)
, γ2 =

MTP (t)

J +H∗(t)
.

ЗдесьMB(t)—известное переменное моментное воздействие, учитывающее гравитационные силы
и эффекты взаимовлияний между всеми степенями подвижности манипулятора в процессе его
движения, MTP — величина номинального момента сухого трения, J —момент инерции ротора
электродвигателя и вращающихся частей редуктора, приведенный в этому ротору.
В [19] построен скользящий наблюдатель для идентификации появления неучтенного момент-

ного воздействия M̃ (t):
M̃ (t) = −k̂B(t)x2(t)− M̂TP (t) sign{x2(t)}, (1.51)

где
k̂B(t) = 0,5kB , M̂TP (t) = 0,5MTP .

Появление дефекта моделировалось изменением kB иMTP на 50% при t = 3 с. У синтезированного
наблюдателя максимальная ошибка не превышала 35% от величины M(t).
Применяем алгоритм гарантированного оценивания (1.5). При k = 0 из (1.49) известны x10,

x30. При k = 1 известны x10, x31. Из уравнения (1.49) модели находим x20, что позволяет из
уравнения для x2k+1 вычислить x21. Таким образом, при k = 1, зная y0, y1, получим точное
значение вектора состояния x0, x1 и т. д. Тогда, согласно [49], можно получить точное значение
Mkτ , т.е. решить задачу идентификации без ошибок.
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1.9. Адаптивный минимаксный алгоритм фильтрации. Будем рассматривать минимакс-
ный фильтр (см. [69]) как основной базовый фильтр для построения адаптивного алгоритма
оценивания, состоящего из совокупности фильтров с организованной на нескольких этапах об-
работкой. Среди фильтров, вошедших в состав минимаксного алгоритма фильтрации (МАФ),
основным является минимаксный фильтр, реализующий следующие множественно-множествен-
ные отображения:

xk+1 ∈ Xk+1, Xk+1/k ∩Xk[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

Xk+1/k = AXk +Buk + ΓW, X[yk+1] = b
{
x ∈ R

n : Gx+Hv = yk+1 ∀v ∈ V
}
,

(1.52)

гдеXk+1,Xk+1/k,X[yk+1]—множества, соответственно, информационное, прогнозов и совместное
с измерениями.
Для случая, когда множества X0, W , V —многогранники, а матрицы A, B зависят от пара-

метра L, решение задачи одновременного определения оценок векторов состояния и параметров
для линейной нестационарной системы (1.1)–(1.3) приведено в виде операций над множествами
(см. [33]), когда задана априорная гарантированная оценка скорости изменения параметров во
времени:

‖Δρk = ρk+1 − ρk‖∞ � γ,

где ρk — вектор параметров системы, γ — заданная константа, относительно которой не принима-
ется предположение о ее малости;

‖ . . . ‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|

—норма, xi — i-я компонента вектора x.
Отметим важное свойство минимаксного фильтра при использовании многогранников: зависи-

мость размеров информационного множества от реализации, возмущений и помех. Если множе-
ства неопределенных факторов являются грубыми оценками для реализующихся в ходе процесса,
то и информационные множества будут грубыми оценками (см. [6,14]), вплоть до того, что разме-
ры информационного множества не будут зависеть от текущих измерений. Пессимизм, грубость
оценок — известный недостаток гарантированного подхода.
Если множества неопределенных факторов заданы без загрубления и возмущения, и помехи

принимают значения вблизи границ и на границах множеств, информационные множества значи-
тельно уменьшаются при поступлении очередного измерения и даже могут стягиваться в точку —
т.е. состоят из одной точки, вектора состояния системы (см. [67–69]). Это делает актуальной зада-
чу построения адаптивного фильтра к реализации неопределенных факторов, к которым будем
относить и случай неизвестных параметров объекта управления.
Необходимость адаптации возникает и при использовании фильтра Калмана. Так, в задачах со-

провождении (высокодинамических) аэробаллистических объектов одним из существенных упро-
щений, закладываемых в фильтр Калмана, является предположение о линейном характере урав-
нений движения и наблюдения (см. [58]) и нормальное распределение неопределенных факторов,
что на практике часто не подтверждается. В [58] для этого случая предлагается использовать
ансамблевый фильтр Калмана, который использует множество ансамблей параметров. По сути
неопределенность приводит к необходимости использовать банк фильтров (см. [37]).
Как уже отмечалось, равенство dXk = 0 означает, что информационное множество «стянулось»

в точку xk = Xk, несмотря на возмущение wk−1 и ошибки измерения vk, если они принимают
значения на границе множеств W и V . Следовательно, в алгоритме фильтрации по ходу процесса
должно реализовываться такое уменьшение dWk−1 и dVk−1, чтобы dXk = dXk+1. Для этого в
минимаксном алгоритме фильтрации проведем следующие изменения.
Введем этап первичной обработки (см. [9]), на котором можно было бы получить апостериор-

ные оценки для Wk, Vk+1. Тогда на следующем этапе вторичной обработки полученные оценки
возмущений и ошибок будут использованы в алгоритмах вторичной обработки в виде нескольких
параллельно работающих фильтров (банк фильтров), где каждый из фильтров может быть по-
строен, исходя из разных информационных доопределений модели процесса, так как это сделано
в МАФ (см. [69]).
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Далее, на этапе третичной обработки, имея информационные множества X ik от каждого из
i-х фильтров этапа вторичной обработки из условия, что xk ∈ X ik для всех фильтров, на выходе
алгоритма (третичной) обработки получим:

xk ∈ Xk =
⋂

i=1,...,l

Xik, x̂k ∈ Xk,

где x̂k — точечная оценка, в качестве которой может быть взят чебышевский центр множества Xk.
Знание Xk позволяет согласно (1.28) (см. [69]) найти оценки Ŵk+1, V̂k для фильтров первичной
и вторичной обработки, что придает свойство адаптивности алгоритму фильтрации.

Первичная обработка. В качестве фильтров на этапе первичной обработки предлагается ис-
пользовать фильтр (см. [1]), адаптивный фильтр (см. [28]), полиноминальный или циклический
фильтр Калмана (см. [17,28]) и минимаксный фильтр (1.5). Полиноминальный фильтр Калмана
является адаптивным, и его рекомендуется применять в критических режимах работы динами-
ческих систем (см. [28]), характерным для которого является неопределенность, в том числе,
математической модели объекта управления.
Рассмотрим построение алгоритма первичной обработки из параллельно работающих поли-

номинального фильтра Калмана первого порядка (см. [17]) и минимаксного фильтра (1.5) для
многочлена первой степени, для которого справедлива модель

xk+1 = Axk + wk, yk = Gxk + vk,

где xk ∼= (xk, ẋk)
T — вектор состояния, составленный из значения функции x(t) и ее первой про-

изводной ẋ = dx/dt в точке t = k, возмущения wk, ошибки vk — случайные некоррелированные
последовательности с нулевыми средними и известной ковариационной матрицей Q и дисперсией
δ2; матрицы A и G равны

A =

(
1 1
0 1

)
, G =

(
1 0

)
.

Уравнения полиноминального фильтра Калмана имеют вид

x̂k = Ax̂k +Kk(yk+1 −GAx̂k), k = 0, 1, 2, . . . .

Для уравнений минимаксного фильтра имеем:

Xk+1 = Xk+1/k ∩Xk[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

Xk+1/k = AXk +W, X[yk+1] = yk+1 − V,

где wk ∈ W , vk ∈ V , x0 ∈ X0; W , V , X0 заданы (см. [69]). Выходом алгоритма первичной
обработки являются:

Xk = Xk ∩X2k, X2k = Ek ∪ Ek−1, k = 0, 1, 2 . . . ,

и тогда находим оценку для множества ошибок измерений:

V̆k = yk −Xk, V̆k = Vk ∩ V,
и прогноз для (k + 1)-го шага множества ошибок таков:

V̆k+1/k = V̆k + yk+1 − yk,

который используем в уравнении минимаксного фильтра. Эффективность первичной обработки
повышается, если ввести следующие ограничения (калибровку) на величину измерения yk+1 и,
тем самым, на ошибки измерения:

zk =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ak ∀yk+1 < ak,

yk+1 ∀yk+1 ∈ [ak, bk],

bk ∀yk+1 > bk,

(1.53)

где ak < bk — это наименьшее и наибольшее значение первых координат угловых точек инфор-
мационного множества Xk. Откалиброванные измерения zk необходимо подставлять в уравнения
фильтров вместо yk+1.
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На этапах вторичной и третичной обработки используем алгоритм МАФ, состоящий из трех
фильтров: минимаксного (1.10), гарантирующего (см. [57,69]) и Калмана. Поскольку необходимо
найти гарантированные оценки, то состав фильтров в части второго и третьего может меняться
в зависимости от специфики задачи оценивания.
Для повышения точности оценивания в канале с фильтром Калмана можно применить повтор-

ную (см. [72]) фильтрацию (1.9), переходя к дискретному времени, а для снижения вычислитель-
ных затрат в канале с минимаксным фильтром применять математическую модель процесса в
виде (см. [69])

x1k+1 = A1
1x

1
k +A2

1x̂
2
k + Γ1wk, yk+1 = x1k+1 + vk+1, k = 0, 1, 2, . . . ,

x2k+1 = A1
2x

1
k +A2

2x
2
k + Γ2wk,

и с уравнениями минимаксного фильтра в виде

X
1
k+1 = X1

k+1/k ∩ (yk+1 − V ), X1
k+1/k = A1

1X
1
k + Γ2W +A1

1x̂
2
k, k = 0, 1, 2, . . . .

В ситуации, когда dXk � d3— заданное значение диаметра, определяющее требуемую точ-
ность оценивания, совместное использование минимаксного фильтра и фильтра Калмана может
повысить точность оценивания. Поскольку xk ∈ Xk, то очевидно требование для оценок фильтра
Калмана: x̂k ∈ Xk. В этих целях либо на этапе первичной обработки, либо на данном этапе, ис-
пользуя zk (1.53) вместо yk в уравнениях фильтров, получим, что из x̂k ∈ Xk, zk+1 ∈ Xk следует
x̂k ∈ Xk+1.
Поскольку dXk+1,3 < dXk,3, то и dXk+1 < dXk, а так как xk ∈ Xk, x̂k ∈ Xk, k = 0, 1, 2, . . ., то

обеспечивается сходимость x̂k+1 к xk+1 при k → +∞.
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