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ОПТИМАЛЬНОЕ ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ КОЛЕБАНИЯМИ

СТРУНЫ С ЗАДАННЫМИ ПРОМЕЖУТОЧНЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ

СКОРОСТЕЙ ПРИ МИНИМИЗАЦИИ ГРАНИЧНОЙ ЭНЕРГИИ

c© 2025 г. В. Р. БАРСЕГЯН, С. В. СОЛОДУША, Е. В. МАРКОВА

Аннотация. Для уравнения колебания струны с заданными начальными и конечными условия-
ми рассматриваются задачи оптимального граничного управления с заданными промежуточными
условиями на значения скоростей с критериями качеств интегралов граничных энергий. Управ-
ление осуществляется смещениями концов струны. Интегралы граничных энергий рассматрива-
ются на всем промежутке времени. Предложен конструктивный подход построения оптимальных
граничных управлений колебаниями струны, использующий методы разделения переменных и
проблем моментов. Проведен вычислительный эксперимент и сделан анализ полученных резуль-
татов.

Ключевые слова: граничное управление, оптимальное управление колебаниями, промежуточ-
ные условия, интеграл граничной энергии, разделение переменных.

OPTIMAL BOUNDARY CONTROL OF OSCILLATIONS

OF A STRING WITH GIVEN INTERMEDIATE VALUES

OF THE SPEED FOR MINIMIZING BOUNDARY ENERGY

c© 2025 V. R. BARSEGHYAN, S. V. SOLODUSHA, E. V. MARKOVA

Abstract. For the equation of oscillation of a string with given initial and terminal conditions, we
consider optimal boundary control problems with given intermediate conditions on the values of the
speed with criteria for the qualities of the integrals of the boundary energies. The control is perform
by displacements of ends of the string. Boundary energy integrals are considered over the entire time
interval. We propose a constructive approach to constructing optimal boundary controls for oscillations
based on the methods of separation of variables and moment problems. A computational experiment
was carried out and the results obtained were analysed.

Keywords and phrases: boundary control, optimal vibration control, intermediate conditions,
boundary energy integral, separation of variables.

AMS Subject Classification: 93C95, 70Q05

1. Введение. Задачи оптимального управления колебательными процессами как распреде-
ленными, так и граничными воздействиями исследованы, в частности, в [1, 5, 6, 9, 17]. В рабо-
тах [2–4,7,10–16] рассмотрены задачи для динамических (как с распределенными, так и с сосре-
доточенными параметрами) процессов, в которых наряду с классическими краевыми (начальным
и конечным) условиями заданы также многоточечные промежуточные (как разделенные, так и

Исследование С. В. Солодуши и Е. В. Марковой выполнено в рамках государственного задания Министерства
науки и высшего образования Российской Федерации (проект FWEU-2021-0006, №AAAA-A21-121012090034-3).
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неразделенные) условия. Задачи оптимального граничного управления колебательными процес-
сами с многоточечными промежуточными условиями и функционалом интеграла от квадратов
граничных смещений исследованы, в частности, в [2, 3, 15, 16].
В настоящей работе рассматриваются задачи оптимального управления колебаниями струны с

заданными начальными, конечными условиями и промежуточными значениями скоростей точек
струны с критериями качеств интегралов граничных энергий, заданными на весь промежуток
времени. Предложен конструктивный подход построения для каждой задачи, функции опти-
мального граничного управления, с использованием метода разделения переменных и проблем
моментов, который допускает распространение на другие неодномерные колебательные систе-
мы. Благодаря конструктивности проведены численные расчеты и сделан анализ полученных
результатов.

2. Постановка задачи. Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые по-
перечные колебания натянутой струны), т.е. отклонение от состояния равновесия, описывается
функцией Q(x, t), 0 � x � l, 0 � t � T , которая подчиняется волновому уравнению

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
, 0 < x < l, t > 0, (1)

с начальными и конечными условиями

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x), 0 � x � l, (2)

Q(x, T ) = ϕT (x),
∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x), 0 � x � l, (3)

и граничными условиями:
(a) при смещении левого конца при закрепленном правом конце

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = 0, 0 � t � T, (4)

(b) или при смещении обоих концов

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, (5)

где функции μ(t) и ν(t)— граничные управления, a2 = T0/ρ, где T0 —натяжение, а ρ—плотность
струны.
Пусть в промежуточные моменты времени tk (k = 1, . . . ,m), 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = T ,

∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x), 0 � x � l, j = 1, . . . ,m. (6)

Минимизируемые интегралы граничной энергии имеют следующий вид:
(a) при смещении левого конца при закрепленном правом конце

T∫

0

[μ̇(t)]2 dt, (7)

(b) или при смещении обоих концов

T∫

0

{

[μ̇(t)]2 + [ν̇(t)]2
}

dt. (8)

Предположим, что выполнены условия Q(x, t) ∈ C2(Ω), где Ω =
{

(x, t), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ]
}

,
ϕ0(x), ϕT (x) ∈ C2[0, l], ψj(x) ∈ C1[0, l], j = 0, 1, . . . ,m+1. Предполагается также, что все функции
удовлетворяют следующим условиям согласования:
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(a) для задач со смещением левого конца при закрепленном правом конце:
μ(0) = ϕ0(0), μ̇(0) = ψ0(0), ϕ0(l) = ψ0(l) = 0,

μ̇(tj) = ψj(0), j = 1, . . . ,m,

μ(T ) = ϕT (0), μ̇(T ) = ψT (0), ϕT (l) = ψT (l) = 0;

(9)

(b) для задач со смещением обоих концов:
μ(0) = ϕ0(0), μ̇(0) = ψ0(0), ν(0) = ϕ0(l), ν̇(0) = ψ0(l),

μ̇(tj) = ψj(0), ν̇(tj) = ψj(l), j = 1, . . . ,m,

μ(T ) = ϕT (0), μ̇(T ) = ψT (0), ν(T ) = ϕT (l), ν̇(T ) = ψT (l).

(10)

Сформулируем следующие задачи оптимального граничного управления колебаниями струны.

Задача 1 (смещение левого конца при закрепленном правом конце). Требуется найти опти-
мальное граничное управление μ0(t), 0 � t � T , под воздействием которого колебательное дви-
жение системы (1) из заданного начального состояния (2) переходит в конечное состояние (3),
обеспечивая выполнение промежуточных условий (6) и минимизируя функционал (7).

Задача 2 (смещение двух концов). Требуется найти оптимальные граничные управления
μ0(t) и ν0(t), 0 � t � T , под воздействием которых колебательное движение системы (1) из
заданного начального состояния (2) переходит в конечное состояние (3), обеспечивая выполнение
промежуточных условий (6) и минимизируя функционал (8).

3. Сведение исходных задач к задачам с нулевыми граничными условиями. Постав-
ленные задачи, описываемые однородным уравнением (1) с неоднородными (ненулевыми) гранич-
ными условиями ((4) или (5)), сводятся к задачам оптимального управления с распределенными
воздействиями (описываемым неоднородным уравнением) с нулевыми граничными условиями.
Подробности указанного сведения с выкладками здесь не приводим, так как они приведены,
в частности, в [4, 11]. Для корректного изложения дальнейших построений решения напомним
используемые формулы.

3.1. Сведение неоднородных граничных условий к нулевым граничным условиям. Решение урав-
нения (1) ищем в виде

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t), (11)
где V (x, t)—неизвестная функция с граничными условиями

V (0, t) = V (l, t) = 0. (12)

При граничных условиях (4) (т.е. Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = 0) имеем

W (0, t) = μ(t), W (l, t) = 0. (13)

При граничных условиях (5) (т.е. Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t)) имеем

W (0, t) = μ(t), W (l, t) = ν(t). (14)

Функция W (x, t) для граничных условий (13) и (14), соответственно, представляется в виде

W (x, t) =
(

1− x

l

)

μ(t), (15)

W (x, t) =
(

ν(t)− μ(t)
)x

l
+ μ(t). (16)

Для определения функции V (x, t) получим следующее неоднородное уравнение:

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (17)

где для задачи со смещением левого конца при закрепленном правом конце с функцией W (x, t)
вида (15)

F (x, t) =
(x

l
− 1
)

μ̈(t), (18)
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а для задачи со смещением двух концов с функцией W (x, t) вида (16)

F (x, t) =
(

μ̈(t)− ν̈(t)
)x

l
− μ̈(t). (19)

3.2. Сведение начальных, промежуточных и конечных условий к соответствующим условиям
для неоднородного уравнения. Учитывая выражения (15), (16) для функции W (x, t) и условия
согласования (9), (10), из начальных (2), промежуточных (6) и конечных условий (3) получим
соответствующие условия для функции V (x, t).
Для задачи оптимального граничного управления колебаниями струны со смещением левого

конца при закрепленном правом конце, т.е. для функции V (x, t), получим следующие начальные
условия:

V (x, 0) = ϕ0(x) +
(x

l
− 1
)

ϕ0(0),
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x) +
(x

l
− 1
)

ψ0(0), (20)

промежуточные условия
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x) +
(x

l
− 1
)

ψj(0), j = 1, . . . ,m, (21)

конечные условия

V (x, t) = ϕT (x) +
(x

l
− 1
)

ϕT (0),
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x) +
(x

l
− 1
)

ψT (0). (22)

Для задачи оптимального граничного управления колебаниями струны со смещением двух кон-
цов, т.е. для функции V (x, t), получим следующие начальные условия:

V (x, 0) = ϕ0(x)−
(

ϕ0(l)− ϕ0(0)
)x

l
− ϕ0(0),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x)−
(

ψ0(l)− ψ0(0)
)x

l
− ψ0(0),

(23)

промежуточные условия
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x)−
(

ψj(l)− ψj(0)
)x

l
− ψj(0), j = 1, . . . ,m, (24)

конечные условия
V (x, T ) = ϕT (x)−

(

ϕT (l)− ϕT (0)
)x

l
− ϕT (0),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x)−
(

ψT (l)− ψT (0)
)x

l
− ψT (0).

(25)

4. Применение метода разделения переменных и сведение решения задач к пробле-
ме моментов. Решение уравнения (17) ищем в виде

V (x, t) =

∞∑

k=1

Vk(t) sin
πk

l
x. (26)

Представим функции F (x, t), ϕ0(x), ϕT (x) и ψj(x) в виде рядов Фурье и, подставив их значения
вместе с V (x, t) в уравнения (17)–(19) и в условия (20)–(25), получим:

V̈
(s)
k (t) + λ2kV

(s)
k (t) = F

(s)
k (t), λ2k =

(
aπk

l

)2

, s = 1, 2, k = 1, 2, . . . , (27)

F
(1)
k (t) = − 2a

λkl
μ̈(t), (28)

F
(2)
k (t) =

2a

λkl

[

ν̈(t)(−1)k − μ̈(t)
]

. (29)

Здесь и далее значение буквы «s» в верхнем индексе характеризует при s = 1 задачу 1 и при
s = 2 задачу 2.
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Для задач со смещением левого конца при закрепленном правом конце начальные, промежу-
точные и конечные условия представляются в виде

V
(1)
k (0) = ϕ

(0)
k − 2a

λkl
ϕ0(0), V̇

(1)
k (0) = ψ

(0)
k − 2a

λkl
ψ0(0), (30)

V̇
(1)
k (tj) = ψ

(j)
k − 2a

λkl
ψj(0), j = 1, . . . ,m, (31)

V
(1)
k (T ) = ϕ

(T )
k − 2a

λkl
ϕT (0), V̇

(1)
k (T ) = ψ

(T )
k − 2a

λkl
ψT (0). (32)

Для задач со смещением двух концов начальные, промежуточные и конечные условия представ-
ляются в виде

V
(2)
k (0) = ϕ

(0)
k − 2a

λkl

[

ϕ0(0) − ϕ0(l)(−1)k
]

, V̇
(2)
k (0) = ψ

(0)
k − 2a

λkl

[

ψ0(0)− ψ0(l)(−1)k
]

, (33)

V̇
(2)
k (tj) = ψ

(j)
k − 2a

λkl

[

ψj(0)− ψj(l)(−1)k
]

, j = 1, . . . , m, (34)

V
(2)
k (T ) = ϕ

(T )
k − 2a

λkl

[

ϕT (0)− ϕT (l)(−1)k
]

, V̇
(2)
k (T ) = ψ

(T )
k − 2a

λkl

[

ψT (0)− ψT (l)(−1)k
]

. (35)

Через F (s)
k (t), V (s)

k (t), ϕ(0)
k , ϕ

(T )
k и ψ(j)

k , s = 1, 2, обозначены коэффициенты Фурье, соответствую-
щие функциям F (x, t), V (x, t), ϕ0(x), ϕT (x) и ψj(x).
Общее решение уравнения (27) и ее производная имеют вид

V
(s)
k (t) = V

(s)
k (0) cos λkt+

1

λk
V̇

(s)
k (0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

F
(s)
k (τ) sin λk(t− τ)dτ,

V̇
(s)
k (t) = −λkV (s)

k (0) sin λkt+ V̇
(s)
k (0) cos λkt+

t∫

0

F
(s)
k (τ) cos λk(t− τ)dτ, s = 1, 2.

(36)

Учитывая начальные, промежуточные и конечные условия, из (36) получим, что функции Fk(τ)
для каждого k должны удовлетворять следующим интегральным соотношениям:

T∫

0

F
(s)
k (τ) sinλk(T − τ)dτ = C̃

(s)
1k (T ),

T∫

0

F
(s)
k (τ) cos λk(T − τ)dτ = C̃

(s)
2k (T ),

tj∫

0

F
(s)
k (τ) cos λk(tj − τ) dτ = C̃

(s)
2k (tj), j = 1, . . . ,m, s = 1, 2,

(37)

где

C̃
(s)
1k (T ) = λkV

(s)
k (T )− λkV

(s)
k (0) cos λkT − V̇

(s)
k (0) sin λkT,

C̃
(s)
2k (T ) = V̇

(s)
k (T ) + λkV

(s)
k (0) sin λkT − V̇

(s)
k (0) cos λkT,

C̃
(s)
2k (tj) = V̇

(s)
k (tj) + λkV

(s)
k (0) sin λktj − V̇

(s)
k (0) cos λktj,

(38)

j = 1, . . . ,m. Для задачи со смещением левого конца при закрепленном правом конце, подставляя
выражение функции F (1)

k (t) из (28) в соотношения (37) и интегрируя по частям с учетом условий
согласования, получим, что функции μ̇(t) для каждого k должны удовлетворять следующим
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интегральным соотношениям:

T∫

0

μ̇(τ) cos λk(T − τ)dτ = C
(1)
1k (T ),

T∫

0

μ̇(τ) sin λk(T − τ)dτ = C
(1)
2k (T ),

T∫

0

μ̇(τ)g
(1)
k (τ)dτ = C

(1)
2k (t1), . . . ,

T∫

0

μ̇(τ)g
(m)
k (τ)dτ = C

(1)
2k (tm),

(39)

где

C
(1)
1k (T ) =

ψ0(0)

λk
sinλkT − l

2a
C̃

(1)
1k (T ),

C
(1)
2k (T ) =

ψT (0)

λk
− ψ0(0)

λk
cos λkT +

l

2a
C̃

(1)
2k (T ),

C
(1)
2k (tj) =

ψj(0)

λk
− ψ0(0)

λk
cos λktj +

l

2a
C̃

(1)
2k (tj),

g
(j)
k (τ) =

{

sinλk(tj − τ), 0 � τ � tj ,

0, tj < τ � T.

(40)

Для дальнейшей компактной записи интегральных соотношений (39) введем следующие обозна-
чения:

H̄
(1)
k (τ) =

(

cos λk(T − τ) sinλk(T − τ) g
(1)
k (τ) . . . g

(m)
k (τ)

)′
,

C
(1)
k (t1, . . . , tm, T ) =

(

C
(1)
1k (T ) C

(1)
2k (T ) C

(1)
2k (t1) . . . C

(1)
2k (tm)

)′
;

(41)

Здесь и далее «′» в верхнем индексе означает операцию транспонирования.
Теперь для задачи со смещением двух концов, подставляя выражение функции F (2)

k (t) из (29)
в соотношения (37) и интегрируя по частям с учетом условий согласования (10), получим, что
функции μ̇(t) и ν̇(t) для каждого k должны удовлетворять следующим интегральным соотноше-
ниям:

T∫

0

μ̇(τ) cos λk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν̇(τ)(−1)k cos λk(T − τ)dτ = C
(2)
1k (T ),

T∫

0

μ̇(τ) sinλk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν̇(τ)(−1)k sinλk(T − τ)dτ = C
(2)
2k (T ),

T∫

0

μ̇(τ)g
(j)
k (τ)dτ −

T∫

0

ν̇(τ)(−1)kg
(j)
k (τ)dτ = C

(2)
2k (tj), j = 1, . . . ,m,

(42)

где

C
(2)
1k (T ) =

1

λk

[

−λkl
2a

C̃
(2)
1k (T )− (−1)kψ0(l) sin λkT + ψ0(0) sin λkT

]

,

C
(2)
2k (T ) =

1

λk

[
λkl

2a
C̃

(2)
2k (T ) + (−1)kψ0(l) cos λkT + ψT (0)− (−1)kψT (l)− ψ0(0) cos λkT

]

,

C
(2)
2k (tj) =

1

λk

[
λkl

2a
C̃

(2)
2k (tj)− (−1)kψj(l) + ψj(0) + (−1)kψ0(l) cos λktj − ψ0(0) cos λktj

]

,

(43)

j = 1, . . . ,m. Отметим, что выражения C̃(s)
1k (T ), C̃

(s)
2k (T ), C̃

(s)
2k (tj) и g

(j)
k (τ) приведены в (38) и (40).
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Для компактной записи интегральных соотношений (42) введем следующие обозначения:

H̄
(2)
k (τ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos λk(T − τ) (−1)k+1 cos λk(T − τ)
sinλk(T − τ) (−1)k+1 sinλk(T − τ)

g
(1)
k (τ) (−1)k+1g

(1)
k (τ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g
(m)
k (τ) (−1)k+1g

(m)
k (τ)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, C
(2)
k (t1, . . . , tm, T ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

C
(2)
1k (T )

C
(2)
2k (T )

C
(2)
2k (t1)

. . . . . . . .

C
(2)
2k (tm)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (44)

На практике обычно выбираются несколько первых n гармоник колебаний и с помощью мето-
дов теории управления конечномерными системами решается задача синтеза управлений. В даль-
нейших построениях будем придерживаться этого подхода.
Учитывая введенные обозначения (41) и (44), для первых n гармоник соотношения (39) и (42)

запишем следующим образом:
T∫

0

H(s)
n (τ)U (s)

n (τ)dτ = η(s)n , s = 1, 2, (45)

где

U (1)
n (τ) = μ̇(1)n (τ) = μ̇(τ), U (2)

n (τ) =

(

μ̇
(2)
n (τ)

ν̇
(2)
n (τ)

)

=

(

μ̇(τ)
ν̇(τ)

)

,

H(s)
n (τ) =

(

H̄
(s)
1 (τ) H̄

(s)
2 (τ) . . . H̄(s)

n (τ)
)′
,

η(s)n =
(

C
(s)
1 (t1, . . . , tm, T ) C

(s)
2 (t1, . . . , tm, T ) . . . C(s)

n (t1, . . . , tm, T )
)′

;

(46)

размеры матриц H(s)
n (τ) и η(s)n равны соответственно (n(m+2)× s) и (n(m+2)× 1). Таким обра-

зом, интегральные условия (39) и (42) представлены условием (45). Из (45) вытекает следующая
теорема.

Теорема 1. Первые n гармоник системы (27) с условиями (30)–(32) (или (33)–(35)) вполне
управляемы тогда и только тогда, когда для любого вектора η(s)n из (46) можно найти управ-
ление U (s)

n (t), t ∈ [0, T ], удовлетворяющее условию (45).

5. Решение задач. Отметим, что левая часть условия (45) — линейная операция, порожден-
ная функцией управления U (s)

n (τ) на промежутке времени [0, T ], а функционалы (7) или (8) яв-
ляются нормами некоторого пространства L2. Следовательно, задачи оптимального управления
с интегральным условием (45) при функционале (7) или (8) можно рассматривать как проблему
моментов, а решение этих задач следует искать с помощью алгоритма решения проблемы момен-
тов (см. [8]). Для решения конечномерной (при k = 1, 2, . . . , n) проблемы моментов для задачи 1 с
функционалом (7) и интегральными условиями (39) (или (45) при s = 1) нужно найти величины
p
(1)
k , q

(1)
k , σ

(1)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, связанные условием

n∑

k=1

[

p
(1)
k C

(1)
1k (T ) + q

(1)
k C

(1)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik C

(1)
2k (ti)

]

= 1, (47)

для которых

(ρ1n)
2 = min

(47)

T∫

0

(h1n)
(2)(τ)dτ, (48)

где

h1n(τ) =
n∑

k=1

[

p
(1)
k cos λk(T − τ) + q

(1)
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik g

(i)
k (τ)

]

. (49)
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Для определения величин p(1)0k , q(1)0k , σ(1)0ik , k = 1, . . . , n, минимизирующих (48) и удовлетворяю-
щих (47), введем функцию

f1n =

T∫

0

(h1n(τ))
2 dτ + β1n

[
n∑

k=1

(

p
(1)
k C

(1)
1k (T ) + q

(1)
k C

(1)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik C

(1)
2k (ti)

)

− 1

]

,

где β1n —неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, вычисляя производ-
ные функции f1n по p

(1)
k , q

(1)
k , σ

(1)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, и приравнивая их к нулю, с учетом

обозначения (49), (40), после присоединения к полученным уравнениям условия (47), получим за-
мкнутую систему 2n +mn+ 1 алгебраических уравнений относительно стольких же неизвестных
величин p(1)k , q

(1)
k , σ

(1)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, и β1n:

n∑

j=1

[

a
(1)
jk p

(1)
j + b

(1)
jk q

(1)
j +

m∑

α=1

c
(1α)
jk σ

(1)
αj

]

= −β1n
2
C

(1)
1k (T ),

n∑

j=1

[

d
(1)
jk p

(1)
j + e

(1)
jk q

(1)
j +

m∑

α=1

f
(1α)
jk σ

(1)
αj

]

= −β1n
2
C

(1)
2k (T ),

n∑

j=1

[

a
(1i)
jk p

(1)
j + b

(1i)
jk q

(1)
j +

m∑

α=1

ϑ
(1αi)
jk σ

(1)
αj

]

= −β1n
2
C

(1)
2k (ti),

n∑

k=1

[

p
(1)
k C

(1)
1k (T ) + q

(1)
k C

(1)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik C

(1)
2k (ti)

]

= 1,

(50)

где

a
(1)
jk =

T∫

0

cos λj(T − τ) cos λk(T − τ)dτ, b
(1)
jk =

T∫

0

sinλj(T − τ) cos λk(T − τ)dτ,

c
(1α)
jk =

T∫

0

g
(α)
j (τ) cos λk(T − τ)dτ, d

(1)
jk =

T∫

0

cos λj(T − τ) sin λk(T − τ)dτ,

e
(1)
jk =

T∫

0

sinλj(T − τ) sinλk(T − τ)dτ, f
(1α)
jk =

T∫

0

g
(α)
j (τ) sinλk(T − τ)dτ,

a
(1i)
jk =

T∫

0

cos λj(T − τ)g
(i)
k (τ)dτ, b

(1i)
jk =

T∫

0

sinλj(T − τ)g
(i)
k (τ)dτ,

ϑ
(1αi)
jk =

T∫

0

g
(α)
j (τ)g

(i)
k (τ)dτ.

(51)

Пусть величины p
(1)0
k , q(1)0k , σ(1)0ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, и β01n являются решением замкнутой

системы алгебраических уравнений (50). Тогда согласно (48), (49) будем иметь

(ρ01n)
2 =

T∫

0

(

h01n(τ)
)2
dτ,

h01n(τ) =
n∑

k=1

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

.

(52)
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Оптимальные функции μ̇(1)0n (τ) и μ̇(1)0n (τ) для любого n = 1, 2, . . . представляются в виде

μ̇(1)0n (τ) =
1

(ρ01n)
2
h01n(τ), μ(1)0n (t) =

1

(ρ01n)
2

t∫

0

h01n(τ)dτ + S1, t ∈ [0, T ], (53)

где S1 —постоянная интегрирования. Учитывая, что μ
(1)0
n (0) = S1, то из условия согласования

(9) получим S1 = ϕ0(0).
Для явного выражения оптимального управления μ(1)0n (τ), τ ∈ [0, T ], надо вычислить следую-

щий интеграл:

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ)

]

dτ +

t∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
.

При tj−1 < t � tj, j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0 имеем

t∫

0

n∑

k=1

[

p
(1)0
k cosλk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ)

]

dτ =

=
n∑

k=1

1

λk

{[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cos λk(T − t)

]

+
[

p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT

]}

. (54)

Согласно (40) для второго интеграла будем иметь

t∫

0

n∑

k=1

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ =

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
=

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[
j
∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
=

=

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t1∫

0

[
j
∑

i=1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ +

t2∫

t1

[
j
∑

i=2

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ + . . .+

+

tj−1∫

tj−2

⎡

⎣

j
∑

i=j−1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

⎤

⎦ dτ +

t∫

tj−1

[

σ
(1)0
jk sinλk (tj − τ)

]

dτ

⎫

⎪⎬

⎪⎭

=

=
n∑

k=1

⎧

⎪⎨

⎪⎩

j−1
∑

s=1

⎡

⎢
⎣

ts∫

ts−1

(
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

)

dτ

⎤

⎥
⎦+

t∫

tj−1

[

σ
(1)0
jk sinλk (tj − τ)

]

dτ

⎫

⎪⎬

⎪⎭

=

=
n∑

k=1

1

λk

{
j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik

[

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − tj−1)
]
]

+

+ σ
(1)0
jk

[

cosλk (tj − t)− cos λk (tj − tj−1)
]
}

.

Таким образом, при tj−1 < t � tj , j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0 имеем

t∫

0

h01n(τ)dτ =

t∫

0

{
n∑

k=1

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]}

dτ =

=
n∑

k=1

1

λk

{[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cosλk(T − t)

]

+ σ
(1)0
jk cosλk (tj − t)

}

+
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+
n∑

k=1

1

λk

{

p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT − σ

(1)0
jk cos λk (tj − tj−1)+

+

j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik (cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − tj−1))

]}

. (55)

Рассмотрим случай, когда tm < t � tm+1 = T :
t∫

0

h01n(τ)dτ =

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ)

]

dτ +

t∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
.

Значение первого интеграла представляется формулой (54), а для второго интеграла согласно
(40) будем иметь

n∑

k=1

⎡

⎣

t∫

0

m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)dτ

⎤

⎦ =
n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

tm∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
,

tm∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ =

t1∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ +

t2∫

t1

[
m∑

i=2

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ+

+ · · ·+
tm−1∫

tm−2

[
m∑

i=m−1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ +

tm∫

tm−1

[

σ
(1)0
mk sinλk (tm − τ)

]

dτ =

=

m∑

s=1

⎧

⎪⎨

⎪⎩

ts∫

ts−1

[
m∑

i=s

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ

⎫

⎪⎬

⎪⎭

=

=

m∑

s=1

{
m∑

i=s

1

λk
σ
(1)0
ik [cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − ts−1)]

}

.

Следовательно,

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

tm∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
=

n∑

k=1

{
m∑

s=1

[
m∑

i=s

1

λk
σ
(1)0
ik

(

cos λk(ti − ts)− cos λk(ti − ts−1)
)
]}

.

Таким образом, при tm < t � tm+1 = T имеем

t∫

0

h01n(τ)dτ =
n∑

k=1

1

λk

{
m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(1)0
ik

(

cos λk(ti − ts)− cos λk(ti − ts−1)
)
]}

+

+
n∑

k=1

1

λk

{[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cos λk(T − t)

]

+
[

p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT

]}

. (56)

Итак, оптимальное управление μ(1)0n (τ), τ ∈ [0, T ], согласно формулам (55) и (56), представляется
в следующем виде:

μ(1)0n (t) =
1

(ρ01n)
2

n∑

k=1

1

λk

[

F
(1)
jk

(

p
(1)0
k , q

(1)0
k , σ

(1)0
jk , λk, T, ti, t

)

+

+G
(1)
jk

(

p
(1)0
k , q

(1)0
k , σ

(1)0
jk , λk, T, ti

)]

+ ϕ0(0), (57)
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F
(1)
jk

(

p
(1)0
k , q

(1)0
k , σ

(1)0
jk , λk, T, ti, t

)

=

=
[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cosλk(T − t)

]

+ σ
(1)0
jk cosλk(tj − t),

G
(1)
jk

(

p
(1)0
k q

(1)0
k , γ

(1)0
jk , λk, T, ti

)

= p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT−

− σ
(1)0
jk cos λk(tj − tj−1) +

j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik

(

cos λk(ti − ts)− cos λk(ti − tj−1)
)
]

при tj−1 < t � tj, j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0 и

μ(1)0n (t) =
1

(ρ01n)
2

n∑

k=1

1

λk

{

− p
(1)0
k sinλk(T − t) + q

(1)0
k cosλk(T − t) + p

(1)0
k sinλkT−

− q
(1)0
k cos λkT +

m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(1)0
ik

(

cosλk(ti − ts)− cosλk(ti − ts−1)
)
]}

+ ϕ0(0) (58)

при tm < t � tm+1 = T . Таким образом, решение задачи 1 представлено формулами (57) и (58).
Для решения конечномерной (при k = 1, 2, . . . , n) проблемы моментов для задачи 2 с функци-

оналом (8) и интегральными условиями (42) (или (39) при s = 2) нужно найти величины p
(2)
k ,

q
(2)
k , σ

(2)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, связанные условием

n∑

k=1

[

p
(2)
k C

(2)
1k (T ) + q

(2)
k C

(2)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(2)
ik C

(2)
2k (ti)

]

= 1, (59)

для которых

(ρ2n)
2 = min

(59)

T∫

0

[

h21n(τ) + h22n(τ)
]

dτ, (60)

где

h1n(τ) =
n∑

k=1

[

p
(2)
k cos λk(T − τ) + q

(2)
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)
ik g

(i)
k (τ)

]

,

h2n(τ) =

n∑

k=1

(−1)k+1

[

p
(2)
k cos λk(T − τ) + q

(2)
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)
ik g

(i)
k (τ)

]

.

(61)

Решая по аналогии с вышеизложенным задачу минимизации функционала (60) с условием (59),
находим искомые величины p

(2)0
k , q(2)0k , σ(2)0ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. Далее из (60) и (61) будем

иметь

(ρ02n)
2 =

T∫

0

[(

h01n(τ)
)2

+
(

h02n(τ)
)2
]

dτ,

где

h01n(τ) =

n∑

k=1

[

p
(2)0
k cos λk(T − τ) + q

(2)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)0
ik g

(i)
k (τ)

]

,

h02n(τ) =
n∑

k=1

(−1)k+1

[

p
(2)0
k cos λk(T − τ) + q

(2)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)0
ik g

(i)
k (τ)

]

.

(62)
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Таким образом, оптимальные управления μ(2)0n (t) и ν(2)0n (t), τ ∈ [0, T ], согласно формулам (40)
и (62), представляются в следующем виде:

μ(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

1

λk

[

F
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti, t

)

+

+G
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti

)]

+ ϕ0(0),

ν(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

(−1)k+1

λk

[

F
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti, t

)

+

+G
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti

)]

+ ϕ0(l)

(63)

при tj−1 < t � tj, j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0, где

F
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti, t

)

=

=
[

−p(2)0k sinλk(T − t) + q
(2)0
k cos λk(T − t)

]

+ σ
(2)0
jk cos λk (tj − t) ,

G
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti

)

= p
(2)0
k sinλkT − q

(2)0
k cos λkT−

− σ
(2)0
jk cos λk (tj − tj−1) +

j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(2)0
ik

(

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − tj−1)
)
]

;

при tm < t � tm+1 = T оптимальные управления имеют вид

μ(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

1

λk

{

− p
(2)0
k sinλk(T − t) + q

(2)0
k cos λk(T − t) + p

(2)0
k sinλkT−

− q
(2)0
k cosλkT +

m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(2)0
ik

(

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − ts−1)
)
]}

+ ϕ0(0),

ν(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

(−1)k+1

λk

{

− p
(2)0
k sinλk(T − t) + q

(2)0
k cos λk(T − t) + p

(2)0
k sinλkT−

− q
(2)0
k cosλkT +

m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(2)0
ik

(

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − ts−1)Big)

]}

+ ϕ0(l).

(64)

Решение задачи 2 представлено формулами (63) и (64).
Таким образом, имея явные виды функций оптимальных граничных управлений μ

(s)0
n (t) и

ν
(s)0
n (t), τ ∈ [0, T ], s = 1, 2, можно построить соответствующую функцию прогиба Q(s)0

n (x, t).
Подставляя полученные выражения для оптимальных управлений μ(s)0n (t) и ν(s)0n (t), τ ∈ [0, T ],
s = 1, 2, в (28) и (29), а найденное для F (s)0

k (t) выражение — в (36), получим функцию V
(s)0
k (t),

t ∈ [0, T ], s = 1, 2, k = 1, . . . , n. Далее из формулы (26) будем иметь

V (s)0
n (x, t) =

n∑

k=1

V
(s)0
k (t) sin

πk

l
x, (65)

где

V
(s)0
k (t) = V

(s)
k (0) cos λkt+

1

λk
V̇

(s)
k (0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

F
(s)0
k (τ) sin λk(t− τ)dτ,

а из (15) и (16) следует, что функции W (s)0
n (x, t), s = 1, 2, принимают следующий вид:

W (1)0
n (x, t) =

(

1− x

l

)

μ(1)0n (t), W (2)0
n (x, t) =

[

ν(2)0n (t)− μ(2)0n (t)
] x

l
+ μ(2)0n (t). (66)
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Далее, согласно (11), с учетом (65) и (66) будем иметь

Q(1)0
n (x, t) =

n∑

k=1

V
(1)0
k (t) sin

πk

l
x+

(

1− x

l

)

μ(1)0n (t),

Q(2)0
n (x, t) =

n∑

k=1

V
(2)0
k (t) sin

πk

l
x+

[

ν(2)0n (t)− μ(2)0n (t)
] x

l
+ μ(2)0n (t).

(67)

Таким образом, для первых n гармоник оптимальные функции прогиба струны Q
(1)0
n (x, t) и

Q
(2)0
n (x, t) имеем выражения (67).

6. Пример с вычислительным экспериментом в случае m = 1. Приведем иллюстрацию
вышеизложенного для задачи 1. Предположим, что в промежуточный момент времени t1 (0 =
t0 < t1 < t2 = T ) заданы значения скоростей точек струны в виде

∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=t1

= ψ1(x), 0 � x � l. (68)

Применяя предложенный выше подход, построим оптимальное граничное управление μ0n(t) при
n = 1 (следовательно, k = 1). В этом случае для определения значения величин p1, q1, σ11 и β1,
согласно (50) и (51), будем иметь следующую систему алгебраических уравнений (i = 1, α = 1):

a11p1 + b11q1 + c
(1)
11 σ11 = −β1

2
C11(T ), d11p1 + e11q1 + f

(1)
11 σ11 = −β1

2
C21(T ),

a
(1)
11 p1 + b

(1)
11 q1 + g

(11)
11 σ11 = −β1

2
C21(t1), C11(T )p1 + C21(T )q1 + C21(t1)σ11 = 1,

(69)

где

a11 =
T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T, b11 = d11 =

1

2λ1
sin2 λ1T, e11 =

T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T,

a
(1)
11 = c

(1)
11 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T − t1

2
sinλ1(T − t1),

b
(1)
11 = f

(1)
11 =

t1
2

cosλ1(T − t1)− 1

2λ1
sinλ1t1 cos λ1T,

g
(11)
11 =

t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1.

Здесь для простоты записи индекс 1, характеризующий задачу 1, опущен.
Положим a = 1/6, t1 = 2l/a, T = 4l/a, l = 1. Пусть состояние струны и скорости точек при

t = 0 заданы в виде

ϕ0(x) =
1

2
x3 − 2

5
x2 − 1

10
x, ψ0(x) =

4

5
x2 − 4

5
x.

Пусть при t = t1 = 12 задано промежуточное состояние струны в виде функции (68) в форме

ψ1(x) =
1

7
x2 − 1

7
x,

а при t = T = 24 задано следующее конечное состояние: ϕT (x) = 0, ψT (x) = 0. Из (69) имеем

12 p1 − 7

10π2
= 0, 12 q1 + 6σ11 +

48

5π3
= 0,

6 q1 + 6σ11 +
276

35π3
= 0, − 7

5π2
p1 +

96

5π3
q1 +

552

35π3
σ11 = 1.

(70)

Решение системы (70)

p01 = − 1715

638208 + 2401π2
π4, q01 =

8400

638208 + 2401π2
π3, σ011 = − 29400

638208 + 2401π2
π6,

так что
(

ρ0k
)2

=
14700

638208 + 2401π2
π6.
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Рис. 1. График функции V 0
1 (t).
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Рис. 2. Графики Q0
1(x, 0) и ϕ0(x).
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Рис. 3. Графики Q̇0
1(x, 0) и ψ0(x).
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Рис. 4. Графики Q̇0
1(x, 12) и ψ1(x).

0

0 004
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Рис. 5. Графики Q0
1(x, 24) и ϕT (x) = 0.

Для функции колебания Q0
1(x, t) получаем:

Q0
1(x, t) =

⎧

⎨

⎩

V
(1)0
1 (t) sinπx+ (1− x)μ

(1)0
1 (t) при 0 � t � t1,

V
(2)0
1 (t) sinπx+ (1− x)μ

(2)0
1 (t) при t1 < t � T ,

где функция управления μ01(t) равна

μ01(t) =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

552

35π4

(

cos
πt

6
− 1

)

− 7

10π3
sin

πt

6
, при 0 � t � t1,

24

7π4

(

cos
πt

6
− 1

)

− 7

10π3
sin

πt

6
, при t1 < t � T ,

а V 0
1 (t) имеет вид

V 0
1 (t) =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(
7t

60π3
− 14

5π3

)

cos
πt

6
+

(
92t

35π4
− 391

10π4

)

sin
πt

6
, при 0 � t � t1,

(
7t

60π3
− 14

5π3

)

cos
πt

6
+

(
4t

7π4
− 1009

70π4

)

sin
πt

6
, при t1 < t � T .

График V 0
1 (t) представлен на рис. 1. Выражения и графики функций прогиба струны и ее про-

изводной представлены на рис. 2–5. При t = 0 функции Q0
1(x, 0) и Q̇0

1(x, 0) равны соответственно

Q0
1(x, 0) = − 14

5π3
sinπx,

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= − 32

5π3
sin πx.

При t = t1 = 12 и t = T = 24 функции Q̇0
1(x, 12), Q0

1(x, 24), Q̇0
1(x, 24) имеют вид

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=12

= − 8

7π3
sinπx− 7

60π2
(1− x), Q0

1(x, 24) = 0,
∂Q0

1(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=24

= − 7

60π2
(1− x).

На рис. 2–5 графики функций Q0
1(x, 0), Q̇0

1(x, 0), Q̇0
1(x, 12), Q0

1(x, 24) изображены сплошной
линией, а ϕ0(x), ψ0(x), ψ1(x)—пунктирной линией. Для сравнительного анализа полученных
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результатов введем обозначения

ε1(x, ti) =
∣
∣
∣Q0

1(x, ti)− ϕi(x)
∣
∣
∣, ε̂1(x, tj) =

∣
∣
∣Q̇0

1(x, tj)− ψj(x)
∣
∣
∣,

где i = 0, j = 0, 1, 2 (i = j = 2 соответствуют моменту времени t2 = T ). Тогда

max
0�x�1

ε1(x, 0) ≈ 0,027,

1∫

0

ε1(x, 0) dx ≈ 0,016,

max
0�x�1

ε̂1(x, 0) ≈ 0,012, max
0�x�1

ε̂1(x, 12) ≈ 0,012, max
0�x�1

ε̂1(x, 24) ≈ 0,012,

1∫

0

ε̂1(x, 0) dx ≈ 0,006,

1∫

0

ε̂1(x, 12) dx ≈ 0,006,

1∫

0

ε̂1(x, 24) dx ≈ 0,006.

7. Заключение. Предложен конструктивный метод построения оптимального граничного
управления процессом колебаний однородной струны с заданными промежуточными условиями
на значения скоростей точек струны с критерием качества, являющимся интегралом граничной
энергии, заданным на всем промежутке времени. Проведенный вычислительный эксперимент и
сравнительный анализ подтверждают эффективность подхода. Полученные результаты могут
быть использованы при проектировании оптимального граничного управления колебаниями в
физических и технологических системах.
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1. Введение. Уравнения и системы параболического типа (см. [10]) представляют собой со-
держательный класс моделей различных процессов в физике высоких температур (см. [3, 8]),
гидрологии и гидродинамике (см. [1, 2]), экологии (см. [14]) и др. Особую распространенность
подобные математические объекты приобрели в последние десятилетия, начиная с классических
работ [9,20] в области популяционной биологии (см. [26]). В последние годы предпочтение обычно
отдается нелинейным моделям (см. [13,15]). Отдельное место в этом ряду занимают квазилиней-
ные уравнения и системы с вырождением, поскольку они позволяют описать возмущения, кото-
рые распространяются по покоящемуся (нулевому) фону с конечной скоростью. Подобное, как
известно, невозможно при использовании линейных и полулинейных уравнений параболического
типа (см. [19]). Применительно к физическим задачам, такие решения называют, в зависимо-
сти от интерпретации, тепловыми (см. [11]), фильтрационными (см. [12]) или диффузионными
(см. [22]) волнами. Насколько известно авторам, для задач биологии подобные математические
объекты ранее не исследовались, хотя имеют вполне логичную и естественную интерпретацию с
точки зрения предметной области. Настоящая работа призвана заполнить данный пробел.

Рассматривается нелинейная (квазилинейная) параболическая система, предложенная в из-
вестной монографии Д. Мюррея [24] в качестве модели популяционной биологии, для которой
строятся точные (см. [7]) и приближенные решения с двумя нулевыми фронтами. Точные ре-
шения имеют вид многочленов по степеням пространственной переменной с коэффициентами,
зависящими от времени. Для построения приближенных решений предлагается пошаговый чис-
ленный алгоритм с разностной аппроксимацией по времени. На каждом шаге по времени решение
строится итерационно методом коллокаций (см. [18]), основанным на разложении правых частей
по системе радиальных базисных функций ((см. [17, 21, 23]). Выполнены численные расчеты, ре-
зультаты которых верифицированы при помощи построенных точных решений. Рассмотренный
пример интерпретируется в терминах динамики популяций.

2. Постановка задачи. Рассмотрим систему двух квазилинейных уравнений параболического
типа

ut = α1ux + β1(uvxx + uxvx) + f(u, v), vt = α2vx − β2(vuxx + uxvx) + g(u, v). (1)
Здесь u(t, x), v(t, x)—искомые функции; t (время) и x (координата) — независимые переменные;
α1, α2, β1, β2 —константы, α1α2 > 0, β1 > 0, β2 > 0. Известные функции f(u, v), g(u, v) являются
достаточно гладкими. Система (1) предложена в монографии [24] в качестве математической
модели взаимодействия двух популяций, в которой u и v—численности популяций «жертв» и
«хищников».

Предметом настоящего исследования являются нетривиальные решения системы (1) с нулевы-
ми фронтами, т.е. удовлетворяющие условиям

u
∣
∣
x=a(t)

= 0, v
∣
∣
x=b(t)

= 0, (2)

где функции a(t), b(t) предполагаются достаточно гладкими и могут быть как известными, так
и искомыми. Дополнительно будем предполагать, что a(0) = b(0) = 0, т.е. u(0, 0) = v(0, 0).

Можно убедиться, что на каждом нулевом фронте обращается в нуль множитель перед (хотя
бы) одной из старших производных, т.е. параболический тип системы вырождается. Отметим,
что ранее для случая a(t) = b(t) была доказана теорема существования и единственности (см. [4])
нетривиального решения задачи (1), (2).

Примем, что
f(0, 0) = g(0, 0) = 0. (3)

Это обусловливает наличие у системы (1) решения u ≡ 0, v ≡ 0 и позволяет рассматривать
решение с нулевым фронтом как часть диффузионной волны (см. [22]). Отметим, что упомянутая
выше теорема из [4] не обеспечивает существование решений с подобными свойствами. Напротив,
искомые функции всюду, за исключением общего нулевого фронта, имеют разные знаки, что не
позволяет предложить содержательную интерпретацию данного утверждения с точки зрения
предметной области.

В связи с вышесказанным сосредоточимся, в отличие от наших предыдущих работ [4–6, 22],
на рассмотрении случая, когда в каждый момент времени t > 0 графики функций u и v в неко-
торой точке между нулевыми фронтами a(t) и b(t) пересекаются и имеют разные направления
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Рис. 1. Взаимодействие популяций «хищников»(v) и «жертв» (u).

монотонности (см. рис. 1). Тогда решение естественным образом интерпретируется как динами-
ка численности двух популяций, взаимодействующих в области a(t) < x < b(t), за пределами
которой популяции существуют автономно и эволюция каждой из них описывается линейным
неоднородным уравнением переноса.

3. Точные решения. В данном разделе исследуются точные решения системы (1), имеющие
вид многочленов по степеням пространственной переменной, коэффициенты которых в общем
случае определяются при решении системы дифференциально-алгебраических уравнений. Рас-
сматривается также частный случай, в котором система интегрируется в квадратурах и решение
получается в явном виде, включая уравнения для нулевых фронтов (2).

3.1. Редукция к системе дифференциально-алгебраических уравнений. Будем искать точные ре-
шения системы (1) в виде многочленов по степеням пространственной переменной x с коэффи-
циентами, зависящими от времени t:

u =
n∑

k=0

Ak(t)x
k, v =

n∑

k=0

Bk(t)x
k, (4)

где степень многочленов n подлежит определению.
Пусть функции f(u, v), g(u, v) являются аналитическими, т.е. могут быть представлены в виде

кратного ряда Тейлора. C учетом условия (3) их тейлоровские разложения можно записать в
виде

f(u, v) = γ1u+ η1v +

∞∑

i,j=1

fiju
ivj , g(u, v) = γ2u+ η2v +

∞∑

i,j=1

giju
ivj . (5)

Подставив представление (4) в (1), и приравняв с учетом (5) коэффициенты при одинаковых
степенях x, можно убедиться, что в общем случае искомое решение существует только тогда,
когда все fij = gij = 0, т.е.

f(u, v) = γ1u+ η1v, g(u, v) = γ2u+ η2v, (6)

где γ1, γ2, η1, η2 —константы, и при выполнении равенств Ak(t) ≡ 0, Bk(t) ≡ 0 для k > 2 (ненуле-
вые значения возможны только в вырожденных частных случаях, которые не рассматриваются).

Для коэффициентов Ak(t), Bk(t) при k � 2 имеем три системы уравнений:
{
γ1A2 + 6β1A2B2 + η1B2 = 0,

γ2A2 − 6β2A2B2 + η2B2 = 0;
(7)

{

A′
1(t) = (γ1 + 4β1B2)A1 + (η1 + 2β1A2)B1 + 2α1A2,

B′
1(t) = (γ2 − 2β2B2)A1 + (η2 − 4β2A2)B1 + 2α2B2;

(8)

{

A′
0(t) = (γ1 + 2β1B2)A0 + η1B0 +A1(α1 + β1B1),

B′
0(t) = γ2A0 + (η2 − 2β2A2)B0 +B1(α2 − β2A1).

(9)

Ясно, что (7) — система алгебраических уравнений, (8) и (9) — системы дифференциальных урав-
нений первого порядка. Совместно (7)–(9) образуют систему дифференциально-алгебраических
уравнений, состоящую из двух алгебраических и четырех дифференциальных уравнений.

Из проведенных рассуждений вытекает справедливость следующих утверждений.
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Теорема 1. Пусть функции f(u, v), g(u, v) удовлетворяют системе (6). Тогда система (1)
имеет точное решение вида (4), где n = 2; A0, B0 удовлетворяют системе алгебраических
уравнений (7); A1, B1, A2, B2 удовлетворяют системе дифференциальных уравнений первого
порядка (8)–(9).

Следствие. Для функций f(u, v), g(u, v), не удовлетворяющих (6), система (1) решений вида
(4) не имеет.

3.2. Построение решения системы дифференциально-алгебраических уравнений. Система диф-
ференциально-алгебраических уравнений (7)–(9) является распадающейся и может быть решена
по нижеследующей процедуре, состоящей из трех этапов.

1. Можно видеть, что (7) — система квадратных уравнений, которая всегда имеет хотя бы одно
(тривиальное) решение A2 = 0, B2 = 0. Второе решение имеет вид

A2 =
γ1η2 − γ2η1

6(β1γ2 + β2γ1)
, B2 = − γ1η2 − γ2η1

6(β1η2 + β2η1)
, (10)

где β1γ2+β2γ1 �= 0, β1η2+β2η1 �= 0. Таким образом, A2, B2 —константы, которые, вообще говоря,
определяются неоднозначно, причем из равенства числителей следует, что они будут равны или
не равны нулю одновременно.

2. Если A2, B2 известны, то (8) — система линейных неоднородных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка относительно A1(t), B1(t), которая может быть записана в
следующем виде:
⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

A′
1(t) =

3β2γ1η1 + 2β1γ2η1 + β1γ1η2
3(β1η2 + β2η1)

A1 +
3β2γ1η1 + 2β1γ2η1 + β1γ1η2

3(β1γ2 + β2γ1)
B1 +

α1(γ1η2 − γ2η1)

3(β1γ2 + β2γ1)
,

B′
1(t) =

3β1γ2η2 + 2β2γ2η1 + β2γ1η2
3(β1η2 + β2η1)

A1 +
3β1γ2η2 + 2β2γ2η1 + β2γ1η2

3(β1γ2 + β2γ1)
B1 +

α2(γ2η1 − γ1η2)

3(β1η2 + β2η1)
,

(11)
где β1η2+β2η1 �= 0, β1γ2+β2γ1 �= 0. При этом в системе (11) неоднородности являются константа-
ми. Ее без труда можно решить методом вариации произвольной постоянной или численно (при
задании начальных условий).

3. Найдя A1(t), B1(t) и подставив их в (9), получим систему первого порядка относительно
A0(t), B0(t), которую можно решить стандартным методом вариации произвольной постоянной.
Выражения для A1(t), B2(t), а тем более для A0(t), B0(t) являются весьма громоздкими и здесь
не приводятся. При задании начальных данных полученную задачу Коши можно также проин-
тегрировать численно.

3.3. Пример точного решения. Поскольку общее решение систем (7)–(9) не слишком удобно для
рассмотрения из-за громоздкости и большого количества произвольных постоянных, разберем в
качестве примера один конкретный случай. Положим для определенности, что

3β2γ1η1 + 2β1γ2η1 + β1γ1η2 = 0, 3β1γ2η2 + 2β2γ2η1 + β2γ1η2 = 0. (12)

Тогда в правой части системы (8) обращаются в нуль коэффициенты перед искомыми функциями
A1(t), B1(t), и она существенно упрощается:

A′
1(t) = 2α1A2, B′

1(t) = 2α2B2,

откуда следует, что
A1(t) = 2α1A2t+ c1, B1(t) = 2α2B2t+ c2,

где A1, B2 определяются из (10), а c1, c2 —произвольные константы. В свою очередь, система (9)
преобразуется к виду

A′
0(t) =

γ1
2
A0 + η1B0(t) + (2α1A2t+ c1)

[

α1 + β1(2α2B2t+ c2)
]

,

B′
0(t) = γ2A0 +

η2
2
B0(t) + (2α2B2t+ c2)

[

α2 − β2(2α1A2t+ c1)
]

.
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Выберем конкретные значения входящих констант, при которых, в частности, выполняются ра-
венства (12). Пусть

α1 = α2 = α > 0, β1 = 1, β2 = β > 0, γ1 = 2γ > 0, γ2 = −γβ, η1 = η > 0, η2 = −2βη.

Тогда система (1) имеет следующее точное решение вида (4), удовлетворяющее условиям u(0, 0) =
v(0, 0) = 0:

u = −η
2
x2 + (c1 − αηt)x− α2η

2
t2 + αc1t+

c1c2
γ − βη

[

exp((γ − βη)t)− 1
]

,

v = −γ
2
x2 + (c2 − αγt)x− α2γ

2
t2 + αc2t− c1c2β

γ − βη

[

exp((γ − βη)t) − 1
]

,

(13)

где c1, c2 —произвольные константы, γ − βη �= 0. В этом случае уравнения

x±1 (t) =
c1 − αηt

η
±
√

(c1 − αηt)2

η2
− α2t2 +

2αc1
η

t+
2c1c2

η(γ − βη)

[

exp((γ − βη)t)− 1
]

,

x±2 (t) =
c2 − αγt

γ
±
√

(c2 − αγt)2

γ2
− α2t2 +

2αc2
γ

t− 2βc1c2
γ(γ − βη)

[

exp((γ − βη)t)− 1
]

определяют нулевые фронты для функций u и v соответственно.
Пусть α = 1, γ = η = 2. Если принять c2 < −1, c1β > 1, то x−1 (0) = 0, (x−1 )

′(0) > 0; x+2 (0) = 0,
(x+2 )

′(0) > 0, что может быть интерпретировано как динамика численности популяций «жертв»
и «хищников» в общей области обитания.

4. Приближенные решения.

4.1. Алгоритм численного решения. Найти аналитическое решение задачи (1), (2) на задан-
ном промежутке времени в общем случае вряд ли возможно вследствие нелинейности и наличия
вырождения. В связи с этим встает вопрос построения приближенных решений. Спектр числен-
ных методов решения уравнений и систем параболического типа довольно широк. Исторически
наиболее распространенными являются метод конечных разностей, методы конечных и гранич-
ных элементов. В последние десятилетия все большую популярность приобретают бессеточные
методы (см. [25]), особенно при решении нелинейных задач.

Опыт авторов показал, что для решения нелинейных параболических уравнений и систем с вы-
рождением хорошие результаты дают применение метода двойственной взаимности в сочетании
с методом граничных элементов и метод коллокаций при разностной аппроксимации по времени.
В обоих случаях используется аппроксимация радиальными базисными функциями (см. [16,18]).
При этом для решения систем более подходящим является метод коллокаций (см. [5,6]), который
обеспечивает более стабильную сходимость итерационных процессов.

В данной работе, аналогично упомянутым статьям, построим пошаговый итерационный чис-
ленный алгоритм, рассмотрев на этот раз, как и в предыдущих разделах, содержательный с точки
зрения динамики популяций случай, проиллюстрированный на рис. 1. Последнее означает, что
в каждый момент времени необходимо найти решение в интервале между нулевыми фронтами
a(t) и b(t).

Примем для определенности, что a(0) = b(0), a(t) < b(t) на некотором интервале t ∈ [0, T ], и
будем искать решение задачи (1), (2) в области взаимодействия двух популяций, x ∈ [a(t), b(t)].
Представим в этой области систему (1) в произвольный момент времени в виде двух уравнений
Пуассона

uxx =
α2vx − β2uxvx − vt + g(u, v)

β2v
, vxx =

−α1ux − β1uxvx + ut − f(u, v)

β1u
. (14)

Взяв в условиях (2) полные производные по времени, получим следующие соотношения, связыва-
ющие производные искомых функций по времени и по пространственной координате на нулевых
фронтах:

(

ut + uxa
′(t)
)
∣
∣
∣
x=a(t)

= 0,
(

vt + vxb
′(t)
)
∣
∣
∣
x=b(t)

= 0. (15)
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Выразив ut и vt из уравнений (15) и подставив их в (1), получим дополнительные граничные
условия на нулевых фронтах:

ux
∣
∣
x=b(t)

= U(t) =
1

β2

(

α2 + b′(t) +
g(u(b(t), 0))

vx(t, b(t))

)

,

vx
∣
∣
x=a(t)

= V (t) = − 1

β1

(

α1 + a′(t) +
f(0, v(a(t)))

ux(t, a(t))

)

.

(16)

Таким образом, в произвольный момент времени имеем краевую задачу (14), (2), (16). Решение
этой задачи на каждом шаге tk = kh, где h—размер шага, будем искать на отрезке x ∈ [lk, Lk],
lk = a(tk), Lk = b(tk), в виде

u(tk, x) = up(x) + uh(x), v(tk, x) = vp(x) + vh(x), (17)

где up(x), vp(x)—частное решение системы (14), uh(x), vh(x)—решение подходящей задачи для
однородной системы,

u′′h = 0, uh(lk) = −up(lk), u′h(Lk) = U(tk)− u′p(Lk);

v′′h = 0, vh(Lk) = −vp(Lk), v′h(lk) = V (tk)− u′p(lk).
(18)

При известном частном решении задача (18) имеет решение вида

uh = u′h[x− lk]− up(lk), vh = v′h[x− Lk]− vp(Lk). (19)

Здесь значения u′h, v
′
h —решение системы уравнений, получаемой из условий (16) после нижесле-

дующих подстановок с учетом (19):
u = up + uh, v = vp + vh,

ux = u′p + u′h, vx = v′p + v′h.
(20)

Решение на шаге tk будем строить по следующей итерационной процедуре, в которой u(n), up(n),
uh(n), v(n), vp(n), vh(n) — n-е итерации решений.

I. Задаем тривиальное частное решение на начальной итерации:

up(0) ≡ 0, vp(0) ≡ 0. (21)

II. На n-й итерации, при известном частном решении up(n), vp(n), решение задачи (18) имеет
вид

uh(n) = u′h(n)[x− lk]− up(n)(lk), vh(n) = v′h(n)[x− Lk]− vp(n)(Lk). (22)
Подставив (22) в условия (16), с учетом (20) получим систему двух алгебраических уравнений
относительно неизвестных u′h(n) и v

′
h(n):

u′p(n)(Lk) + u′h(n) =
1

β2

(

α2 + b′(tk) +
g(up(n)(Lk) + u′h(n)[Lk − lk]− up(n)(lk), 0)

v′p(n)(Lk) + v′h(n)

)

,

v′p(n)(lk) + v′h(n) = − 1

β1

(

α1 + a′(tk) +
f(0, vp(n)(lk) + v′h(n)[lk − Lk]− vp(n)(Lk))

u′p(n)(lk) + u′h(n)

)

.

(23)

Решив систему (23) и определив таким образом u′h(n) и v
′
h(n), найдем соответствующую итерацию

решения задачи (14), (2), (16):

u(n) = up(n) + u′h(n)[x− lk]− up(n)(lk), v(n) = vp(n) + v′h(n)[x− Lk]− vp(n)(Lk). (24)

III. Находим следующую итерацию частного решения как решение системы

u′′p(n+1) =
α2v

(n)
x − β2u

(n)
x v

(n)
x − v

(n)
t + g(u(n), v(n))

β2v(n)
,

v′′p(n+1) =
−α1u

(n)
x − β1u

(n)
x v

(n)
x + u

(n)
t − f(u(n), v(n))

β1u(n)
,

(25)

и переходим к шагу II.



РЕШЕНИЯ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ «ХИЩНИК-ЖЕРТВА» 25

Система (25) может быть решена методом коллокаций через разложение правых частей по
системе радиальных базисных функций:

α2v
(n)
x − β2u

(n)
x v

(n)
x − v

(n)
t + g(u(n), v(n))

β2v(n)
=

N∑

i=1

c
(n+1)
i ϕi(x),

−α1u
(n)
x − β1u

(n)
x v

(n)
x + u

(n)
t − f(u(n), v(n))

β1u(n)
=

N∑

i=1

d
(n+1)
i ϕi(x).

(26)

где ϕi(x) = ϕi (|x− xi|)—радиальные базисные функции, x1, x2, . . . , xN — точки коллокации, рас-
положенные на отрезке [lk, Lk]. Для каждой функции ϕi существует такая функция ψi, что
ϕi = ψ′′

i . Коэффициенты c
(n+1)
i , d(n+1)

i , i = 1, . . . , N , определяются из решения двух систем ли-
нейных алгебраических уравнений:

α2v
(n)
x − β2u

(n)
x v

(n)
x − v

(n)
t + g(u(n), v(n))

β2v(n)

∣
∣
∣
∣
x=xk

=
N∑

i=1

c
(n+1)
i ϕi(xk), k = 1, . . . , N ;

−α1u
(n)
x − β1u

(n)
x v

(n)
x + u

(n)
t − f(u(n), v(n))

β1u(n)

∣
∣
∣
∣
x=xk

=
N∑

i=1

d
(n+1)
i ϕi(xk), k = 1, . . . , N.

(27)

Производные по времени в левых частях (27) вычисляются методом конечных разностей, с ис-
пользованием результатов решения на предыдущем шаге.

Решив (27), найдем следующую итерацию частного решения системы (14):

up(n+1) =

N∑

i=1

c
(n+1)
i ψi(x), vp(n+1) =

N∑

i=1

d
(n+1)
i ψi(x). (28)

Итерационный процесс (21)–(28)останавливается, если (n + 1)-я итерация достаточно близка к
n-й. В результате получим решение задачи (1), (2) в момент времени t = tk, непрерывное по x на
отрезке x ∈ [lk, Lk]:

u(tk, x) = up(n+1)(x) + uh(n+1)(x), v(tk, x) = vp(n+1)(x) + vh(n+1)(x). (29)

4.2. Пример численного решения. Верификация алгоритма. Рассмотрим задачу (1), (2) для слу-
чая, описанного в разделе 3.3. Пусть α = 1, β = 1,1, γ = 1, η = 1, c1 = 1,55, c2 = −1,1. Тогда
при a(t) = x−1 (t), b(t) = x+2 (t) задача (1), (2) имеет точное решение (13), которое может быть ис-
пользовано в качестве тестового для оценки корректности предложенного в предыдущем разделе
алгоритма.

Поскольку в рассматриваемом случае функции f(u, v), g(u, v) являются линейными, алгебраи-
ческие уравнения в системе (23) приводятся к билинейному виду. Решение этой системы методом
подстановки сводится к решению квадратного уравнения. Например, выразив из первого урав-
нения u′h(n) и подставив во второе, получим квадратное уравнение относительно v′h(n), имеющее
положительный дискриминант в случае, когда область x ∈ [lk, Lk] не пуста. С учетом того, что
функция v убывающая, отрицательный корень квадратного уравнения будет искомым значени-
ем v′h(n). Тогда u

′
h(n) находится однозначно из первого уравнения системы (23).

На рис. 2 сравниваются результаты расчетов и решение (13). Сравнение демонстрирует хорошее
совпадение приближенного решения с точным.

Интерпретируем полученные результаты с точки зрения взаимодействия популяций «хищни-
ков» (функция v(t, x)) и «жертв» (функция u(t, x)). На начальном этапе численность «жертв»
выше численности «хищников» (рис. 2(a), (b), при этом с течением времени область взаимо-
действия (отрезок [a(t), b(t)]) увеличивается. Далее численности двух популяций выравниваются
(рис. 2(c)), после чего начинается преобладание «хищников» и сокращение области взаимодей-
ствия (рис. 2(d), (e)).

Отметим, что начиная с момента времени t ≈ 0,44 области обитания двух популяций не пе-
ресекаются, т.е. хищники и жертвы перестают взаимодействовать. Далее поведение каждой из
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Рис. 2. Сравнение численного и точного решений в различные моменты времени: (а) t = 0,05;
(b) t = 0,1; (c) t = 0,2; (d) t = 0,3; (e) t = 0,4. Цифровые обозначения графиков: 1 — численное
решение u(t, x); 2 — точное решение u(t, x); 3 — численное решение v(t, x); 4 — точное решение

v(t, x).
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популяций описывается неоднородным полулинейным (в общем случае) уравнением переноса:
ut = α1ux + f(u, 0) («жертвы») и vt = α2vx + g(0, v) («хищники»).

5. Заключение. Настоящая работа продолжает исследования коллектива авторов (см. [4]) по
изучению модели популяционной динамики, предложенной Д. Мюрреем в [24], которая является
квазилинейной параболической системой второго порядка. Получен новый класс точных реше-
ний, имеющих вид многочленов второй степени с переменными коэффициентами, определяемыми
при решении системы дифференциально-алгебраических уравнений, для решения которой пред-
ложен специальный аналитический подход.

Для построения приближенных решений разработан оригинальный вычислительный алгоритм,
основанный на методе коллокаций с использованием разложения правых частей по системе ради-
альных базисных функций. Выполнены иллюстрирующие численные расчеты, для верификации
результатов которых использованы точные решения.

Наиболее важным научным результатом, который был получен в ходе проведенной работы,
по мнению авторов, является то, что удалось частично решить проблему, возникшую ранее при
доказательстве теоремы существования (см. [4, c. 1496]), и получить осмысленные с точки зре-
ния предметной области решения: с двумя нулевыми фронтами, между которыми обе искомые
функции положительны, что можно интерпретировать как динамику численности двух взаи-
модействующих популяций («жертв» и «хищников») в общей области обитания, за пределами
которой популяции эволюционируют автономно друг от друга, вследствие чего модель меняется
принципиальным образом.

Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть связаны с построением новых
классов точных решений с искомыми свойствами (с нулевыми фронтами). Еще одной важной,
хотя, вероятно, и трудно решаемой проблемой, является распространение теоремы существования
из [4] на задачу (1), (2) общего вида, когда нулевые фронты для искомых функций различны.
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1. Введение. В [12] была разработана гамильтонова теория для коллективных продольно по-
ляризованных бозе-возбуждений (плазмонов), взаимодействующих с классической высокоэнерге-
тической цветозаряженной частицей, распространяющейся через горячую кварк-глюонную плаз-
му (КГП). Для этого применялся общий формализм построения теории волн в нелинейных сре-
дах, основанный на классической гамильтоновой теории систем с распределёнными параметрами,
предложенный в свое время В. Е. Захаровым (см. [4, 5]) и подробно представленный на много-
численных примерах конкретных физических систем в обзоре [6] и в монографии [18] (см. так-
же [8, 9, 13]).
Настоящая работа представляет собой дальнейшее развитие гамильтонова подхода в описа-

нии нелинейных волновых систем и является первой из двух статей цикла. Здесь предложен
формализм для определения явного вида так называемой классической матрицы рассеяния для
процесса взаимодействия плазмона с жесткой цветозаряженной частицей. Понятие классической
S-матрицы впервые было введено в рассмотрение В. Е. Захаровым (см. [16]) для гамильтоновых
волновых систем и затем развито в работах В. Е. Захарова и Е. И. Шульмана (см. [7,17]). Однако
в этих работах данная матрица рассеяния была определена только для мягкого сектора возбуж-
дений физических систем. Здесь нами впервые предложен подход к определению классической
матрицы рассеяния в случае движущихся в сильно неравновесной среде инжектируемых извне
жестких цветных частиц. Ввиду сложности задачи мы ограничились в данной работе самым про-
стым процессом взаимодействия: упругим рассеянием одной энергичной частицы на плазмоне;
тем не менее данная задача имеет важное прикладное значение.
Во второй статье будет показано, как, зная классическую S-матрицу для произвольного про-

цесса рассеяния жесткой цветной частицы на мягких возбуждениях кварк-глюонной плазмы,
определить выражение для потери энергии, которую испытывает данная частица при рассея-
нии. Потери энергии играют важную роль в диагностике КГП в современных экспериментах по
столкновению тяжелых ультрарелятивистских ионов.

2. Гамильтониан взаимодействия плазмонов и жесткой цветной частицы. Для удоб-
ства дальнейших ссылок в данном разделе приводятся необходимые в дальнейшем изложении
сведения из [12]. В частности, в указанной работе был получен явный вид эффективного гамиль-
тониана четвертого порядка H(4), который описывает упругое рассеяние плазмона на жесткой
частице:

H(4)
gG→gG = i

∫

dk1dk2 T
(2)a a1a2
k1,k2

c∗a1k1
ca2k2

Qa, (2.1)

где полная эффективная амплитуда T
(2)a a1a2
k1,k2

= faa1a2 T
(2)
k1,k2

имеет следующую структуру:

T
(2)
k1,k2

= T
(2)
k1,k2

+
1

2

(
1

ωl
k1

− v · k1
+

1

ωl
k2

− v · k2

)

φ∗k1
φk2+

+ i

[(

1

ωl
k1−k2

− v · (k1 − k2)
+

1

ωl
k1−k2

− ωl
k1

+ ωl
k2

)

Vk1,k2,k1−k2φ
∗
k1−k2

−

−
(

1

ωl
k2−k1

− v · (k2 − k1)
+

1

ωl
k2−k1

− ωl
k2

+ ωl
k1

)

V∗
k2,k1,k2−k1

φk2−k1

]

. (2.2)

Здесь fabc — антисимметричные структурные константы цветовой алгебры Ли su(Nc), a, b, c =
1, . . . , Nc; ωl

k —дисперсионное соотношение продольной моды коллективных возбуждений КГП,
v— скорость жесткой частицы, которую считаем фиксированной. Амплитуды c∗ak и cak — так на-
зываемые нормальные полевые переменные, описывающие мягкую бозонную степень свободы
системы, а Qa —цветной заряд жесткой частицы, который является функцией времени t. Дан-
ные переменные подчиняются соответствующим уравнениям Гамильтона:
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Рис. 1. Эффективная амплитуда T̃ (2) a1a2 a
k1,k2

для процесса упругого рассеяния плазмона на жест-
кой цветной частице. Черные точки обозначает HTL-суммирование, а двойная линия —жесткую

частицу.

∂c∗ak
∂t

= −i
{

c∗ak ,H(0) +H(4)
gG→gG

}

,
∂ca

′
k′

∂t
= −i

{

ca
′

k′ ,H(0) +H(4)
gG→gG

}

,

dQa

dt
= −i

{

Qa,H(0) +H(4)
gG→gG

}

, Qa(t)
∣
∣
∣
t=t0

= Qa
0,

(2.3)

где

H(0) =

∫

dk (ωl
k − k · k)c∗ak cak (2.4)

— гамильтониан свободного поля, фигурные скобки обозначают скобку Ли—Пуассона

{

F,G
}

=

∫

dk′
{

δF

δca
k′

δG

δc∗a
k′

− δF

δc∗a
k′

δG

δca
k′

}

+ i
∂F

∂Qa

∂G

∂Qb
fabcQc. (2.5)

Первый член в правой части — это стандартная каноническая скобка для систем с распределен-
ными параметрами.
На рис. 1 дана диаграммная интерпретация различных членов в фигурных скобках в эффек-

тивной амплитуде (2.2). Второй и третий графики представляют собой комптоновское рассеяние
мягких бозонных возбуждений на жесткой пробной частице, индуцированное вторым членом в
правой части выражения (2.2). Линии входящей и исходящей волны на рис. 1 соответствуют
нормальным переменным ca1k1

и c∗a2k2
, а горизонтальная двойная линия между двумя вершинами

взаимодействия соответствует «пропагатору» жесткой частицы 1/(ωl
k1

− v · k1), который вхо-
дит в (2.2) в симметризованном виде. Вершины взаимодействия соответствуют функциям φ∗k1

или φk2 . Последний график на рис. 1 связан с взаимодействием жесткой частицы с плазмонами
через трехплазмонную вершинную функцию Vk,k1,k2 с промежуточным «виртуальным» колеба-
нием, которому в (2.2) соответствует фактор вида

1

ωl
k1−k2

− v · (k1 − k2)
+

1

ωl
k1−k2

− ωl
k1

+ ωl
k2

.

Этот фактор также можно записать в более простой форме 1/(ωl
k1−k2

− ωl
k1

+ ωl
k2
), если так

называемая «резонансная разность частот» равна нулю:

Δωk1,k2 ≡ ωl
k1

− ωl
k2

− k · (k1 − k2) = 0.

Наконец, первый член T
(2)
k1,k2

в правой части (2.2) связан с процессом прямого взаимодействия
двух плазмонов с жесткой частицей; ему отвечает первый график на рис. 1. В конкретной рас-
сматриваемой физической системе не существует двойной контактной вершинной функции, ко-
торая описывала бы этот процесс рассеяния, и поэтому мы должны просто полагать этот член
равным нулю: T (2)

k1,k2
≡ 0.

В заключение данного раздела отметим также, что гамильтониан (2.1) является вещественной
функцией даже без использования условия резонанса Δωk1,k2 = 0.
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3. Классическая матрица рассеяния. Данный раздел посвящен определению классической
S-матрицы для процесса рассеяния жесткой цветозаряженной частицы на мягких бозонных
возбуждениях среды. Дальнейшее рассмотрение будет основано на работах В. Е. Захарова и
Е. И. Шульмана [7, 16, 17].
В нашем случае следующая система динамических уравнений является исходной при постро-

ении классической матрицы рассеяния:

∂cak
∂t

= −i(ωl
k − v · k)cak − i

δHint

δc∗ak
,

∂c∗ak
∂t

= i
(

ωl
k − v · k)c∗ak + i

δHint

δcak
,

dQa

dt
=
∂Hint

∂Qb
fabcQc.

(3.1)

Эти уравнения представляют собой следствие системы (2.3), определения свободного гамиль-
тониана (2.4) и скобки Ли—Пуассона (2.5). Здесь Hint — гамильтониан взаимодействия. Следуя
рассуждениям [7,16,17], рассмотрим систему с взаимодействием, которое адиабатически выклю-
чается при t→ ±∞, т.е.

H = H0 +Hinte
−ε|t|, ε > 0.

Решение системы уравнений (3.1) асимптотически переходит в решение уравнений свободного
поля:

cak(t) → c±a
k (t) ≡ c±a

k e−i(ωl
k−v·k)t, Qa(t) → Q±a, (3.2)

где в правой части величины c±a
k иQ±a —некоторые постоянные. Отметим, что отображения (3.2)

являются формальным каноническим преобразованием, и в новых переменных полный гамиль-
тониан H имеет вид

H =

∫

dk (ωl
k − k · k)(c±a

k )∗c±a
k .

Функции (c−a
k , Q−a) и (c+a

k , Q+a) не являются независимыми. Существует нелинейный опера-
тор Ŝε, связывающий так называемые in- и out-поля и асимптотические цветные заряды. Здесь
обозначение «in-» связывается с состоянием, которому приписывается знак «−», а обозначение
«out-» связывается с состоянием со знаком «+». Иногда мы будем использовать эту удобную
терминологию, принятую в квантовой теории поля для обозначений асимптотических in- и out-
полевых операторов, определенных соответственно в областях при t → −∞ и t → +∞ (см.,
например, [11]). Данные операторы, в частности, удовлетворяют перестановочным соотношени-
ям и уравнениям для свободных полей. Для дальнейшего анализа перейдем к так называемому
«представлению взаимодействия»:

cak(t) = c̃ak(t)e
−i(ωl

k−v·k)t, c∗ak (t) = c̃∗ak (t)ei(ω
l
k−v·k)t.

Уравнения движения (3.1) принимают в этом случае следующий вид:

∂c̃ak
∂t

= −iδH̃int

δc̃∗ak
e−ε|t|,

∂c̃∗ak
∂t

= i
δH̃int

δc̃ak
e−ε|t|,

dQa

dt
=
∂H̃int

∂Qb
fabcQce−ε|t|,

где H̃int — гамильтониан взаимодействия, выраженный в терминах новых переменных c̃ak и c̃∗ak .
Эти уравнения эквивалентны интегральным уравнениям, определяющим временную эволюцию
рассматриваемой системы:
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c̃ak(t) = c−a
k − i

2

t∫

−∞
dτ

δH̃int

δc̃∗ak (τ)
e−ε|τ |,

c̃∗ak (t) = (c−a
k )∗ +

i

2

t∫

−∞
dτ

δH̃int

δc̃ak(τ)
e−ε|τ |,

Qa(t) = Q−a +
1

2

t∫

−∞
dτ

∂H̃int

∂Qb(τ)
fabcQc(τ)e−ε|t|.

(3.3)

Решения этих интегральных уравнений можно формально представить в следующем виде:

c̃ak(t) = Sε(−∞, t)
[

c−a
k , (c−a

k )∗,Q−a
]

,

c̃∗ak (t) = S∗
ε (−∞, t)

[

c−a
k , (c−a

k )∗,Q−a
]

,

Qa(t) = Sε(−∞, t)
[

c−a
k , (c−a

k )∗,Q−a
]

.

(3.4)

Здесь и далее, чтобы не водить новые обозначения, интегральные операторы в правых частях
для решений c̃ak(t) и Qa(t) записаны с помощью одного и того же символа Sε(−∞, t)[ . . . ], хотя
это не вполне корректно.
При конечных ε и достаточно малых c−a

k и Q−a интегральный оператор Sε(−∞, t) может быть
получен в виде сходящегося ряда путем итерации предыдущих интегральных уравнений. В [17]
ряд, полученный для оператора Sε(−∞, t) при ε → 0, был назван классической матрицей пере-
хода. Определен предел каждого члена ряда при ε→ 0, а полученное таким образом выражение
является конечным в смысле обобщенных функций.
Далее, полагая t→ +∞, находим из (3.4)

c+ a
k = Sε

[

c−a
k , (c−a

k )∗,Q−a
]

, (c+ a
k )∗ = S∗

ε

[

c−a
k , (c−a

k )∗,Q−a
]

, Q+a = Sε
[

c−a
k , (c−a

k )∗,Q−a
]

, (3.5)

где Sε ≡ Sε(−∞,+∞). Соответствующий предел интегрального оператора Sε при ε→ +0

S = lim
ε→+0

Sε(−∞,+∞)

получил название классической матрицы рассеяния.

4. Рассеяние плазмона на жесткой цветозаряженной частице. Определим структуру
классической матрицы рассеяния в простейшем случае квадратичного по полевым переменным
c̃ak и c̃∗ak и линейного по цветному заряду Qa гамильтониана взаимодействия Hint = H(4)

gG→gG,
заданного выражением (2.1). В представлении взаимодействия первое и третье интегральные
уравнения в (3.3) принимают вид

c̃ak(t) = c−a
k +

1

2

t∫

−∞
dτ

∫

dk1 T
(2) b a a1
k,k1

c̃a1k1
(τ)Qb(τ)eiΔωk,k1

τ−ε|τ |, (4.1)

Qa(t) = Q−a +
i

2
fabc

t∫

−∞
dτ

∫

dk1 dk2 T
(2) b a1 a2
k1,k2

c̃∗a1k1
(τ) c̃a2k2

(τ)Qc(τ)eiΔωk1,k2
τ−ε|τ |, (4.2)

где в показателе экспонент появляется «резонансная разность частот»

Δωk,k1 ≡ ωl
k1

− ωl
k2

− k · (k1 − k2), (4.3)

уже упомянутая в разделе 2. Интегральные уравнения (4.1) и (4.2) можно символически предста-
вить в графической форме, как показано на рис. 2. Пояснения к графическим элементам даны в
таблице 1.
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Таблица 1. Элементы диаграмм графической интерпретации уравнений (4.1) и (4.2).

Название Элемент диаграммы Фактор в уравнениях

неизвестная нормальная полевая
переменная

ka, c̃ak(t)

неизвестный цветной заряд
a Qa(t)

асимптотическая амплитуда поля
ka,

c−a
k

асимптотический цветной заряд
a Q−a

экспоненциальный множитель
a a

δaa
′
eiτΔωk,k1

−ε|τ |

полная эффективная амплитуда a

b

a1

T
(2) b a a1
k,k1

антисимметричные структурные
константы a

b

c

fabc

= + 1

2

_

= +
i

2

a

a

a a a

b

a a a
a1

b

a2

c

a1

Рис. 2. Графическое представление двух взаимодействующих уравнений (4.1) и (4.2).

Графическое представление удобно тем, что дает возможность соотнести с каждым членом
ряда, возникающим в результате итерации интегральных уравнений (4.1) и (4.2), определенную
графическую диаграмму.
Для наших целей достаточно определить итерацию первого порядка. Для уравнения (4.1) это

просто означает, что в правой части следует сделать замену c̃ak(τ) → c−a
k и Qa(τ) → Q−a; тогда

c̃ak(t) = c−a
k +

1

2

∫

dk1

( t∫

−∞
dτ eiΔωk,k1

τ−ε|τ |
)

T
(2) b a a1
k,k1

c−a1
k1

Q−b. (4.4)
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Зависимость от времени собирается здесь в отдельный множитель. Проанализируем интеграл по
переменной τ . Для определенности предположим, что t > 0 и поэтому

t∫

−∞
dτ eiΔωk,k1

τ−ε|τ | =
0∫

−∞
dτ eiΔωk,k1

τ+ετ +

t∫

0

dτ eiΔωk,k1
τ−ετ =

=
1

iΔωk,k1 + ε
+

(
1

iΔωk,k1 − ε
e(iΔωk,k1

−ε)t − 1

iΔωk,k1 − ε

)

=

=
2ε

(Δωk,k1)
2 + ε2

+
1

i

1

Δωk,k1 + iε
e(iΔωk,k1

−ε)t.

Используя пределы

lim
ε→+0

ε

x2 + ε2
= πδ(x), lim

t→+∞
eixt

x+ iε
= 0

(см. [3]), находим требуемый предел для нашего интеграла:

lim
t→+∞ lim

ε→+0

t∫

−∞
dτ eiΔωk,k1

τ−ε|τ | = 2πδ(Δωk,k1).

Таким образом, полагая ε→ +0 и t→ +∞, находим из (4.4):

c+a
k = c−a

k +
1

2

∫

dk1 T
(2) b a a1
k,k1

c−a1
k1

Q−b 2πδ(Δωk,k1) ≡ S
[

c−a
k , (c−a

k )∗,Q−a
]

. (4.5)

Это выражение определяет классическую матрицу рассеяния в первом нетривиальном прибли-
жении. Аналогичные рассуждения для второго интегрального уравнения (4.2) в том же порядке
итераций приводят нас к следующему соотношению:

Q+a = Q−a +
i

2
fabc

∫

dk1 dk2 T
(2) b a1 a2
k1,k2

(

c−a1
k1

)∗
c−a2
k2

Q−c 2πδ(Δωk1,k2). (4.6)

5. Явный вид классической матрицы рассеяния. Во второй части работы нам понадо-
бится понятие эффективного классического тока, связанного с процессом рассеяния жесткой
цветной частицы на плазмоне. Для его определения необходимо знать явный вид классической
матрицы рассеяния, тогда как в выражениях (4.5) и (4.6) она представлена в форме некоторого
интегрального оператора. Попробуем определить явную форму классической матрицы рассеяния
по аналогии с квантовой теорией поля. Как хорошо известно, связь между асимптотическими со-
стояниями in- и out-полевых операторов задается квантовополевой S-матрицей (см. [1, 2, 11]):

φ̂out(x) = Ŝ†φ̂in(x)Ŝ.

Далее, если представить общую форму квантовой S-матрицы как экспоненту от некоторой фа-
зовой матрицы T̂ (см., например, [14]),

Ŝ = eiT̂ , (5.1)

где T̂ — эрмитов оператор, то последнее соотношение можно переписать в виде ряда коммутаторов

φ̂out(x) = e−iT̂ φ̂in(x)eiT̂ = φ̂in(x) +
i

1!

[

φ̂in, T̂
]

+
i2

2!

[[

φ̂in, T̂
]

, T̂
]

+
i3

3!

[[[

φ̂in, T̂
]

, T̂
]

, T̂
]

+ . . . . (5.2)

По аналогии с (5.1) будем искать классическую S-матрицу в виде экспоненциальной функции

S = eiT , (5.3)
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где теперь T = T ∗, а квантовые коммутаторы в (5.2) заменим на скобку Ли—Пуассона: [·, ·] →
{·, ·}, как она была определена уравнением (2.5). Выпишем ее в новых асимптотических перемен-
ных c−a

k , (c−a
k )∗ и Q−a:

{

F,G
}

=

∫

dk′
{

δF

δc−c
k′

δG

δ(c−c
k′ )∗

− δF

δ(c−c
k′ )∗

δG

δc−c
k′

}

+ i
∂F

∂Q−a

∂G

∂Q−b
fabcQ−c.

Тогда правые части первого и последнего соотношений в (3.5) в пределе при ε→ +0 можно
формально представить в виде следующих рядов:

c+a
k = c−a

k +
i

1!

{

c−a
k ,T }

+
i2

2!

{{

c−a
k ,T }

,T }

+
i3

3!

{{{

c−a
k ,T }

,T }

,T }

+ . . . , (5.4)

Q+a = Q−a +
i

1!

{Q−a,T }

+
i2

2!

{{Q−a,T }

,T }

+
i3

3!

{{{Q−a,T }

,T }

,T }

+ . . . . (5.5)

Эти ряды фактически представляют собой некоторое каноническое преобразование. Обсужде-
ние таких преобразований в случае аналитической механики можно найти в [10, 15]. Они тесно
связаны с однопараметрическими подгруппами общих канонических преобразований, в которых
функция T (в нашем случае, функционал) играет роль генератора некоторой подгруппы. Од-
нако в примерах, рассмотренных в [10, 15], предполагается, что T — это функция с заданной
функциональной зависимостью. В нашем рассмотрении функционал T сам является неизвест-
ной величиной, которую необходимо определить.
Будем искать T в виде наиболее общего интегро-степенного разложения по степеням нормаль-

ных in-полевых переменных c−a
k , (c−a

k )∗ и асимптотического цветного заряда Q−a:

T = F aQ−a +

∫

dk1

[

ga1k1
c−a1
k1

+ g∗ak1
(c−a

k1
)∗
]

+

∫

dk1

[

fa1bk1
c−a1
k1

+ f∗a1bk1
(c−a1

k1
)∗
]Q−b+

+

∫

dk1dk2

[

g
(1) a1a2
k1,k2

c−a1
k1

c−a2
k2

+ g
(2) a1a2
k1,k2

(c−a1
k1

)∗c−a2
k2

+ g
∗ (1) a1a2
k1,k2

(c−a1
k1

)∗(c−a2
k2

)∗
]

+

+

∫

dk1dk2

[

G
(1) a1a2b
k1,k2

c−a1
k1

c−a2
k2

+G
(2) a1a2b
k1,k2

(c−a1
k1

)∗c−a2
k2

+G
∗(1)a1a2b
k1,k2

(c−a1
k1

)∗(c−a2
k2

)∗
]

Q−b + . . . . (5.6)

В рамках нашего приближения достаточно рассмотреть только второй член в правых частях (5.4)
и (5.5), тогда будем иметь, соответственно,

{c−a
k ,T } =

δT
δ(c−a

k )∗
= g∗ak + f∗abk Q−b +

∫

dk1

[

g
(2) a a1
k,k1

c−a1
k1

+ 2g
∗ (1) a a1
k,k1

(c−a1
k1

)∗
]

+

+

∫

dk1

[

G
(2) a a1b
k,k1

c−a1
k1

+ 2G
∗ (1) a a1b
k,k1

(c−a1
k1

)∗
]

Q−b + . . .

и

{Q−a,T } =
∂T
∂Q−b

fabcQ−c = fabcF bQ−c + fabc
∫

dk1

[

fa1bk1
c−a1
k1

+ f∗a1bk1
(c−a1

k1
)∗
]Q−c+

+ fabc
∫

dk1dk2

[

G
(1) a1a2b
k1,k2

c−a1
k1

c−a2
k2

+G
(2) a1a2b
k1,k2

(c−a1
k1

)∗c−a2
k2

+G
∗ (1) a1a2b
k1,k2

(c−a1
k1

)∗(c−a2
k2

)∗
]

Q−c + . . . .

Два полученных выше выражения следует подставить в (5.4) и (5.5) соответственно и сравнить
с асимптотическими соотношениями (4.5) и (4.6). В результате получаем первую отличную от
нуля коэффициентную функцию в представлении (5.6):

G
(2) a1a2b
k1,k2

= − i

2
T
(2) b a1 a2
k1,k2

2πδ(Δωk1,k2), (5.7)

и поэтому вместо (5.6) можно теперь написать

T =

∫

dk1dk2G
(2) a1a2b
k1,k2

(c−a1
k1

)∗c−a2
k2

Q−b + . . . . (5.8)
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В силу определения (5.7) функции G(2) a1a2b
k1,k2

и свойства

T
(2)a a1a2
k1,k2

= −T
∗(2) a a2 a1
k2,k1

полной эффективной амплитуды (2.2), которое, напомним, является следствием требования ве-
щественности эффективного гамильтониана, видно, что функция T вещественна, как и должно
быть.
В заключение этого раздела отметим, что асимптотические амплитуды c±a

k (t), определенные
в (3.2), могут быть выражены через исходные амплитуды cak(t), c

∗a
k (t) и цветной заряд Qa(t).

В ведущем приближении это соотношение имеет вид

c±a
k (t) = cak(t) +

i

2

∫

dk1
1

Δωk,k1 ± i0
T
(2) b a a1
k,k1

ca1k1
(t)Qb(t) + . . . .

6. Заключение. В данной работе при помощи уравнений Гамильтона для нормальной бозон-
ной переменной поля и цветного заряда пробной частицы была определена классическая матрица
рассеяния для процесса взаимодействия жесткой цветной частицы с мягкими бозе-возбуждения-
ми кварк-глюонной плазмы. Для этой цели был использован известный подход Захарова—Шуль-
мана, развитый при формализации описания так называемых гамильтоновых волновых систем
различной физической природы. Достаточная универсальность этого подхода позволила разра-
ботать метод построения классической S-матрицы для такого сложного объекта, каким является
существенно неравновесная кварк-глюонная плазма, взаимодействующая с жесткими цветозаря-
женными партонами.
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НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация. Рассматриваются линейные системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных, содержащие малый параметр при одной из старших производных. Установлена связь
между решением сингулярно возмущенной подобным способом задачи и решениями предельной
системы, в которой параметр возмущения обращается в нуль. Исследовано влияние матричного
пучка, составленного из коэффициентов уравнений системы, на разрешимость как исходной, так
и предельной задач. Сформулированы достаточные условия для предельного перехода по пара-
метру от возмущенной системы к предельной. Векторно-матричными методами получены явные
формулы для решений рассматриваемых задач.
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Abstract. In this paper, we consider linear systems of partial differential equations involving a small
parameter as the coefficient of one of higher derivatives and establish a relationship between solutions of
the singularly perturbed problem and solutions of the limit system in which the perturbation parameter
is equal to zero. We examine the influence of the matrix pencil composed of the coefficients of the
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1. Введение. При исследовании проблем разрешимости различных типов дифференциальных
уравнений (обыкновенных или в частных производных) параллельно возникают вопросы о разре-
шимости возмущенных задач для этих же уравнений. Возмущения могут быть как регулярными,
так и сингулярными. В последнем случае соотношения между решениями исходной и возмущен-
ной задачами могут быть весьма различными: от абсолютной несовместимости до «перетекания»
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одного в другое через предельный переход. Ряд примеров такого рода можно найти, например, в
работе А. И. Янушаускаса [8]. Естественно ожидать ещё большего разнообразия для сингулярно
возмущенных систем дифференциальных уравнений в частных производных. Причем, если для
одного дифференциального уравнения необходимо учитывать только свойства дифференциаль-
ного оператора, то при исследовании систем дифференциальных уравнений на их разрешимость
существенно влияет также матричная структура из коэффициентов системы. В данной работе
представлены некоторые классы сингулярно возмущенных систем дифференциальных уравнений
в частных производных, предложена методика их исследования, получены теоремы о связи ре-
шений возмущенной и предельной задач. Статья является продолжением исследований авторов,
начатых в [5, 6].

2. Системы, сводящиеся к уравнениям гиперболического типа. Рассматривается зада-
ча Коши для системы дифференциальных уравнений в частных производных вида:

n∑

j=1

(

bij
∂2ui
∂x2

− aij

(

ε
∂2uj
∂t2

+ α
∂uj
∂t

))

= hi(x, t), (1)

ui(x, 0, ε) = fi(x), (2)
∂ui
∂t

(x, 0, ε) = gi(x), i = 1, . . . , n, (3)

где ui(x, t, ε) ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t � 0), fi(x) ∈ C1(R), gi(x) ∈ C(R), fi(x), gi(x), hi(x, t) абсолютно
интегрируемы по x на R, α > 0, ε > 0—малый параметр.
Задачу (1)–(3) можно переписать в следующей векторно-матричной форме:

B
∂2ū

∂x2
− A

(

ε
∂2ū

∂t2
+ α

∂ū

∂t

)

= h̄(x, t),

ū(x, 0, ε) = f̄(x),
∂ū

∂t
(x, 0, ε) = ḡ(x);

здесь B = ‖bij‖, A = ‖aij‖,

ū(x, t, ε) =

⎛

⎜
⎜
⎝

u1(x, t, ε)
u2(x, t, ε)
. . . . . . . . .
un(x, t, ε)

⎞

⎟
⎟
⎠
, h̄(x, t) =

⎛

⎜
⎜
⎝

h1(x, t)
h2(x, t)
. . . . . . .
hn(x, t)

⎞

⎟
⎟
⎠
, f̄(x) =

⎛

⎜
⎜
⎝

f1(x)
f2(x)
. . . . .
fn(x)

⎞

⎟
⎟
⎠
, ḡ(x) =

⎛

⎜
⎜
⎝

g1(x)
g2(x)
. . . . .
gn(x)

⎞

⎟
⎟
⎠
.

Очевидно, разрешимость задачи (1)–(3) зависит как от свойств дифференциального оператора
∂2

∂x2
−
(

ε
∂2

∂t2
+ α

∂

∂t

)

, так и от свойств матричного пучка (λB+A). Отследить влияние каждого из

этих факторов является задачей данного исследования. При этом для матричного пучка (λB+A)
возможны два существенно разных случая: обратимости и необратимости матрицы B. Финальная
цель исследования — установить связь между решениями исходной (возмущенной) задачи (1)–(3)
и предельной (при ε = 0) задачи (1)–(2), а также получить условия существования этих решений.

2.1. Случай обратимости матрицы B. Пусть в матричном пучке (λB+A) матрица B обратима;
тогда без ограничения общности можно считать ее единичной: B = En.
Известно (см. [3]), что для любой квадратной матрицы A размерности n существует такая

невырожденная матрица T, что

TAT
−1 = Jn =

⎛

⎜
⎜
⎝

λ1Eq1 +Nq1 0 0 . . . 0
0 λ2Eq2 + Nq2 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λμEqμ + Nqμ

⎞

⎟
⎟
⎠

=

= diag
{

λ1Eq1 + Nq1 , λ2Eq2 + Nq2 , . . . , λμEqμ + Nqμ

}

; (4)
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здесь q1 + q2 + ·+ qμ = n, индекс qi при единичных квадратных матрицах Eqi и при жордановых
нильпотентных блоках Nqi означает их размерность qi,

Nqi =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, i = 1, . . . μ, N
qi
qi = Oqi . (5)

Относительно матрицы A будем предполагать выполненным следующее условие:
(A) detA �= 0 и все ее собственные числа λ1, . . . , λμ положительны.
При выполнении условия (A) невырожденной заменой переменных v̄ = T ū задача (1)–(3) приво-
дится к следующему блочно-диагональному виду:

∂2v̄

∂x2
− Jn

(

ε
∂2v̄

∂t2
+ α

∂v̄

∂t

)

= H̄(x, t), (6)

v̄(x, 0, ε) = F̄ (x) = Tf̄(x), (7)
∂v̄

∂t
(x, 0, ε) = Ḡ(x) = Tḡ(x), (8)

H̄(x, t) = Th̄(x, t),

т.е. распадается на μ независимых систем уравнений гиперболического типа (в соответствии с
жордановыми «ящиками» λiEqi +Nqi). Рассмотрим первый блок из q1 уравнений системы (6)–(8)
(остальные блоки исследуются аналогично):

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2v1
∂x2

− λ1

(

ε
∂2v1
∂t2

+ α
∂v1
∂t

)

+ v2 = H1(x, t),

∂2v2
∂x2

− λ1

(

ε
∂2v2
∂t2

+ α
∂v2
∂t

)

+ v3 = H2(x, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂2vq1−1

∂x2
− λ1

(

ε
∂2vq1−1

∂t2
+ α

∂vq1−1

∂t

)

+ vq1 = Hq1−1(x, t),

∂2vq1
∂x2

− λ1

(

ε
∂2vq1
∂t2

+ α
∂vq1
∂t

)

= Hq1(x, t).

(9)

Решая последнее q1-е уравнение этой системы (например, по методике работы [6]), находим:

vq1(x, t, ε) =M
(

x, t, λ1, Fq1(x), Gq1(x),Hq1(x, t)
)

=

= exp

(

−αt
2ε

){

1

2

[

Fq1

(

x− t√
λ1ε

)

+ Fq1

(

x+
t√
λ1ε

)]

+

+
1

2

t/
√
λ1ε∫

−t/
√
λ1ε

[

J0

(
αi

2ε

√

t2 − λ1εξ2
)(
√

λ1εGq1(x− ξ) +
α

2

√

λ1
ε
Fq1(x− ξ)

)

+

+
1

i
J1

(
αi

2ε

√

t2 − λ1εξ2
)

· α
√
λ1t

2
√
ε
√

t2 − λ1εξ2
Fq1(x− ξ)

]

dξ

}

−

− 1

2
√
λ1ε

t∫

0

exp

(

−α(t− τ)

2ε

)
x+ t−τ√

λ1ε∫

x− t−τ√
λ1ε

J0

(
αi

2ε

√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2
)

Hq1(ξ, τ)dξ dτ ; (10)
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здесь J0(ix) и 1
iJ1(ix)—функции Бесселя нулевого и первого порядка мнимого аргумента.

В [6] было доказано предельное соотношение

exp

(

−αt
2ε

){

1

2

[

Fq1

(

x− t√
λ1ε

)

+ Fq1

(

x+
t√
λ1ε

)]

+

+
1

2

t/
√
λ1ε∫

−t/
√
λ1ε

[

J0

(
αi

2ε

√

t2 − λ1εξ2
)(
√

λ1εGq1(x− ξ) +
α

2

√

λ1
ε
Fq1(x− ξ)

)

+

+
1

i
J1

(
αi

2ε

√

t2 − λ1εξ2
)

· α
√
λ1t

2
√
ε
√

t2 − λ1εξ2
Fq1(x− ξ)

]

dξ

}

ε→0+−−−−−→

ε→0+−−−−−→
√
αλ1

2
√
πt

+∞∫

−∞
exp

(

−αλ1(x− ξ)2

4t

)

· Fq1(ξ)dξ = v0j (x, t).

Следуя методике той же работы [6], получаем следующее асимптотическое представление (см. [4]):

1

2
√
λ1ε

exp

(

−α(t− τ)

2ε

)

J0

(
αi

2ε

√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2
)

≈

≈ 1

2
√
παλ1

· 1
4
√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2
· exp

⎛

⎝− αλ1(x− ξ)2

2
(√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2 + (t− τ)
)

⎞

⎠ ·
[

1+O(ε)
]

,

из которого получаем

− 1

2
√
λ1ε

t∫

0

exp

(

−α(t− τ)

2ε

)
x+ t−τ√

λ1ε∫

x− t−τ√
λ1ε

J0

(
αi

2ε

√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2
)

Hq1(ξ, τ)dξdτ ≈

≈ −
t∫

0

x+ t−τ√
λ1ε∫

x− t−τ√
λ1ε

1

2
√
παλ1

4
√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2
×

× exp

⎛

⎝− αλ1(x− ξ)2

2
(√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2 + (t− τ)
)

⎞

⎠Hq1(ξ, τ) ·
[

1 +O(ε)
]

dξ dτ
ε→0+−−−−−→

ε→0+−−−−−→ −
t∫

0

+∞∫

−∞

1

2
√

παλ1(t− τ)
exp

(

−αλ1(x− ξ)2

4(t− τ)

)

Hq1(ξ, τ) dξ dτ.

Таким образом доказано предельное равенство

lim
ε→0+

vq1(x, t, ε) =M0

(

x, t, λ1, Fq1(x),Hq1(x, t)
)

=

√
λ1α

2
√
πt

+∞∫

−∞
exp

(

−λ1α(x− ξ)2

4t

)

Fq1(ξ) dξ−

−
t∫

0

+∞∫

−∞

1

2
√

πλ1α(t− τ)
exp

(

−λ1α(x− ξ)2

4(t− τ)

)

Hq1(ξ, τ) dξ dτ = v0q1(x, t). (11)
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Полученная в пределе функция v0q1(x, t) является решением задачи Коши для предельного q1-го
уравнения системы (9):

⎧

⎨

⎩

αλ1
∂vq1
∂t

=
∂2vq1
∂x2

−Hq1(x, t),

vq1(x, 0) = Fq1(x).

Решая (q1 − 1)-е уравнение системы (9) по формуле (10), находим

vq1−1(x, t, ε) =M
(

x, t, λ1, Fq1−1(x), Gq1−1(x), Hq1−1(x, t)− vq1(x, t, ε)
)

,

и после предельного перехода по формуле (11)

lim
ε→0+

vq1−1(x, t, ε) =M0

(

x, t, λ1, Fq1−1(x), Hq1−1(x, t)− v0q1(x, t)
)

= v0q1−1(x, t)

получаем решение предельной задачи для (q1−1)-го уравнения системы (9) и т. д. Таким образом,
доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если в матричном пучке (λB + A) матрица B = En единичная, а для матрицы
A выполнено условие (A), то для решения задачи (1)–(3) справедливо предельное равенство

lim
ε→0+

ū(x, t, ε) = lim
ε→0+

T
−1v̄(x, t, ε) = T

−1v̄0(x, t) = ū0(x, t),

где ū0(x, t)— решение предельной (ε = 0) задачи (1)–(2).

2.2. Случай необратимости матрицы B. В этом случае будем предполагать, что матричный
пучок (λB+A) регулярен (см. [2,7]), т.е. det(λB+A) �= 0. Тогда существует такая пара невырож-
денных матриц P и Q размерности n, что

P(λB+ A)Q = λ

(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)

+

(
Jd Od×(n−d)

O(n−d)×d En−d

)

,

где Ed и En−d— единичные квадратные матрицы, Od×(n−d) и O(n−d)×d —нулевые прямоугольные
матрицы указанных размерностей, Nn−d = diag{Nm1 , Nm2 , . . . , Nmj , }, Nmi — - жордановы ниль-
потентные блоки размерности mi (см. (5)), n− d = m1 +m2 + · · ·+mj; Jd —квадратная матрица
размерности d жордановой структуры; q1 + q2 + · · · + qμ = d в обозначениях формулы (4). Если
detA �= 0, то все λi �= 0, i = 1, . . . , μ. Величину m̃ = max(m1,m2, . . . ,mj) называют индексом
регулярности матричного пучка (λB+ A) (см. [2, 7]).
Итак, относительно матричного пучка (λB+ A) будем предполагать выполненным условие

(B) пучок (λB+ A) регулярен, detA �= 0 и все числа λ1, . . . , λμ положительны.

При выполнении условия (B) невырожденной заменой ū = Qv̄ задача (1)–(3) приводится к блоч-
но-диагональному виду:

(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)
∂2v̄

∂x2
−
(

Jd Od×(n−d)

O(n−d)×d En−d

)(

ε
∂2v̄

∂t2
+ α

∂v̄

∂t

)

= H̃(x, t), (12)

v̄(x, 0, ε) = F̃ (x) = Q
−1f̄(x),

∂v̄

∂t
(x, 0, ε) = G̃(x) = Q

−1ḡ(x), H̃(x, t) = Ph̄(x, t). (13)

Первые d уравнений системы (12) имеют такой же блочный вид, как система (6), поэтому в
силу теоремы 1 для них задача (12)–(13) обладает предельным свойством. Оставшиеся (n − d)
уравнений системы (12) распадаются на j независимых блоков. Как и выше для системы (6)–(8)
, исследуем один из блоков, а именно, последний (j-й); остальные исследуются аналогично.



44 М. В. ФАЛАЛЕЕВ, И. В. ЗАХАРОВА

Выпишем подсистему из последних mj уравнений системы (12):
⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2vn−mj+2

∂x2
−
(

ε
∂2vn−mj+1

∂t2
+ α

∂vn−mj+1

∂t

)

= H̃n−mj+1(x, t),

∂2vn−mj+1

∂x2
−
(

ε
∂2vn−mj

∂t2
+ α

∂vn−mj

∂t

)

= H̃n−mj+1(x, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂2vn
∂x2

−
(

ε
∂2vn−1

∂t2
+ α

∂vn−1

∂t

)

= H̃n−1(x, t),

−
(

ε
∂2vn
∂t2

+ α
∂vn
∂t

)

= H̃n(x, t).

(14)

Решением последнего уравнения системы (14) является функция

vn(x, t, ε) = M̃
(

x, t, F̃n(x), G̃n(x), H̃n(x, t)
)

=

= − 1

α

t∫

0

(

1− exp
(

−α
ε
(t− τ)

))

H̃n(x, τ) dτ +
ε

α

(

1− exp
(

−α
ε
t
))

G̃n(x) + F̃n(x). (15)

В результате предельного перехода

lim
ε→0+

vn(x, t, ε) = M̃0

(

x, t, F̃n(x), H̃n(x, t)
)

= F̃n(x)− 1

α

t∫

0

H̃n(x, τ) dτ = v0n(x, t) (16)

получаем решение предельного (при ε = 0) уравнения (для последнего уравнения системы (14)).
Решением предпоследнего уравнения системы (14) в соответствии с формулой (15) является

функция

vn−1(x, t, ε) = M̃

(

x, t, F̃n−1(x), G̃n−1(x), H̃n−1(x, t)− ∂2vn
∂x2

)

,

т.е. для разрешимости системы (14) требуется повышенная гладкость по пространственной пере-
менной от входных данных задачи (1)–(3), а именно, fi(x), gi(x), h(x, t) ∈ C2(m̃−1)(R), где m̃—
индекс регулярности матричного пучка (λB+ A) (см. [2, 7]). После предельного перехода в соот-
ветствии с формулой (16) получаем решение

lim
ε→0+

vn−1(x, t, ε) = M̃0

(

x, t, F̃n−1(x), H̃n−1(x, t)− ∂2v0n
∂x2

)

= v0n−1(x, t)

предельной задачи для предпоследнего уравнения системы (14) и т. д. Таким образом, доказана
следующая теорема.

Теорема 2. Если для матричного пучка (λB+A) выполнено условие (B), fi(x), gi(x), h(x, t) ∈
C2(m̃−1)(R1), где m̃— индекс регулярности матричного пучка (λB + A), то для решения зада-
чи (1)–(3) справедливо предельное равенство

lim
ε→0+

ū(x, t, ε) = lim
ε→0+

Qv̄(x, t, ε) = Qv̄0(x, t) = ū0(x, t),

где ū0(x, t)— решение предельной (ε = 0) задачи (1)–(3).

Замечание 1. Повышенная гладкость на входные данные задачи является проявлением свой-
ства необратимости матрицы B. В случае нарушения этих условий задача (1)–(3) окажется нераз-
решимой в данных условиях, но можно ставить вопрос о ее разрешимости в пространстве рас-
пределений (см. [1]).

Замечание 2. Очевидно, для разрешимости предельной задачи условие (3) не нужно.
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3. Системы, сводящиеся к уравнениям эллиптического типа. Изложенная методика
применима к исследованию задачи Дирихле в полупространстве t > 0 для системы дифферен-
циальных уравнений в частных производных вида

n∑

j=1

(

bij

(
∂2uj
∂x21

+
∂2uj
∂x22

)

+ aij

(

ε
∂2uj
∂t2

− α
∂uj
∂t

))

= hi(x1, x2, t), (17)

ui(x1, x2, 0, ε) = fi(x1, x2), i = 1, . . . , n, (18)

где ui(x1, x2, t, ε) ∈ C2(t > 0) ∩ C(t � 0), fi(x1, x2) ∈ C(R2), hi(x1, x2, t) ∈ C(R3), fi(x1, x2),
hi(x1, x2, t) абсолютно интегрируемы по x1, x2 на R

2, α > 0, ε > 0—малый параметр.
Перепишем задачу (17)–(18) в векторно-матричном виде:

BΔ2ū+ A

(

ε
∂2ū

∂t2
− α

∂ū

∂t

)

= h̄(x1, x2, t), ū(x1, x2, 0, ε) = f̄(x1, x2),

где, как и выше, B = ‖bij‖, A = ‖aij‖, Δ2 =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
,

ū(x1, x2, t, ε) =

⎛

⎜
⎜
⎝

u1(x1, x2, t, ε)
u2(x1, x2, t, ε)
. . . . . . . . . . . . .
un(x1, x2, t, ε)

⎞

⎟
⎟
⎠
, h̄(x1, x2, t) =

⎛

⎜
⎜
⎝

h1(x1, x2, t)
h2(x1, x2, t)
. . . . . . . . . . .
hn(x1, x2, t)

⎞

⎟
⎟
⎠
, f̄(x1, x2) =

⎛

⎜
⎜
⎝

f1(x1, x2)
f2(x1, x2)
. . . . . . . . .
fn(x1, x2)

⎞

⎟
⎟
⎠
.

3.1. Случай обратимости матрицы B. Пусть в матричном пучке (λB + A) матрица B = En

единичная, а для матрицы A выполнено условие (A). Заменой переменных v̄ = T ū задача (17)–
(18) приводится к блочно-диагональному виду:

Δ2v̄ + Jn

(

ε
∂2v̄

∂t2
− α

∂v̄

∂t

)

= H̄(x1, x2, t), (19)

v̄(x1, x2, 0, ε) = F̄ (x1, x2) = Tf̄(x1, x2), (20)

H̄(x1, x2, t) = Th̄(x1, x2, t),

т.е. распадается на μ независимых систем уравнений эллиптического типа. Рассмотрим первый
блок из q1 уравнений системы (19)–(20):

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ2v1 + λ1

(

ε
∂2v1
∂t2

− α
∂v1
∂t

)

+ v2 = H1(x1, x2, t),

Δ2v2 + λ1

(

ε
∂2v2
∂t2

− α
∂v2
∂t

)

+ v3 = H2(x1, x2, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Δ2vq1−1 + λ1

(

ε
∂2vq1−1

∂t2
− α

∂vq1−1

∂t

)

+ vq1 = Hq1−1(x1, x2, t),

Δ2vq1 + λ1

(

ε
∂2vq1
∂t2

− α
∂vq1
∂t

)

= Hq1(x1, x2, t).

(21)

Решением последнего уравнения системы (21) является функция следующего вида:

vq1(x1, x2, t, ε) = V
(

x1, x2, t, Fq1(x1, x2),Hq1(x1, x2, t)
)

=

=
λ1t

4π

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
Fq1(y1, y2)

2ε+ α
√

λ1ε
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ t2

(√

λ1ε
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ t2
)3 ×



46 М. В. ФАЛАЛЕЕВ, И. В. ЗАХАРОВА

× exp

⎛

⎜
⎝− αλ1

(

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2
)

2
(

t+
√

λ1ε
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ t2
)

⎞

⎟
⎠ dy1 dy2−

− 1

4π

t∫

0

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

Hq1(y1, y2, τ)
(√

λ1ε
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ (t− τ)2
)3×

× exp

⎛

⎜
⎝− αλ1

(

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2
)

2
(

t− τ +
√

λ1ε
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ (t− τ)2
)

⎞

⎟
⎠ dy1 dy2 dτ. (22)

Отсюда после предельного перехода получаем

lim
ε→0+

vq1(x1, x2, t, ε) = V0

(

x1, x2, t, Fq1(x1, x2),Hq1(x1, x2, t)
)

=

=
αλ1
4πt

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
Fq1(y1, y2) exp

(

−αλ1
4t

(

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2
)
)

dy1 dy2−

− 1

4π

t∫

0

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

Hq1(y1, y2, τ)

(t− τ)
exp

(

− αλ1
4(t− τ)

(

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2
)
)

dy1 dy2 dτ =

= v0q1(x1, x2, t). (23)

Очевидно, функция v0q1(x1, x2, t) является решением следующей задачи Коши для уравнения теп-
лопроводности, которое является предельным для q1-го уравнения системы (21):

⎧

⎨

⎩

αλ1
∂vq1
∂t

= Δ2vq1 −Hq1(x1, x2, t),

vq1(x1, x2, 0) = Fq1(x1, x2).

Выпишем далее по формуле (22) решение (q1 − 1)-го уравнения системы (21):

vq1−1(x1, x2, t, ε) = V
(

x1, x2, t, Fq1−1(x1, x2), Hq1−1(x1, x2, t)− vq1(x1, x2, t, ε)
)

.

Осуществив предельный переход по формуле (23), получим решение

lim
ε→0+

vq1−1(x1, x2, t, ε) = V0

(

x1, x2, t, Fq1−1(x1, x2), Hq1−1(x1, x2, t)−v0q1(x1, x2, t)
)

= v0q1−1(x1, x2, t)

предельной задачи для (q1 − 1)-го уравнения системы (21) и т. д. Таким образом, доказана сле-
дующая теорема.

Теорема 3. Если в матричном пучке (λB + A) матрица B = En единичная, а для матрицы
A выполнено условие (A), то для решения задачи (17)–(18) справедливо предельное равенство

lim
ε→0+

ū(x1, x2, t, ε) = lim
ε→0+

T
−1v̄(x1, x2, t, ε) = T

−1v̄0(x1, x2, t) = ū0(x1, x2, t),

где ū0(x1, x2, t)— решение предельной (ε = 0) задачи (17)–(18).

Замечание 3. Теоремы 1 и 3 обобщают результаты авторов, представленные в [6]. А именно,
во-первых, в [6] рассматривались системы уравнений с нулевой правой частью (т.е. однородные);
во-вторых, предполагалось, что все элементарные делители матрицы A имеют степень 1. В этом
случае жорданова форма матрицы A имеет диагональный вид и соответственно системы (1)–(3)
и (17)–(18) после описанных выше невырожденных замен переменных распадаются на n незави-
симых уравнений.
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3.2. Случай необратимости матрицы B. В этом случае при сформулированных условиях для
задачи (17)–(18) предельные соотношения не выполняются. Действительно, предполагая выпол-
ненным условие (B), невырожденной заменой переменных ū = Qv̄ задачу (17)–(18) сведем к
блочно-диагональному виду

(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)

Δ2v̄ +

(
Jd Od×(n−d)

O(n−d)×d En−d

)(

ε
∂2v̄

∂t2
− α

∂v̄

∂t

)

= H̃(x1, x2, t), (24)

v̄(x1, x2, 0, ε) = F̃ (x1, x2) = Q
−1f̄(x1, x2), H̃(x1, x2, t) = Ph̄(x1, x2, t). (25)

Очевидно, блок из первых d уравнений системы (24) имеет вид задачи (19)–(20), а значит, облада-
ет предельным свойством, но оставшиеся j блоков из (n−d) уравнений (именно они заключают в
себе влияние необратимости матрицы B) уже не обладают требуемыми предельными свойствами.
Это легко увидеть исследовав, например, как и выше, последний j-й блок уравнений системы (24).
Он имеет вид

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ2vn−mj+2 +

(

ε
∂2vn−mj+1

∂t2
− α

∂vn−mj+1

∂t

)

= H̃n−mj+1(x1, x2, t),

Δ2vn−mj+1 +

(

ε
∂2vn−mj

∂t2
− α

∂vn−mj

∂t

)

= H̃n−mj+1(x1, x2, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Δ2vn +

(

ε
∂2vn−1

∂t2
− α

∂vn−1

∂t

)

= H̃n−1(x1, x2, t),

(

ε
∂2vn
∂t2

− α
∂vn
∂t

)

= H̃n(x1, x2, t).

Решением последнего уравнения этой системы является функция

vn(x1, x2, t, ε) =
1

α

t∫

0

(

exp
(α

ε
(t− τ)

)

− 1
)

H̃n(x1, x2, τ)dτ+

+
ε

α

(

exp
(α

ε
t
)

− 1
)

v̇n(x1, x2, 0, ε) + F̃n(x1, x2)
ε→0+−−−−−→ ∞.

Замечание 4. Эффекты такого рода встречаются и для отдельных типов уравнений в част-
ных производных (и не только); примеры можно найти в [8].

4. Заключение. Таким образом, можно утверждать, что среди задач для систем уравнений с
частными производными, содержащих малый параметр в главной части, существуют специаль-
ные класс систем, имеющих регулярную асимптотику, и, как следствие, допускающие применение
методов регулярной теории возмущений для построения их асимптотического решения.
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5. Инварианты однородных систем произвольного нечетного порядка

5.1. Введение. Нахождение достаточного количества тензорных инвариантов (не только авто-
номных первых интегралов), как известно [14,15,83], облегчает исследование, а иногда позволяет
точно проинтегрировать систему дифференциальных уравнений. Например, наличие инвариант-
ной дифференциальной формы фазового объема позволяет уменьшить количество требуемых
первых интегралов. Для консервативных (в частности, гамильтоновых) систем этот факт есте-
ствен, когда фазовый поток сохраняет объем с гладкой (или постоянной) плотностью.

Сложнее (в смысле гладкости инвариантов) дело обстоит для систем, обладающих притяги-
вающими или отталкивающими предельными множествами. Для таких систем коэффициенты
искомых инвариантов должны, вообще говоря, включать функции, обладающие существенно
особыми точками.

Как и в разделах 1–4 наш подход состоит в том, что для точного интегрирования автономной
системы порядка m надо знать m−1 независимый тензорный инвариант. При этом для достиже-
ния точной интегрируемости приходится соблюдать также ряд дополнительных условий на эти
инварианты.

Важные случаи интегрируемых систем с конечным числом степеней свободы в неконсерва-
тивном поле сил уже рассматривались в работах автора [4, 5, 41, 42]. Настоящее исследование
распространяет результаты этих работ на более широкий класс динамических систем. При этом
в этих работах упор делался на нахождение достаточного количества именно первых интегралов.
Но, как известно, иногда полного набора первых интегралов для систем может и не быть, зато
достаточное количество инвариантных форм может быть обеспечено.

Для систем классической механики понятия «консервативность», «силовое поле», «диссипа-
ция» и др. вполне естественны. Поскольку в данной работе изучаются динамические системы на
касательном расслоении к гладкому многообразию (пространству положений), уточним данные
понятия для таких систем.

Анализ «в целом» начинается с исследования приведенных уравнений геодезических на n-
мерной поверхности, левые части которых при правильной параметризации представляют собой
записи координат ускорения движения материальной частицы по такой поверхности, а правые
части приравнены к нулю. Соответственно, величины, которые ставятся в дальнейшем в пра-
вую часть, можно рассматривать как некоторые обобщенные силы. Такой подход традиционен
для классической механики, а теперь он естественно распространяется на более общий случай
касательного расслоения к гладкому многообразию. Последнее позволяет, в некотором смысле,
конструировать «силовые поля». Так, например, введя в систему коэффициенты, линейные по
одной из координат (по одной из квазискоростей системы) касательного пространства, получим
силовое поле с диссипацией разного знака (в зависимости от знака самого коэффициента).

И хотя словосочетание «диссипация разного знака» несколько противоречиво, тем не менее,
будем его употреблять. Учитывая при этом, что в математической физике диссипация «со знаком
«плюс» — это рассеяние полной энергии в обычном смысле, а диссипация «со знаком «минус» —
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это своеобразная «подкачка» энергии (при этом в механике силы, обеспечивающие рассеяние
энергии называются диссипативными, а силы, обеспечивающие подкачку энергии называются
разгоняющими).

Консервативность для систем на касательных расслоениях можно понимать в традиционном
смысле, но мы добавим к этому следующее. Будем говорить, что система консервативна, если она
обладает полным набором гладких первых интегралов, что говорит о том, что она не обладает
притягивающими или отталкивающими предельными множествами. Если же она последними
обладает, то будем говорить, что система в той или иной области фазового пространства обладает
диссипацией какого-то знака. Как следствие этого — обладание системы хотя бы одним первым
интегралом (если они вообще есть) с существенно особыми точками.

В данной работе силовое поле разделяется на так называемые внутреннее и внешнее. Внутрен-
нее поле характерно тем, что оно не меняет консервативности системы. А внешнее может вносить
в систему диссипацию разного знака. Заметим также, что вид внутренних силовых полей заим-
ствован из классической пространственной динамики твердого тела.

В данном разделе 5 приведены первые интегралы, а также инвариантные дифференциальные
формы классов однородных по части переменных динамических систем произвольного нечетно-
го (2n + 1)-порядка, в которых может быть выделена система с n степенями свободы на своем
2n-мерном многообразии. При этом силовое поле разделяется на внутреннее (консервативное) и
внешнее, которое обладает так называемой знакопеременной диссипацией. Внешнее поле вводится
с помощью некоторого унимодулярного преобразования и обобщает силовые поля, рассматрива-
емые ранее.

5.2. Некоторые примеры из динамики n-мерного твердого тела в неконсерватив-
ном поле сил. Рассмотрим движение однородного осесимметричного n-мерного твердого тела
с передним плоским торцом ((n − 1)-мерным диском) в неконсервативном поле сил в условиях
квазистационарности. Пусть (v, α, β1, . . . , βn−2)— (обобщенные) сферические координаты векто-
ра скорости некоторой характерной точки D твердого тела (D—центр n-мерного диска, лежа-
щий на оси симметрии тела), Ω— тензор угловой скорости тела, Dx1 . . . xn — система координат,
связанная с телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C —центр масс), а оси
Dx2, . . . ,Dxn лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, . . . , In = I2, m — инерционно-
массовые характеристики.

Тогда та часть динамических уравнений движения тела (в том числе, и в случае аналитиче-
ских функций Чаплыгина [8, 19]), которые описывают движение центра масс и соответствуют
пространству R

n, при котором касательные силы воздействия среды на (n − 1)-мерный диск
отсутствуют, примет вид:

d

dt

⎛
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, (5.2.1)

где Fx = −S, S = s(α)v2, σ = CD, v > 0.
Вспомогательная матрица для вычисления момента неконсервативной силы имеет вид

(

0 x2N x3N . . . xnN
−S 0 0 . . . 0

)

, (5.2.2)
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тогда та часть динамических уравнений движения тела, которые описывают движение тела во-
круг центра масс и соответствуют алгебре Ли so(n), может быть представлена в виде

(I1 + (n− 3)I2)ω̇1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r1 + (−1)n+1(I1 − I2)Wn−1(Ω) = (−1)nxnN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2−1 = 0, (5.2.3)

(n− 2)I2ω̇r2 + (−1)n(I1 − I2)Wn−2(Ω) = (−1)n−1xn−1,N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇rn−2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇rn−2 + (I1 − I2)W2(Ω) = −x3N
(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 + (I2 − I1)W1(Ω) = x2N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α)v2.

Таким образом, фазовым пространством системы (5.2.1), (5.2.3) порядка n(n + 1)/2 является
прямое произведение n-мерного многообразия на алгебру Ли so(n): R1 × S

n−1 × so(n).
Сразу же заметим, что система (5.2.1), (5.2.3), в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = . . . = In, обладает циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1 = const, . . . , ωks ≡ ω0

ks = const, s =
(n− 1)(n − 2)

2
. (5.2.4)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
k1 = . . . = ω0

ks = 0. (5.2.5)

Если же рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следя-
щей силы T , лежащей на прямой CD = Dx1 и обеспечивающей во все время движения выполне-
ние равенства (V C — скорость центра масс, см. также [54,57, 60])

V C ≡ const, (5.2.6)

то в системе (5.2.1), (5.2.3) вместо Fx должна стоять величина, тождественно равная нулю, по-
скольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил: T − s(α)v2 ≡ 0.

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (5.2.7)

Случай (5.2.7) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности
отделения независимой подсистемы порядка 2(n − 1) после некоторого преобразования системы
(5.2.1), (5.2.3) порядка n(n+ 1)/2.

Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) =

=

n−1∑

i,j=0, i�j

τi,j

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

ωriωrj = T1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

v2, ωr0 = v. (5.2.8)
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Для этого преобразуем величины ωr1 , . . . , ωrn−1 посредством композиции (n− 2)-х поворотов:
⎛

⎜
⎜
⎝

z1
z2
. . .
zn−1

⎞

⎟
⎟
⎠

= Tn−2,n−1(−β1) ◦ Tn−3,n−2(−β2) ◦ . . . ◦ T1,2(−βn−2)

⎛

⎜
⎜
⎝

ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

⎞

⎟
⎟
⎠
, (5.2.9)

где матрица Tk,k+1(β), k = 1, . . . , n−2, получена из единичной наличием минора второго порядка
Mk,k+1:

Tk,k+1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (5.2.10)

Mk,k+1 =

(

mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)

, mk,k = mk+1,k+1 = cos β, mk+1,k = −mk,k+1 = sin β.

В частности, при n = 5 справедливы следующие соотношения:
z1 = ω4 cosβ3 + ω7 sinβ3,

z2 = (ω7 cos β3 − ω4 sin β3) cos β2 + ω9 sin β2,

z3 = [(−ω7 cos β3 + ω4 sin β3) sin β2 + ω9 cos β2] cos β1 + ω10 sin β1,

z4 = [(ω7 cos β3 − ω4 sin β3) sin β2 − ω9 cos β2] sin β1 + ω10 cosβ1.

(5.2.11)

Систему (5.2.1), (5.2.3) в случаях (5.2.4), (5.2.5) можно переписать в виде

v̇ + σ

(
n−1∑

s=1

z2s

)

cosα− σ
v2

(n− 2)I2
s(α) sinα · Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

=
T1
(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

v2 − s(α)v2

m
cosα, (5.2.12)

α̇v + zn−1v − σ

(
n−1∑

s=1

z2s

)

sinα− σ
v2

(n− 2)I2
s(α) cosα · Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

=
s(α)v2 − T1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω
v

)

v2

m
sinα, (5.2.13)

β̇1 sinα− zn−2 cosα− σv

(n− 2)I2
s(α) ·Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= 0. (5.2.14)

β̇2 sinα sin β1 + zn−3 cosα− σv

(n− 2)I2
s(α) ·Δv,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= 0, (5.2.15)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−2 sinα sin β1 . . . sin βn−3 + (−1)nz1 cosα−

− σv

(n− 2)I2
s(α) ·Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= 0, (5.2.16)

ω̇r1 = (−1)n
v2

(n− 2)I2
xnN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α), (5.2.17)

ω̇r2 = (−1)n+1 v2

(n− 2)I2
x(n−1)N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α), (5.2.18)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ω̇rn−1 =
v2

(n− 2)I2
x2N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α). (5.2.19)
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Здесь введены следующие функции:

Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= (rN , iN

(

β1 +
π

2
, β2, . . . , βn−2

)

),

Δv,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= (rN , iN

(π

2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

)

),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Δv,n−3

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= (rN , iN

(π

2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

)

),

Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= (rN , iN

(π

2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

)

),

а функция Γv (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= |rN | = (rN , iN (β1, . . . , βn−2)) =

= 0 · cos π
2
+

n∑

s=2

xsN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

isN (β1, . . . , βn−2).

Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n, (i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0) — компоненты единичного векто-
ра по оси вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n − 2)-мерной сфере S

n−2{β1, . . . , βn−2}, задан-
ной равенством α = π/2, как экваториальном сечении соответствующей (n − 1)-мерной сферы
S
n−1{α, β1, . . . , βn−2}.
Таким образом,

iN (β1, . . . , βn−2) = iv

(π

2
, β1, . . . , βn−2

)

,

а вектор iv (α, β1, . . . , βn−2) определяется следующим образом:

iv (α, β1, . . . , βn−2) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cosα
sinα cos β1

sinα sin β1 cosβ2
. . .

sinα sin β1 . . . sin βn−3 cosβn−2

sinα sin β1 . . . sin βn−2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

— единичный вектор по оси вектора v.
Введя далее новые фазовые переменные и дифференцирование по формулам zk = n1vZk, k =

1, . . . , n − 1, < · >= n1v <
′>, n1 > 0, n1 = const, система (5.2.12)–(5.2.19) приведется к следую-

щему виду:
v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (5.2.20)

α′ = −Zn−1 + σn1

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

−T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (5.2.21)

Z ′
n−1 =

s(α)

(n − 2)I2n21
· Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

(
n−2∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

{
n−2∑

s=1

(−1)sZn−1−sΔv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

}

−

−Zn−1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.22)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
×
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×
{

Zn−1Δv,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) +

n−2∑

s=2

(−1)s+1Zn−1−sΔv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
cos β1
sin β1

}

−

− s(α)

(n− 2)I2n
2
1

·Δv,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−2 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.23)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−
(

n−4∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

{

Δv,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

[

−Zn−1 + Zn−2
cos β1
sin β1

]

+

+

n−2∑

s=3

(−1)sZn−1−sΔv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
1

sin β1

cos β2
sin β2

}

+

+
s(α)

(n− 2)I2n21
·Δv,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−3 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.24)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
(−1)n+1Δv,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

{
n−1∑

s=2

(−1)sZn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+

+(−1)n
s(α)

(n− 2)I2n21
Δv,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Z1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.25)

β′1 = Zn−2
cosα

sinα
+

σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sinα
Δv,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (5.2.26)

β′2 = −Zn−3
cosα

sinα sin β1
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1
Δv,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (5.2.27)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−2 = (−1)n+1Z1
cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−3
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sin β1 . . . sin βn−3
Δv,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (5.2.28)

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1
(

n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) +

T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
cosα.

Видно, что в системе (5.2.20)–(5.2.28) порядка 2(n− 1) + 1 может быть выделена независимая
подсистема (5.2.21)–(5.2.28) порядка 2(n − 1), которая может быть самостоятельно рассмотрена
на своем 2(n − 1)-мерном фазовом пространстве. В частности, при выполнении условия (5.2.7)
только что рассмотренный прием выделения независимой подсистемы порядка 2(n − 1) также
возможен.

Система (5.2.20)–(5.2.28) содержит динамические уравнения движения n-мерного твердого те-
ла. При отсутствии силового поля (формально при s(α) ≡ T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ≡ 0) она при-
мет вид

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1
(

Z2
1 + . . . + Z2

n−1

)

cosα, (5.2.29)

α′ = −Zn−1 + σn1

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα, (5.2.30)
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Z ′
n−1 = −

(
n−2∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα
+ σn1Zn−1

(

Z2
1 + . . .+ Z2

n−1

)

cosα, (5.2.31)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ σn1Zn−2

(

Z2
1 + . . .+ Z2

n−1

)

cosα, (5.2.32)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−
(

n−4∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+σn1Zn−3

(

Z2
1 + . . .+ Z2

n−1

)

cosα, (5.2.33)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+ σn1Z1

(

Z2
1 + . . . + Z2

n−1

)

cosα, (5.2.34)

β′1 = Zn−2
cosα

sinα
, (5.2.35)

β′2 = −Zn−3
cosα

sinα sin β1
, (5.2.36)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−2 = (−1)n+1Z1
cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−3
. (5.2.37)

5.2.1. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил от тензора угловой
скорости. Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [8,19], динамические функции s,
x2N , . . . , xnN примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, rN = R(α)iN , R(α) = A sinα, A,B > 0, (5.2.38)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момен-
та неконсервативных сил от тензора угловой скорости (имеется лишь зависимость от углов
α, β1, . . . , βn−2).

При этом функции Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ,Δv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , s = 1, . . . , n − 2, входя-
щие в систему (5.2.20)–(5.2.28), примут следующий вид:

Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) = R(α) = A sinα, Δv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ≡ 0, s = 1, . . . , n− 2.

Тогда, благодаря условиям (5.2.6), (5.2.38) преобразованная динамическая часть уравнений
движения (система (5.2.20)–(5.2.28)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (5.2.39)

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα+ b sinα cos2 α, (5.2.40)

Z ′
n−1 = sinα cosα−

(
n−2∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα
+ bZn−1

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZn−1 sin
2 α cosα, (5.2.41)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+bZn−2

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα−bZn−2 sin
2 α cosα, (5.2.42)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

−

−
(

n−4∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+ bZn−3

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZn−3 sin
2 α cosα, (5.2.43)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+
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+bZ1

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZ1 sin
2 α cosα, (5.2.44)

β′1 = Zn−2
cosα

sinα
, (5.2.45)

β′2 = −Zn−3
cosα

sinα sin β1
, (5.2.46)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−3 = (−1)nZ2
cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−4
, (5.2.47)

β′n−2 = (−1)n+1Z1
cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−3
, (5.2.48)

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b
(

n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα+ b sin2 α cosα,

при этом выбирая, как и выше, безразмерный параметр b и постоянную n1 следующим образом:
b = σn0, n

2
0 = AB/(n− 2)I2, n1 = n0.

Итак, система (5.2.39)–(5.2.48) может быть рассмотрена на своем фазовом (2n − 1)-мерном
многообразии W1 = R

1
+{v} × TSn−1{Z1, . . . , Zn−1, 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 <

π, 0 � βn−2 < 2π}, т.е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение к
(n − 1)-мерной сфере S

n−1{ 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 < π, 0 � βn−2 < 2π}.
Теорема 5.1. Система (5.2.39)–(5.2.48) обладает n+2 независимыми первыми интегралами

(полным набором), n + 1 из которых являются трансцендентными функциями с точки зре-
ния комплексного анализа. При этом эти интегралы выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

Здесь (как и в разделах 1–4) необходимо привести важное замечание. Дело в том, что с точки
зрения теории элементарных функций полученный первый интеграл является трансцендентным
(т.е. не алгебраическим). В данном же случае трансцендентность понимается в смысле теории
функций комплексного переменного, когда у функции, после ее формального продолжения в
комплексную область, имеются существенно особые точки, соответствующие притягивающим и
отталкивающим предельным множествам рассматриваемой динамической системы.

5.2.2. Случай зависимости момента неконсервативных сил от тензора угловой скорости.
Дальнейший пример посвящен случаю движения при наличии зависимости момента действу-
ющих сил от тензора угловой скорости. Поэтому введем такую зависимость.

Пусть x = (x1N , . . . , xnN )—координаты точки N приложения неконсервативной силы (воз-
действия среды) на (n − 1)-мерный диск, Q = (Q1, . . . , Qn)—компоненты силы S «воздей-
ствия среды», не зависящие от тензора угловой скорости. Будем вводить зависимость функций
(x1N , . . . , xnN ) от тензора угловой скорости лишь линейным образом, поскольку само данное вве-
дение априори не очевидно.

Итак, примем следующую зависимость: x = Q + R, где R = (R1, . . . , Rn)— вектор-функция,
содержащая компоненты тензора угловой скорости. При этом зависимость функции R от компо-
нент тензора угловой скорости — гироскопическая:

R =

⎛

⎜
⎜
⎝

R1

R2

. . .
Rn

⎞

⎟
⎟
⎠

= −1

v
Ωh, h =

⎛

⎜
⎜
⎝

h1
h2
. . .
hn

⎞

⎟
⎟
⎠
. (5.2.49)

Здесь Ω— тензор угловой скорости, (h1, . . . , hn)—некоторые положительные параметры.
Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡ 0, то x2N = Q2 − h1ωrn−1/v, x3N =

Q3+h1ωrn−2/v, . . . , xnN = Qn+(−1)n+1h1ωr1/v. Здесь ωr1 , . . . , ωrn−1 — оставшиеся, вообще говоря,
ненулевые компоненты тензора угловой скорости Ω.
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Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [8, 19] допустим равенство Q = R(α)iN ,
а динамические функции s, x2N , . . ., xnN примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, rN = Q− 1

v
Ωh, R(α) = A sinα, A,B > 0, (5.2.50)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от компонент тензора угловой
скорости). Причем h2 = . . . = hn в силу динамической симметрии тела.

При этом функции Γv (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) ,Δv,s (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) , s = 1, . . . , n − 2, входя-
щие в систему (5.2.21)–(5.2.28), примут следующий вид:

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= A sinα− h1
v
zn−1,

Δv,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=
h1
v
zn−2, (5.2.51)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Δv,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= (−1)n+1h1
v
z1.

Тогда, благодаря условиям (5.2.6), (5.2.50) преобразованная динамическая часть уравнений
движения (система (5.2.20)–(5.2.28)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (5.2.52)

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

sinα+ b sinα cos2 α− bH1Zn−1 cos
2 α, (5.2.53)

Z ′
n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)

(
n−2∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα
+

+bZn−1

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZn−1 sin
2 α cosα+ bH1Z

2
n−1 sinα cosα−H1Zn−1 cosα, (5.2.54)

Z ′
n−2 = (1 + bH1)Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+ (1 + bH1)

(
n−3∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+bZn−2

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZn−2 sin
2 α cosα+ bH1Zn−2Zn−1 sinα cosα−H1Zn−2 cosα, (5.2.55)

Z ′
n−3 = (1 + bH1)Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− (1 + bH1)Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−

−(1 + bH1)

(
n−4∑

s=1

Z2
s

)

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+bZn−3

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZn−3 sin
2 α cosα+ bH1Zn−3Zn−1 sinα cosα−H1Zn−3 cosα, (5.2.56)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα

{
n−2∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+

+bZ1

(
n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα− bZ1 sin
2 α cosα+ bH1Z1Zn−1 sinα cosα−H1Z1 cosα, (5.2.57)

β′1 = (1 + bH1)Zn−2
cosα

sinα
, (5.2.58)
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β′2 = −(1 + bH1)Zn−3
cosα

sinα sinβ1
, (5.2.59)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−3 = (−1)n(1 + bH1)Z2
cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−4
, (5.2.60)

β′n−2 = (−1)n+1(1 + bH1)Z1
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
, (5.2.61)

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b
(

n−1∑

s=1

Z2
s

)

cosα+ b sin2 α cosα− bH1Zn−1 sinα cosα,

при этом выбирая безразмерные параметры b, H1 и постоянную n1 следующим образом: b =
σn0, n

2
0 = AB/(n − 2)I2, H1 = Bh1/(n− 2)I2n0, n1 = n0.

Итак, система (5.2.52)–(5.2.61) может быть рассмотрена на своем фазовом (2n − 1)-мерном
многообразии W1 = R

1
+{v} × TSn−1{Z1, . . . , Zn−1, 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 <

π, 0 � βn−2 < 2π}, т.е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение к
(n − 1)-мерной сфере S

n−1{ 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 < π, 0 � βn−2 < 2π}.
Теорема 5.2. Система (5.2.52)–(5.2.61) обладает n+2 независимыми первыми интегралами

(полным набором), n + 1 из которых являются трансцендентными функциями с точки зре-
ния комплексного анализа. При этом эти интегралы выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

Здесь (как и в разделах 1–4) необходимо повторить важное замечание. С точки зрения теории
элементарных функций полученный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не алгеб-
раическим). В данном же случае трансцендентность понимается в смысле теории функций ком-
плексного переменного, когда у функции, после ее формального продолжения в комплексную
область, имеются существенно особые точки, соответствующие притягивающим и отталкиваю-
щим предельным множествам рассматриваемой динамической системы, хотя рассматриваемые
первые интегралы являются действительными функциями.

5.3. Системы порядка (2n+1) при отсутствии внешнего силового поля. Пусть v, α, β =
(β1, . . . , βn−1), z = (z1, . . . , zn)—фазовые переменные в гладкой динамической системе, правые
части которой — однородные полиномы по переменным v, z с коэффициентами, зависящими от
α, β следующим образом:

(v̇, żn, . . . , ż1, vα̇, vβ̇1, . . . , vβ̇n−1)
T = A(α, β)P,

P T = (v2, vzn, . . . , vz1, z
2
n, znzn−1, . . . , znz1, z

2
n−1, zn−1zn−2, . . . , zn−1z1, . . . , z

2
2 , z2z1, z

2
1),

(5.3.1)

где A(α, β)—матрица размером (2n+ 1)× (n+ 1)(n+ 2)/2 (система, аналогичная (1.3.1), (2.3.1),
(3.3.1), (4.3.1)).

Тогда, выбирая новую независимую переменную q (dq = vdt, d/dq =<′>, v �= 0), а также
новые фазовые переменные Zk, zk = Zkv, k = 1, . . . , n, Z = (Z1, . . . , Zn), систему (5.3.1) можно
переписать в следующем виде:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = Av(α, β)Q,

QT = (1, Zn, . . . , Z1, Z
2
n, ZnZn−1, . . . , ZnZ1, Z

2
n−1, Zn−1Zn−2, . . . , Zn−1Z1, . . . , Z

2
2 , Z2Z1, Z

2
1 ),

(5.3.2)

(Z ′
n, . . . , Z

′
1, α

′, β′1, . . . , β
′
n−1)

T = Â(α, β)Q − (ZnΨ(α,Z), . . . , Z1Ψ(α,Z), 0, . . . , 0)T , (5.3.3)

где Av(α, β)—первая строка матрицы A(α, β), а Â(α, β)—матрица A(α, β) без первой строки, т.е.

A(α, β) =

(
Av(α, β)

Â(α, β)

)

.

При этом уравнение (5.3.2) на v отделяется, что дает возможность рассматривать 2n
оставшихся уравнений в качестве системы (5.3.3) на 2n-мерном фазовом многообразии
N2n{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1}.
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В данном разделе мы ограничимся следующим важным частным случаем системы (5.3.2),
(5.3.3) порядка 2n+ 1:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ̃(α)fn(α), Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
, Δ(α) =

δ(α)

fn(α)
, (5.3.4)

α′ = fn(α)Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n)δ(α),

Z ′
n = −fn(α) [Γα

αα(α, β) +Dfn(α)]Z
2
n − f21 (α)

fn(α)
Γα
11(α, β)Z

2
n−1−

− f22 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . . − f2n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − ZnΨ(α,Z) = ζn(Z;α, β),

Z ′
n−1 = −fn(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +Df1(α)

]

Zn−1Zn − f22 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . . − f2n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Zn−1Ψ(α,Z) = ζn−1(Z;α, β),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −fn(α)

[

2Γn−2
α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)

]

Z2Zn−

− f1(α)
[

2Γn−2
1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)

]

Z2Zn−1 − . . .

. . . − fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[

2Γn−2
n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)

]

Z2Z3−

− f2n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)Z

2
1−

− Z2Ψ(α,Z) = ζ2(Z;α, β),

Z ′
1 = −fn(α)

[

2Γn−1
α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)

]

Z1Zn−

− f1(α)
[

2Γn−1
1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)

]

Z1Zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[

2Γn−1
2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)

]

Z1Zn−2 − . . .

. . . − fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[

2Γn−1
n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)

]

Z1Z2−
− Z1Ψ(α,Z) = ζ1(Z;α, β),

β′1 = Zn−1f1(α),

β′2 = Zn−2f2(α)g1(β1),

β′3 = Zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−1 = Z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2),
(5.3.5)

DQ(ξ) = d ln |Q(ξ)|/dξ, b � 0, δ(α), fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2),
m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2), Γi

jk(α, β), i, j, k = α, β —некоторые гладкие функции, и будем рас-
сматривать систему (5.3.4), (5.3.5) как систему при отсутствии внешнего поля сил.

Уравнение (5.3.4) отделяется, что дает возможность рассматривать уравнения (5.3.5) в качестве
независимой системы (с n степенями свободы) на 2n-мерном многообразии

N2n{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1} = TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1}
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(касательном расслоении гладкого n-мерного многообразия Mn{α, β1, . . . , βn−1}, см. также [64,
73, 74]).

Система (5.3.4), (5.3.5) имеет более общий вид, чем система (5.2.29)–(5.2.37) (где в данном
случае нужно формально заменить n→ n+1), взятая из динамики многомерного твердого тела,
и при b = σn1, δ(α) = sinα, а также при

f1(α) ≡ . . . ≡ fn−1(α) =
cosα

sinα
, fn(α) ≡ −1, g1(β1) ≡ . . . ≡ gn−2(β1) = − 1

sinβ1
,

h1(β2) ≡ . . . ≡ hn−3(β2) = − 1

sin β2
, . . . , i1(βn−2) = − 1

sin βn−2
, Γα

αα(α, β) ≡ 0,

Γ1
α1(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

αn−1(α, β) =
1 + cos2 α

2 cosα sinα
, Γ2

12(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1
1,n−1(α, β) =

cos β1
sin β1

,

. . . , Γn−1
n−2,n−1(α, β) =

cos βn−2

sin βn−2
, Γα

11(α, β) = − sinα

cosα
, Γα

22(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1, . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1 . . . sin

2 βn−2, Γ
1
22(α, β) = − sin β1 cos β1,

Γ1
33(α, β) = − sin β1 cosβ1 sin

2 β2, . . . , Γ
1
n−1,n−1(α, β) = − sin β1 cos β1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2,

. . . , Γn−2
n−1,n−1(α, β) = − sinβn−2 cos βn−2,

в частности, они совпадают.
Рассмотрим структуру системы (5.3.5). Она для простоты соответствует следующим уравне-

ниям геодезических линий с n(n − 1) + 1 ненулевым коэффициентом связности на касательном
расслоении TMn{α̇, β̇1, . . . , β̇n−1;α, β1, . . . , βn−1} многообразия Mn{α, β1, . . . , βn−1} (в частности,
на расслоении (n-мерной) поверхности вращения, пространства Лобачевского и т.д.):

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + . . .+ Γα

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3+

+ Γ3
44(α, β)β̇

2
4 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈n−1 + 2Γn−1
α,n−1(α, β)α̇β̇n−1 + 2Γn−1

1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . . + Γn−1
n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0.

(5.3.6)

Действительно, выбрав новые координаты z1, . . ., zn в касательном пространстве в виде

α̇ = znfn(α),

β̇1 = zn−1f1(α),

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1),

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2),

(5.3.7)

мы получаем следующие соотношения (ср. с (5.3.5)):

Z ′
k = ζk(Z;α, β), k = 1, . . . , n, (5.3.8)
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при этом уравнения (5.3.6) почти всюду эквивалентны совокупности (5.3.7), (5.3.8), которая,
прежде всего, присутствует в системе (5.3.5). Здесь для полной ясности лучше изменить незави-
симую переменную и вместо (5.3.7) выбрать равенства

α′ = Znfn(α),

β′1 = Zn−1f1(α),

β′2 = Zn−2f2(α)g1(β1),

β′3 = Zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−1 = Z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2).

Отметим задачи, приводящие к уравнениям (5.3.6).
(a) Системы на касательном расслоении к n-мерной сфере. Здесь необходимо выделить два

случая метрик на сфере. Один случай — метрика, индуцированная евклидовой метрикой объем-
лющего (n + 1)-мерного пространства. Такая метрика естественна для изучения задачи о дви-
жении точки по такой сфере. Второй случай — приведенная метрика, индуцированная группами
симметрий, характерных для пространственного движения динамически симметричного (n+1)-
мерного твердого тела (см. также [77,79, 80]).

(b) Системы на касательном расслоении более общей n-мерной поверхности вращения.
(c) Системы на касательном расслоении n-мерного пространства Лобачевского в модели Клей-

на.
Далее, в системе (5.3.4), (5.3.5) также присутствуют коэффициенты при параметре b � 0.

Но, как и в системах (1.3.5), (1.3.6), (2.3.4), (2.3.5), (3.3.4), (3.3.5) и других, они не нарушают
консервативности, поскольку система (5.3.4), (5.3.5) обладает полным набором (а именно, n+ 2)
гладких первых интегралов.

5.3.1. О количествах неизвестных функций и условий, на них накладываемых. Если рассмат-
ривать общие уравнения геодезических на касательном расслоении n-мерного гладкого многооб-
разия, то разных ненулевых коэффициентов связности, вообще говоря, будет n2(n + 1)/2 функ-
ций. Как видно из этого, общая задача интегрирования уравнений геодезических очень сложна.
К данному количеству коэффициентов связности добавляются еще функции (в нашем случае
fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2) из (5.3.7)),
определяющие координаты на касательном расслоении.

Поэтому, как было отмечено ранее, ограничимся лишь n(n− 1)+1 ненулевым коэффициентом
связности, формирующим уравнения геодезических (5.3.6). При этом по такому количеству выби-
рается и количество функций, определяющих координаты на касательном расслоении — их будет
n(n − 1)/2 + 1 функция. Таким образом, мы имеем 3n(n − 1)/2 + 2 функции, характеризующие
исключительно геометрию фазового многообразия и координаты на нем.

Каково же количество накладываемых алгебраических и дифференциальных условий (B(n))
на имеющиеся A(n) = 3n(n−1)/2+2 функции? Ведь данные условия являются достаточными для
полного интегрирования уравнений геодезических. Понятно, что таких функциональных условий
должно быть меньше A(n), иначе задача не имеет смысла. Вопрос — на сколько меньше, потому
что чем меньше число B(n), тем больше разность A(n) − B(n), и тем больше систем уравнений
геодезических допускают полный набор инвариантов для их интегрирования.

В данной работе будем накладывать B(n) = (n − 1)2 + n(n − 1)/2 + 1 условие на имеющиеся
A(n) функций. Число B(n) складывается из трех слагаемых: B(n) = B1(n) +B2(n) +B3(n).

Число B1(n) равно количеству условий, накладываемых на функции fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1),
l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2), а именно,
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f1(α) ≡ . . . ≡ fn−1(α) =: f(α),

g1(β1) ≡ . . . ≡ gn−2(β1) =: g(β1),

h1(β2) ≡ . . . ≡ hn−3(β2) =: h(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

i1(βn−2) =: i(βn−2),

(5.3.9)

т.е. B1(n) = (n− 1)(n − 2)/2.
Число B2(n) равно количеству условий, накладываемых на коэффициенты связности, а имен-

но,
Γ1
α1(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

α,n−1(α, β) ≡ Γ1(α),

Γ2
12(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

1,n−1(α, β) ≡ Γ2(β1),

Γ3
23(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

2,n−1(α, β) ≡ Γ3(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−1
n−2,n−1(α, β) ≡ Γn−1(βn−2),

(5.3.10)

т.е. B2(n) = n(n− 1)/2.
Число B3(n) равно количеству алгебраических и дифференциальных условий, накладываемых

и на функции fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2), и
на коэффициенты связности, а именно,

f2n(α)
[

2Γ1
α1(α, β) +Df1(α)

]

+ f21 (α)Γ
α
11(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f2n(α)
[

2Γn−1
α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)

]

+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β) ≡ 0,

f21 (α)
[

2Γ2
12(α, β) +Dg1(β1)

]

+ f22 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f21 (α)
[

2Γn−1
1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)

]

+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f2n−2(α)g
2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[

2Γn−1
n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)

]

+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β) ≡ 0,

Γα
αα(α, β) +

d ln |fn(α)|
dα

≡ 0,

(5.3.11)

т.е. B3(n) = n(n− 1)/2 + 1.
Видно, что в общем случае

B(n) = B1(n) +B2(n) +B3(n) =

=
(n − 1)(n− 2)

2
+
n(n− 1)

2
+
n(n− 1)

2
+ 1 = (n− 1)2 +

n(n− 1)

2
+ 1,

при этом

A(n)−B(n) =
3n(n− 1)

2
+ 2− (n− 1)2 − n(n− 1)

2
− 1 = n,

что говорит об увеличении количества произвольных функций по сравнению с условиями, на-
кладываемыми на них, ровно на n (n—размерность рассматриваемого риманова многообразия).
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Замечание 5.1. Пусть выполнены условия (5.3.9), (5.3.10), при этом реализуется система
дифференциальных равенств (5.3.11). Тогда справедливы следующее n(n− 1)/2 + 1 тождество:

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1), . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = Γα

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2),

Γ1
22(α, β) = Γ1

22(β1), Γ
1
33(α, β) = Γ1

33(β1, β2), . . . ,

Γ1
n−1,n−1(α, β) = Γ1

n−1,n−1(β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−2
n−1,n−1(α, β) = Γn−2

n−1,n−1(βn−2),

Γα
αα(α, β) ≡ Γα

αα(α),

(5.3.12)

а также (n− 1)(n − 2)/2 тождеств

Γα
11(α) ≡ g2(β1)Γ

α
22(α, β1) ≡ g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2) ≡ . . .

. . . ≡ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2) =: Γn(α),

Γ1
22(β1) ≡ h2(β2)Γ

1
33(β1, β2) ≡ . . . ≡ h2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−3
n−2,n−2(βn−3) ≡ i2(βn−2)Γ

n−3
n−1,n−1(βn−3, βn−2).

(5.3.13)

Доказательство. В условиях замечания первая группа из первых n − 1 равенства из (5.3.11)
переписывается в виде

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)Γα
11(α, β) ≡ 0,

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)g2(β1)Γ
α
22(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)]+

+ f2(α)g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β) ≡ 0.

(5.3.14)

Из (5.3.14) следуют первые две строки тождеств из (5.3.12) и первые две строки тождеств из
(5.3.13).

Далее, в условиях замечания вторая группа из n−2 равенств из (5.3.11) переписывается в виде

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] + g2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] + g2(β1)h
2(β2)Γ

1
33(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] +

+ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(α, β) ≡ 0.

(5.3.15)

Из (5.3.15) следуют вторые две строки тождеств из (5.3.12) и третья строка тождеств из
(5.3.13).

И так далее.
И, наконец, в условиях замечания (n − 1)-я группа из одного равенства из (5.3.11) переписы-

вается в виде
[2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)] + i2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β) ≡ 0. (5.3.16)

Из (5.3.16) следует предпоследняя строка тождеств из (5.3.12).
Из последней строки (5.3.11) также следует последняя строка тождеств из (5.3.12). �
Следующее замечание является в некотором смысле обратным к замечанию 5.1.
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Замечание 5.2. Пусть выполнены условия (5.3.9), (5.3.10), при этом реализуются (n− 1)2+1
тождество (5.3.12) и (5.3.13). Тогда система дифференциальных равенств (5.3.11) перепишется в
следующем виде:

Γα
11(α) ≡ g2(β1)Γ

α
22(α, β1) ≡ g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2) ≡ . . .

. . . ≡ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2) =: Γn(α),

Γ1
22(β1) ≡ h2(β2)Γ

1
33(β1, β2) ≡ . . . ≡ h2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−3
n−2,n−2(βn−3) ≡ i2(βn−2)Γ

n−3
n−1,n−1(βn−3, βn−2); Γα

αα(α) +
d ln |fn(α)|

dα
≡ 0;

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)Γn(α) ≡ 0,

2Γ2(β1) +Dg(β1) + g2(β1)Γ
1
22(β1) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2) + i2(βn−2)Γ
n−2
n−1,n−1(βn−2) ≡ 0.

(5.3.17)

Таким образом, при выполнении (n−1)2 условий (5.3.9), (5.3.10) n(n−1)/2+1 условие (5.3.11)
и n(n− 1)/2 + 1 условие (5.3.17) в упомянутом смысле эквивалентны.

5.3.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы порядка
2n + 1 достаточно знать, вообще говоря, 2n независимых инвариантов.

Как будет показано, для полного интегрирования системы (5.3.4), (5.3.5) достаточно знать
n + 2 независимых тензорных инварианта: или n + 2 первых интеграла, или n + 2 независимых
дифференциальных формы, или какую-то комбинацию из интегралов и форм общим количеством
n + 2. При этом, конечно, инварианты (в частности, для случая отсутствия внешнего поля сил)
можно искать и в более общем виде, чем рассмотрено далее.

И то, что полный набор состоит из n + 2, а не из 2n, тензорных инвариантов (помимо упомя-
нутого тривиального), будет показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравнений геодезических линий (5.3.6), переписанных в виде

ẍi +

n∑

j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , n, (5.3.18)

является гладкая функция

Φ(ẋ;x) =

n∑

j,k=1

gjk(x)ẋ
j ẋk, (5.3.19)

но мы представим его в более простой форме, нужным образом подобрав координаты на каса-
тельном расслоении, тем самым «выпрямив» квадратичную форму на фазовом многообразии.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 5.3 (которая справедлива и при более об-
щих условиях) накладываются (n − 1)2 + n(n − 1)/2 + 1 алгебраическое и дифференциальное
соотношение (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) на 3n(n − 1)/2 + 2 функции: на n(n − 1)/2 + 1 функцию
fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2) из (5.3.7) и на
n(n− 1) + 1, вообще говоря, ненулевой коэффициент связности Γi

jk(α, β) из (5.3.6).

Теорема 5.3. Если выполнены условия (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17), то система (5.3.4), (5.3.5),
рассмотренная на произведении R

1
+{v} × TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1}, обладает полным на-

бором, состоящим из n+ 2 гладких первых интегралов вида

Φ0(v;Zn;α) = v2(1 + 2bZnΔ(α)) = C0 = const; (5.3.20)

Φ1(v;Zn, . . . , Z1) = v2(Z2
1 + . . .+ Z2

n) = C2
1 = const; (5.3.21)
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Φ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α) = v2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−1Δ(α) = C2 = const,

Δ(α) = A1f(α) exp

⎧

⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫

⎬

⎭
, A1 = const;

(5.3.22)

Φ3(v;Zn−2, . . . , Z1;α, β1) = v2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2Δ(α)Ψ1(β1) = C3 = const,

Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧

⎪⎨

⎪⎩

2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫

⎪⎬

⎪⎭

;
(5.3.23)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Φn(v;Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2Z1Δ(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2) = Cn = const,

Ψn−2(βn−2) = i(βn−2) exp

⎧

⎪⎨

⎪⎩

2

βn−2∫

βn−2,0

Γn−1(b)db

⎫

⎪⎬

⎪⎭

;
(5.3.24)

Φn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

Cni(b)
√

C2
n−1Ψ

2
n−2(b)−C2

n

db = Cn+1 = const . (5.3.25)

Более того, после некоторого ее приведения— замен независимой переменной
d

dt
= fn(α)

d

dτ
(5.3.26)

и фазовых

wn = Zn, w
∗
n−1 = ln |wn−1|, wn−1 =

√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−1,

w∗
s = ln

∣
∣
∣ws +

√

1 + w2
s

∣
∣
∣ , s = 1, . . . , n − 2,

wn−2 =
Z2

Z1
, wn−3 =

Z3
√

Z2
1 + Z2

2

, . . . , w1 =
Zn−1

√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−2

(5.3.27)

— фазовый поток системы (5.3.4), (5.3.5) сохраняет фазовый объем с плотностью

ρ(v;α) =
v3

fn(α)

на произведении R1
+{v}×TMn{wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1}, т.е. сохраняется соответству-

ющая внешняя дифференциальная форма

v3

fn(α)
dv ∧ dwn ∧ dw∗

n−1 ∧ . . . ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1.

Доказательство. Докажем, для начала, вторую часть теоремы 5.3, а именно, сделаем замены
(5.3.26) независимой переменной и (5.3.27) фазовых переменных. Тогда система (5.3.4), (5.3.5)
при выполнении условий (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) распадается следующим образом:

v′ = vΨ1(α,w), Ψ1(α,w) = −b(e2w∗
n−1 +w2

n)Δ̃(α), (5.3.28)

α′ = wn + b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ(α),

w′
n = −f

2(α)

f2n(α)
Γn(α)e

2w∗
n−1 − wnΨ1(α,w),

w′∗
n−1 =

f2(α)

f2n(α)
Γn(α)wn −Ψ1(α,w),

(5.3.29)
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w′∗
s = ew

∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

,

β′s = ew
∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

Ws(w
∗
s)

√

1 +W 2
s (w

∗
s)
, s = 1, . . . , n− 2,

(5.3.30)

β′n−1 = ± ew
∗
n−1

√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−2(w
∗
n−2))

f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (5.3.31)

где

Ξs(w
∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . j(βs−1)×

× 1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

s−1(w
∗
s−1))

, s = 1, . . . , n− 2,
(5.3.32)

ws =Ws(w
∗
s), s = 1, . . . , n− 2,

в силу замены (5.3.27), при этом в составной системе (5.3.28)–(5.3.31) штрихом обозначена также
производная по новому независимому переменному τ . Здесь j(βs)—функция от соответствующе-
го угла βs (например, f(α), g(β1), . . ., i(βn−2)).

При этом, более явно,

Ξ1(α) = ± f(α)

fn(α)
,

Ξ2(w
∗
1 ;α, β1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)

1
√

1 +W 2
1 (w

∗
1)
,

Ξ3(w
∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2)

1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ξn−2(w
∗
n−3, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)×

× 1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−3(w
∗
n−3))

.

(5.3.33)

Видно, что для полной интегрируемости системы (5.3.28)–(5.3.31) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (5.3.29), по одному — для систем (5.3.30) (их всего n−2;
после соответствующих замен независимых переменных в них) и два дополнительных тензорных
инварианта, привязывающих уравнения (5.3.28) и (5.3.31) (т.е. всего n+ 2).

Как было указано выше, вычисление с некоторым множителем ρ(v;α, β;w) дивергенции век-
торного поля W0(v;α, β;w) системы (5.3.28)–(5.3.31) есть не что иное, как вычисление диверген-
ции векторного поля ρ(v;α, β,w)W0(v;α, β;w) преобразованной системы (т.е. системы (5.3.28)–
(5.3.31), умноженной на ρ(v;α, β;w)) после замены ρ(v;α, β;w)d/dt1 = d/dt2 старой независимой
переменной t1 при переходе к новой независимой переменной t2 в системе (5.3.28)–(5.3.31).

Используем для вычисления дивергенции векторного поля W0(v;α, β;w) системы (5.3.28)–
(5.3.31) функцию ρ2(v) = v3 (полученную ранее для системы (1.3.10), (1.3.11) без внешнего поля
сил, а также используемую для систем (1.5.1), (1.5.2), (2.3.23), (2.3.24), (2.6.1), (2.6.2) и других).
Имеем:

div
[

v3W0(v;α, β;w)
]

= −4v3b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α) + v3b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α)+

+ v3b(e2w
∗
n−1 + 3w2

n)Δ̃(α) + 2v3be2w
∗
n−1Δ̃(α) + 0 + . . . + 0 ≡ 0,

что и доказывает вторую часть теоремы.
Докажем первую часть теоремы о существовании n+ 2 первых интегралов.
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Действительно, дифференцирование функции (5.3.20) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) при вы-
полнении условий (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) дает

2bv2fn(α)(Z
2
1 + . . .+ Z2

n−1)

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Δ(α)− dΔ(α)

dα

}

≡ 0,

поскольку следующее тождество

dΔ(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Δ(α) (5.3.34)

выполнено тогда и только тогда, когда выполнено второе уравнение из (5.3.22).
Дифференцирование функции (5.3.21) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях теоремы дает

− 2
[

f2n(α)
[

2Γ1
α1(α, β) +Df1(α)

]

+ f21 (α)Γ
α
11(α, β)

] v2Z2
n−1Zn

fn(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

− 2
[

f2n(α)
[

2Γn−1
α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)

]

+

+f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)

] v2Z2
1Zn

fn(α)
−

− 2
[

f21 (α)
[

2Γ2
12(α, β) +Dg1(β1)

]

+ f22 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

] v2Z2
n−2Zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

− 2
[

f21 (α)
[

2Γn−1
1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)

]

+

+f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)

] v2Z2
1Zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

− 2
[

f2n−2(α)g
2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[

2Γn−1
n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)

]

+

+f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)

]

×

× v2Z2
1Z2

fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
≡ 0.

Дифференцирование функции Φ2 из (5.3.22) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях теоремы
дает

−v2fn(α)
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−1Zn

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Δ(α)− dΔ(α)

dα

}

.

Но, благодаря второму уравнению из (5.3.22), функция Δ(α) удовлетворяет обыкновенному диф-
ференциальному уравнению (5.3.34), что и доказывает наличие первого интеграла (5.3.22).

Дифференцирование функции (5.3.23) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях теоремы дает

−v2fn(α)
{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Δ(α)− dΔ(α)

dα

}√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−2ZnΨ1(β1)−

−v2f(α)
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−2Zn−1Δ(α).

Но функции Δ(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям (5.3.34) и

dΨ1(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1), (5.3.35)

что и доказывает наличие первого интеграла (5.3.23).
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В дальнейшем по предположению индукции считаем, что в условиях теоремы доказано суще-
ствование первого интеграла вида

Φn−1(v;Z2, Z1;α, β1, . . . , βn−3) = v2
√

Z2
1 + Z2

2 Δ(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3) = Cn−1 = const .

(5.3.36)
Идем далее. Дифференцирование функции (5.3.24) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях

теоремы дает

− v2fn(α)Z1ZnΨ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Δ(α)− dΔ(α)

dα

]

+

+ v2Z1Zn−1f(α)Δ(α)Ψ2(β2) . . .Ψn−2(βn−2)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1) +
dΨ1(β1)

dβ1

]

+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

+ v2Z1Z2f(α)g(β1) . . . r(βn−3)Δ(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3)×

×
[

(−1)n
[

2Γn−1(βn−2) +
d ln |i(βn−2)|

dβn−2

]

Ψn−2(βn−2) + (−1)n+1 dΨn−2(βn−2)

dβn−2

]

.

Но функции Δ(α), Ψ1(β1), . . ., Ψn−2(βn−2) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным диф-
ференциальным уравнениям (5.3.34), (5.3.35), . . ., а также

dΨn−2(βn−2)

dβn−2
=

[

2Γn−1(βn−2) +
d ln |i(βn−2)|

dβn−2

]

Ψn−2(βn−2), (5.3.37)

что и доказывает наличие первого интеграла (5.3.24).
Далее, рассмотрим два уровня Cn−1 и Cn первых интегралов (5.3.36) и (5.3.24) соответственно.

На этих уровнях справедливо равенство

Z1

Z2
= ∓ Cn

√

C2
n−1Ψ

2
n−2(βn−2)− C2

n

. (5.3.38)

Но угол βn−1 будем искать из следующего уравнения, полученного из двух последних уравнений
системы (5.3.5):

dβn−1

dβn−2
=
Z1

Z2
i(βn−2).

Используя в этом уравнении равенство (5.3.38), и получаем требуемое утверждение о наличии
первого интеграла (5.3.25).

Теорема полностью доказана. �
Заметим также, что равенства (5.3.11) могут трактоваться как возможность преобразования

квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с законом сохранения энергии
(5.3.21). История и текущее состояние рассмотрения данной более общей проблемы достаточно
обширны. Ну а поиск первых интегралов опирается на наличие в системе дополнительных групп
симметрий.

Пример 5.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, . . . , βn−1), когда метрика
на n-мерной сфере S

n индуцирована евклидовой метрикой объемлющего (n + 1)-мерного про-
странства (задача класса (a)), система порядка 2n + 1, при получении которой использованы
уравнения геодезических
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α̈−
[

β̇21 + β̇22 sin
2 β1 + β̇23 sin

2 β1 sin
2 β2 + . . .+ β̇2n−1 sin

2 β1 . . . sin
2 βn−2

]

sinα cosα = 0,

β̈1 + 2α̇β̇1
cosα

sinα
−

−
[

β̇22 + β̇23 sin
2 β2 + β̇24 sin

2 β2 sin
2 β3 + . . . + β̇2n−1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2

]

sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + 2α̇β̇2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sinβ1

−

−
[

β̇23 + β̇24 sin
2 β3 + β̇25 sin

2 β3 sin
2 β4 + . . . + β̇2n−1 sin

2 β3 . . . sin
2 βn−2

]

sin β2 cos β2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + 2α̇β̇n−2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇n−2

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−3β̇n−2
cos βn−3

sin βn−3
−

− β̇2n−1 sin βn−2 cos βn−2 = 0,

β̈n−1 + 2α̇β̇n−1
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇n−1

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−2β̇n−1
cos βn−2

sin βn−2
= 0

(5.3.39)

и имеющая первые интегралы (5.3.20)–(5.3.25), примет следующий вид:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n) cosα,

α′ = −Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n) sinα,

Z ′
n = −(Z2

1 + . . . + Z2
n−1)

cosα

sinα
− ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = Zn−1Zn

cosα

sinα
+ (Z2

1 + . . .+ Z2
n−2)

1

sinα

cos β1
sin β1

− Zn−1Ψ(α,Z),

Z ′
n−2 = Zn−2Zn

cosα

sinα
− Zn−2Zn−1

1

sinα

cosβ1
sinβ1

−

− (Z2
1 + . . .+ Z2

n−3)
1

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

− Zn−2Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1Zn

cosα

sinα
+ Z1

1

sinα

{
n−1∑

s=2

(−1)s+1Zn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

− Z1Ψ(α,Z),

β′1 = Zn−1
1

sinα
,

β′2 = −Zn−2
1

sinα

1

sin β1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−1 = (−1)nZ1
1

sinα

1

sin β1 . . . sin βn−2
.

(5.3.40)

Пример 5.2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, . . . , βn−1), но когда метрика
на n-мерной сфере S

n индуцирована метрикой специального силового поля при наличии неко-
торой группы симметрий (задача класса (a)), система порядка 2n + 1, при получении которой
использованы уравнения геодезических
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α̈−
[

β̇21 + β̇22 sin
2 β1 + β̇23 sin

2 β1 sin
2 β2 + . . .+ β̇2n−1 sin

2 β1 . . . sin
2 βn−2

] sinα

cosα
= 0,

β̈1 + α̇β̇1
1 + cos2 α

sinα cosα
−

−
[

β̇22 + β̇23 sin
2 β2 + β̇24 sin

2 β2 sin
2 β3 + . . . + β̇2n−1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2

]

sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + α̇β̇2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇2

cosβ1
sinβ1

−

−
[

β̇23 + β̇24 sin
2 β3 + β̇25 sin

2 β3 sin
2 β4 + . . . + β̇2n−1 sin

2 β3 . . . sin
2 βn−2

]

sin β2 cos β2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + α̇β̇n−2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇n−2

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−3β̇n−2
cos βn−3

sin βn−3
−

− β̇2n−1 sin βn−2 cos βn−2 = 0,

β̈n−1 + α̇β̇n−1
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇n−1

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−2β̇n−1
cos βn−2

sin βn−2
= 0

(5.3.41)

и имеющая первые интегралы (5.3.20)–(5.3.25), примет следующий вид:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n) cosα,

α′ = −Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n) sinα,

Z ′
n = −(Z2

1 + . . . + Z2
n−1)

cosα

sinα
− ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = Zn−1Zn

cosα

sinα
+ (Z2

1 + . . . + Z2
n−2)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− Zn−1Ψ(α,Z),

Z ′
n−2 = Zn−2Zn

cosα

sinα
− Zn−2Zn−1

cosα

sinα

cos β1
sinβ1

−

− (Z2
1 + . . .+ Z2

n−3)
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

− Zn−2Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1Zn

cosα

sinα
+ Z1

cosα

sinα

{
n−1∑

s=2

(−1)s+1Zn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

− Z1Ψ(α,Z),

β′1 = Zn−1
cosα

sinα
,

β′2 = −Zn−2
cosα

sinα

1

sin β1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−1 = (−1)nZ1
cosα

sinα

1

sin β1 . . . sin βn−2
.

(5.3.42)

Пример 5.3. В случае n-мерного пространства Лобачевского (с координатами x1 = β1, . . .,
xn−1 = βn−1, y = α, задача класса (c)) система порядка 2n+1, при получении которой использо-
ваны уравнения геодезических

α̈− 1

α
(α̇2 − β̇21 − . . . − β̇2n−1) = 0, β̈1 − 2

α
α̇β̇1 = 0, . . . , β̈n−1 − 2

α
α̇β̇n−1 = 0 (5.3.43)

и имеющая первые интегралы (5.3.20)–(5.3.25), примет следующий вид:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)
1

α2
,
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α′ = Znα+ b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)
1

α
,

Z ′
n = −Z2

n−1 − . . .− Z2
1 − ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = Zn−1Zn − Zn−1Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1Zn − Z1Ψ(α,Z),

β′1 = Zn−1α,

β′2 = Zn−2α,

. . . . . . . . . . . . ,

β′n−1 = Z1α.

(5.3.44)

Может показаться излишним нахождение инвариантных дифференциальных форм после на-
хождения полного набора (а именно, n + 2) первых интегралов рассматриваемой системы, по-
скольку она уже интегрируема в квадратурах (точно интегрируема). Но, как известно, не всегда
можно найти полный набор первых интегралов, а полный набор инвариантных дифференциаль-
ных форм фазового объема может быть найден независимо от первых интегралов, что также
будет свидетельствовать о точной интегрируемости системы. Другое дело, что из полного набора
функционально независимых дифференциальных форм фазового объема можно будет получить
некоторые первые интегралы.

5.4. Добавление внешнего силового поля и гладкость первых интегралов. Теперь
переходим к некоторому усложнению, добавляя следующим образом в систему (5.3.4), (5.3.5)
при условиях (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) (лишь в уравнение на Z ′

n) внешнее гладкое силовое по-
ле −F (α)fn(α), F (0) = 0, dF (0)/dα > 0, при наличии внутреннего (b > 0), при этом пусть, в
частности, fn(α) ≡ −1.

Исследуем вопрос устойчивости по Ляпунову тривиального решения рассматриваемой систе-
мы (для этого некоторые коэффициенты необходимо доопределить по непрерывности) по части
переменных α,Zn, . . . , Z1. Соответствующие уравнения на α′, Z ′

n, . . . , Z
′
1 (а их n + 1 уравнение)

можно представить следующим образом:

α′ = −Zn + b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)δ(α),

Z ′
n = F (α) + f2(α)Γn(α)(Z

2
n−1 + . . . + Z2

1 ) + bZn(Z
2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α),

Z ′
n−1 = −f2(α)Γn(α)Zn−1Zn − f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)(Z

2
n−2 + . . .+ Z2

1 )+

+ bZn−1(Z
2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −f2(α)Γn(α)Z2Zn + f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)Z2Zn−1 − . . .−

− f(α)g(β1) . . . r(βn−3)i
2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(βn−2)Z

2
1 + bZ2(Z

2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α),

Z ′
1 = −f2(α)Γn(α)Z1Zn + f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)Z1Zn−1 + . . .+

+ f(α)g(β1) . . . r(βn−3)i
2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(βn−2)Z1Z2 + bZ1(Z

2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α).

(5.4.1)

Может создаться впечатление, что система осталась консервативной (что, действительно, име-
ет место при b = 0, т.е. при отсутствии внутреннего поля). Консервативность подтвердилась
бы наличием в системе полного набора (в данном случае n + 2) гладких (автономных) первых
интегралов.

Рассмотрим следующую функцию (Ляпунова) для уравнений (5.4.1):

W (Zn, . . . , Z1;α) = Z2
1 + . . .+ Z2

n + 2

α∫

0

F (ξ)dξ, F (0) = 0,
dF (0)

dα
> 0, (5.4.2)



ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ. V. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 73

которая в проколотой окрестности начала координат положительна и равна нулю только в самом
начале координат.

Предложение 5.1. Если функции δ̃(α) и F (α)δ(α) строго одного знака в проколотой окрест-
ности начала координат, то начало координат для рассматриваемой системы, содержащей
уравнения (5.4.1), — либо притягивающая, либо отталкивающая точка.

Доказательство. Полная производная функции (5.4.2) в силу уравнений (5.4.1) равна

b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)
2δ̃(α) + b(Z2

1 + . . . + Z2
n)F (α)δ(α). (5.4.3)

Если функции δ̃(α) и F (α)δ(α) одновременно отрицательны в проколотой окрестности начала
координат, то начало координат для рассматриваемой системы, содержащей уравнения (5.4.1), —
притягивающая точка.

Если функции δ̃(α) и F (α)δ(α) одновременно положительны в проколотой окрестности начала
координат, то начало координат для рассматриваемой системы, содержащей уравнения (5.4.1), —
отталкивающая точка.

Два последних утверждения следуют из теорем Ляпунова и Четаева. �

Следствие 5.1. В условиях предложения 5.1 рассматриваемая система, содержащая урав-
нения (5.4.1), не может обладать полным набором гладких первых интегралов.

Следствие 5.2. В динамике многомерного твердого тела (см. также раздел 5.2) в системах,
где присутствуют уравнения вида (5.4.1), функции δ(α) и F (α) имеют следующий вид: δ(α) =
sinα, F (α) = sinα cosα. Таким образом, величина (5.4.3) перепишется в виде

b(Z2
1 + . . .+ Z2

n) cosα
[

Z2
1 + . . .+ Z2

n + sin2 α
]

.

Видно, что в данном случае начало координат для рассматриваемой системы, содержащей
уравнения (5.4.1), — отталкивающая точка.

Таким образом, добавляя в систему (5.3.4), (5.3.5) при условиях (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) (лишь в
уравнение на Z ′

n) внешнее гладкое силовое поле −F (α)fn(α), F (0) = 0, dF (0)/dα > 0, при наличии
внутреннего (b > 0) рассматриваемая система, вообще говоря, перестает быть консервативной.

5.5. Введение внешнего силового поля с диссипацией через унимодулярные пре-
образования. Модифицируем систему (5.3.4), (5.3.5) при наличии двух ключевых параметров
b � 0, b1 �= 0, введя внешнее гладкое силовое поле. Если ввести такое поле, добавив коэффициент
F (α)fn(α) в уравнение на Z ′

n системы (5.5.1), (5.5.2) и даже положив при этом b1 = 0, получен-
ная система, вообще говоря, не будет консервативной. Консервативность будет (как показано в
предыдущем разделе 5.4) при дополнительном условии: b = 0.

Мы расширим введение силового поля, положив b > 0, b1 �= 0. При этом (как и выше) сделаем
вспомогательную замену независимого переменного t на τ по формуле d/dt = fn(α)d/dτ и бу-
дем по-прежнему штрихом обозначать производную по τ . Рассматриваемая система на прямом
произведении числового луча и касательного расслоения TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1} примет
вид

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ̃(α) + b1F (α)Δ(α), (5.5.1)
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α′ = Zn + b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ(α) + b1F (α)f(α), f(α) =
μ−Δ2(α)

Δ̃(α)
,

Z ′
n = F (α) − [Γα

αα(α, β) +Dfn(α)]Z
2
n − f21 (α)

f2n(α)
Γα
11(α, β)Z

2
n−1−

− f22 (α)

f2n(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2n−1(α)

f2n(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = − [2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]

Zn−1Zn − f22 (α)

f1(α)fn(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2n−1(α)

f1(α)fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Zn−1Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −

[

2Γn−2
α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)

]

Z2Zn − f1(α)

fn(α)

[

2Γn−2
1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)

]

Z2Zn−1 − . . .

. . .− fn−3(α)

fn(α)
gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)

[

2Γn−2
n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)

]

Z2Z3−

− f2n−1(α)

fn−2(α)fn(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 = −

[

2Γn−1
α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)

]

Z1Zn − f1(α)

fn(α)

[

2Γn−1
1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)

]

Z1Zn−1−

− f2(α)

fn(α)
g1(β1)

[

2Γn−1
2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)

]

Z1Zn−2 − . . .

. . .− fn−2(α)

fn(α)
gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

[

2Γn−1
n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)

]

Z1Z2−
− Z1Ψ(α,Z),

β′1 = Zn−1
f1(α)

fn(α)
,

β′2 = Zn−2
f2(α)

fn(α)
g1(β1),

β′3 = Zn−3
f3(α)

fn(α)
g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−1 = Z1
fn−1(α)

fn(α)
gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2),

(5.5.2)
здесь μ > 0—параметр. При этом коэффициенты консервативной составляющей внутреннего
силового поля содержат параметр b, а неконсервативной составляющей внешнего поля— пара-
метр b1.

Напомним, что система (5.5.1), (5.5.2) фактически является образом следующей системы при
замене d/dt = fn(α)d/dτ независимой переменной:
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v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ̃(α)fn(α) + b1F (α)δ(α), (5.5.3)

α′ = fn(α)Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n)δ(α) + b1F (α)f(α)fn(α),

Z ′
n = F (α)fn(α)− fn(α) [Γ

α
αα(α, β) +Dfn(α)]Z

2
n − f21 (α)

fn(α)
Γα
11(α, β)Z

2
n−1−

− f22 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = −fn(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +Df1(α)

]

Zn−1Zn − f22 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Zn−1Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −fn(α)

[

2Γn−2
α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)

]

Z2Zn−

− f1(α)
[

2Γn−2
1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)

]

Z2Zn−1 − . . .

. . .− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[

2Γn−2
n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)

]

Z2Z3−

− f2n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 = −fn(α)

[

2Γn−1
α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)

]

Z1Zn−

− f1(α)
[

2Γn−1
1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)

]

Z1Zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[

2Γn−1
2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)

]

Z1Zn−2 − . . .

. . .− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[

2Γn−1
n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)

]

Z1Z2−
− Z1Ψ(α,Z),

β′1 = Zn−1f1(α),

β′2 = Zn−2f2(α)g1(β1),

β′3 = Zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′n−1 = Z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2).

(5.5.4)

Также напомним, что выше (раздел 5.4) мы ввели подобное поле, добавив коэффициент F (α)
в уравнение на Z ′

n системы (5.4.1), и убедились, что полученная система, вообще говоря, не
будет консервативной. Консервативность будет при дополнительном условии: b = 0 (отсутствие
внутреннего силового поля).

Но мы будем рассматривать одновременное присутствие двух силовых полей в системе, поло-
жив b > 0, b1 �= 0. Рассматриваемая система на прямом произведении числового луча R

1
+{v} и

касательного расслоения TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . βn−1} приняла вид (5.5.1), (5.5.2).
Только что было введено составное силовое поле со знакопеременной диссипацией (или с дис-

сипацией переменного знака) с помощью некоторого унимодулярного преобразования.
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Система (5.5.3), (5.5.4) имеет более общий вид, чем система (5.2.39)–(5.2.48), взятая из дина-
мики многомерного твердого тела, и при b = −b1, μ = 1, δ(α) = sinα, F (α) = −Δ(α)Δ̃(α),

f1(α) ≡ . . . ≡ fn−1(α) =
cosα

sinα
, fn(α) ≡ −1, g1(β1) ≡ . . . ≡ gn−2(β1) = − 1

sinβ1
,

h1(β2) ≡ . . . ≡ hn−3(β2) = − 1

sin β2
, . . . , i1(βn−2) = − 1

sin βn−2
, Γα

αα(α, β) ≡ 0,

Γ1
α1(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

αn−1(α, β) =
1 + cos2 α

2 cosα sinα
, Γ2

12(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1
1,n−1(α, β) =

cos β1
sin β1

,

. . . , Γn−1
n−2,n−1(α, β) =

cos βn−2

sin βn−2
, Γα

11(α, β) = − sinα

cosα
, Γα

22(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1, . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1 . . . sin

2 βn−2, Γ
1
22(α, β) = − sin β1 cos β1,

Γ1
33(α, β) = − sin β1 cosβ1 sin

2 β2, . . . , Γ
1
n−1,n−1(α, β) = − sin β1 cos β1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2,

. . . , Γn−2
n−1,n−1(α, β) = − sinβn−2 cos βn−2,

в частности, они совпадают.
Силовое поле в уравнениях на v′, Z ′ определяется функцией Ψ(α,Z). Опишем введение силово-

го поля в виде двумерного столбца, в первой строке которого стоят коэффициенты из уравнения
на α′, а во второй строке — коэффициенты из функции Ψ(α,Z). Таким образом, совместное си-
ловое поле (в котором присутствуют три параметра b � 0, b1 �= 0, μ > 0) будет иметь вид

U

(

b(Z2
1 + . . . + Z2

n)
b1F (α)

)

, U =

(
Δ(α) f(α)

−Δ̃(α) Δ(α)

)

,

где U —преобразование с определителем, равным μ, и являющееся унимодулярным преобразова-
нием при μ = 1. В частности, если μ = 1, а Δ(α) = cosα или Δ(α) = sinα, то данное преобразо-
вание задает поворот на угол α. Более того, такое преобразование вносит в систему диссипацию
(как одного знака, так и другого).

5.6. Системы со знакопеременной диссипацией.

5.6.1. Первые интегралы и инвариантные дифференциальные формы. Перейдем теперь к ин-
тегрированию системы (5.5.1), (5.5.2) порядка 2n + 1 при выполнении свойств (5.3.9), (5.3.10),
(5.3.17), которые обеспечивают отделение независимой подсистемы порядка 2n− 1.

Как будет показано, для полного интегрирования системы (5.5.1), (5.5.2) достаточно знать
n + 2 независимых тензорных инварианта: или n + 2 первых интеграла, или n + 2 независимых
дифференциальных формы, или какую-то комбинацию из интегралов и форм общим количеством
n+2. При этом, конечно, инварианты можно искать и в более общем виде, чем рассмотрено далее.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 5.4 (которая справедлива и при более об-
щих условиях) накладываются (n − 1)2 + n(n − 1)/2 + 1 алгебраическое и дифференциальное
соотношение (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) на 3n(n − 1)/2 + 2 функции: на n(n − 1)/2 + 1 функцию
fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2) и на n(n− 1) + 1,
вообще говоря, ненулевой коэффициент связности Γi

jk(α, β).
Тогда после замены фазовых переменных (5.3.27) система (5.5.1), (5.5.2) при условиях (5.3.9),

(5.3.10), (5.3.17) распадается следующим образом:

v′ = vΨ0(α,w), Ψ0(α,w) = −b(w2
n−1 + w2

n)Δ̃(α) + b1F (α)Δ(α), (5.6.1)

α′ = wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1F (α)f(α),

w′
n = F (α) − Γn(α)

f2(α)

f2n(α)
w2
n−1 − wnΨ0(α,w),

w′
n−1 = Γn(α)

f2(α)

f2n(α)
wn−1wn − wn−1Ψ0(α,w),

(5.6.2)
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w′
s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)

1 + w2
s

ws
f(α)g(β1) ˜. . .

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

,

β′s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1) ˜. . ., s = 1, . . . , n− 2,

(5.6.3)

β′n−1 = Z1(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (5.6.4)

где в системах (5.6.3) символом « ˜. . .» показаны одинаковые члены, а функция j(βs)— одна из
функций g, h, . . ., зависящая от соответствующего угла βs, при этом

Zk(w1, . . . , wn−1) ≡ Zk, k = 1, . . . , n − 1,

— функции в силу замены (5.3.27).
Видно, что для полной интегрируемости системы (5.6.1)–(5.6.4) достаточно указать два неза-

висимых тензорных инварианта системы (5.6.2), по одному — для систем (5.6.3) (их всего n − 2;
после соответствующих замен независимых переменных в них) и два дополнительных тензорных
инварианта, привязывающих уравнения (5.6.1) и (5.6.4) (т.е. всего n+ 2).

Внесем некоторые ограничения на силовое поле. Пусть для некоторого κ ∈ R выполнено ра-
венство

f2(α)

f2n(α)
Γn(α) = κ

d

dα
ln |Δ(α)| = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
, (5.6.5)

а для некоторого λ ∈ R—равенство

F (α) = λ
d

dα

Δ2(α)

2
= λΔ̃(α)Δ(α). (5.6.6)

Условие (5.6.5) назовем «геометрическим», а условие (5.6.6) — «энергетическим».
Условие (5.6.5) названо геометрическим в том числе потому, что накладывает условие на клю-

чевой коэффициент связности Γn(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к одно-
родному виду относительно функции Δ(α) при участии функций f1(α), . . ., fn(α), входящих в
кинематические соотношения.

Условие (5.6.6) названо энергетическим в том числе потому, что (внешние) силы становятся,
в некотором смысле, «потенциальными» по отношению к «силовой» функции Δ2(α)/2, приводя
соответствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же относительно функции
Δ(α)). При этом сама функция Δ(α), в определенном смысле, и вносит в систему диссипацию
разных знаков или так называемую (знако)переменную диссипацию.

Теорема 5.4. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R выполняются условия (5.6.5) и (5.6.6). Тогда
система (5.6.1)–(5.6.4) обладает полным набором — n+ 2 (одним гладким и n+ 1, вообще гово-
ря, имеющим существенно особые точки) независимыми первыми интегралами. Кроме того,
она также обладает n + 2 инвариантными дифференциальными формами, между собой неза-
висимыми, но зависимыми с первыми интегралами.

Доказательство. Для доказательства теоремы 5.4 для начала сопоставим системе третьего по-
рядка (5.6.2) неавтономную систему второго порядка

dwn

dα
=
F (α) − f2(α)Γn(α)w

2
n−1/f

2
n(α) + bwn(w

2
n−1 + w2

n)Δ̃(α) − b1wnF (α)Δ(α)

wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1F (α)f(α)
,

dwn−1

dα
=
f2(α)Γn(α)wn−1wn/f

2
n(α) + bwn−1(w

2
n−1 + w2

n)Δ̃(α) − b1wn−1F (α)Δ(α)

wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1F (α)f (α)
.

(5.6.7)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn = u2Δ(α), wn−1 = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

fn(α)
, (5.6.8)
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приводим систему (5.6.7) к следующему виду:

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =

=
F (α)− f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u21/f
2
n(α) + bu2(u

2
1 + u22)Δ̃(α)Δ3(α)− b1u2F (α)Δ

2(α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =

=
f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u1u2/f
2
n(α) + bu1(u

2
1 + u22)Δ̃(α)Δ3(α)− b1u1F (α)Δ

2(α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

(5.6.9)

которая переписывается в виде

Δ(α)
du2
dα

=
F (α) − f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u21/f
2
n(α)− Δ̃(α)Δ(α)u22 − b1μu2F (α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

Δ(α)
du1
dα

=
[f2(α)Γn(α)/f

2
n(α)− Δ̃(α)/Δ(α)]Δ2(α)u1u2 − b1μu1F (α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

(5.6.10)

здесь и далее напомним, что

Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
.

Теперь для интегрирования системы (5.6.10) нам потребуется выполнение геометрического и
энергетического условий (5.6.5) и (5.6.6).

Действительно, после их выполнения из системы (5.6.10) вытекают следующие дифференци-
альные соотношения:

Δ
du2
dΔ

=
λ− κu21 − u22 − b1λμu2

u2 + b(u21 + u22)Δ
2 + b1λ(μ−Δ2)

,

Δ
du1
dΔ

=
(κ− 1)u1u2 − b1λμu1

u2 + b(u21 + u22)Δ
2 + b1λ(μ−Δ2)

,

(5.6.11)

из которых легко следует уравнение первого порядка
du2
du1

=
λ− κu21 − u22 − b1λμu2
(κ− 1)u1u2 − b1λμu1

. (5.6.12)

Уравнение (5.6.12) имеет вид уравнения Абеля [10, 82] и его общее решение имеет достаточно
громоздкий вид. В частности, при κ = −1 данное уравнение имеет следующий первый интеграл:

u22 + u21 + b1λμu2 − λ

u1
= C1 = const, (5.6.13)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(wn, wn−1;α) = G1

(
wn

Δ(α)
,
wn−1

Δ(α)

)

=
w2
n + w2

n−1 + b1λμwnΔ(α)− λΔ2(α)

wn−1Δ(α)
= C1 = const .

(5.6.14)
Система (5.6.1)–(5.6.4) является динамической системой с переменной диссипацией. При этом

при F (α) ≡ 0 она превращается в систему консервативную (или в систему (5.3.4), (5.3.5), в
которой необходимо перейти к новой независимой переменной по формуле (5.3.26), или в систе-
му (5.3.28)–(5.3.31), в которой уже введены фазовые переменные (5.3.27)). Так система (5.3.4),
(5.3.5), в частности, при некоторых естественных условиях обладает двумя гладкими первыми
интегралами вида (5.3.21), (5.3.22) (Z → w).

Более того, если функция F (α) не равна тождественно нулю, но b1 = 0, то система (5.6.1)–
(5.6.4) при условии (5.6.6) обладает первым интегралом вида

Θ

∣
∣
∣
∣
B=0

(B; v;wn, wn−1;α) = v2(w2
n−1 + w2

n − λΔ2(α)) = const, (5.6.15)

где
Θ(B; v;wn, wn−1;α) = v2(w2

n−1 + w2
n +BλμwnΔ(α)− λΔ2(α))



ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ. V. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 79

— семейство функций, зависящих от параметра B � 0.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (5.6.15), (5.3.22) (Z → w) также является

первым интегралом системы (5.6.1)–(5.6.4) при не равенстве функции F (α) тождественно нулю,
но b1 = 0. Но при b1 > 0 каждая из функций

Θ

∣
∣
∣
∣
B=b1

(B; v;wn, wn−1;α) = v2(w2
n−1 + w2

n + b1λμwnΔ(α)− λΔ2(α)) = const (5.6.16)

и (5.3.22) (Z → w) по отдельности не является первым интегралом системы (5.6.1)–(5.6.4). Однако
отношение функций (5.6.16), (5.3.22) (Z → w) является первым интегралом (5.6.14) системы
(5.6.1)–(5.6.4) (для простоты, при κ = −1) при любом b1 > 0.

Вообще же, как и указывалось ранее, для систем с диссипацией трансцендентность функций (в
смысле наличия существенно особых точек) как первых интегралов наследуется из нахождения
в системе притягивающих или отталкивающих предельных множеств.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (5.6.2)
при κ = −1. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (5.6.13) при u1 �= 0
следующим образом:

(

u2 +
b1λμ

2

)2

+

(

u1 − C1

2

)2

=
b21λ

2μ2 + C2
1

4
+ λ. (5.6.17)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b21λ
2μ2 + C2

1 + 4λ � 0, (5.6.18)

и фазовое пространство системы (5.6.2) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (5.6.17).

Таким образом, в силу соотношения (5.6.13) первое уравнение системы (5.6.10) при условиях
(5.6.5) и (5.6.6) можно переписать в виде

Δ
du2
dΔ

=
λ− κu21 − u22 − b1λμu2

u2 + b(u21 + u22)Δ
2 + b1λ(μ−Δ2)

. (5.6.19)

Тогда дополнительный первый интеграл системы третьего порядка (5.6.2) при κ = −1 найдется
из следующего уравнения Бернулли:

dΔ

du2
=

(b1λμ+ u2)Δ +
{

b[U2(C1, u2) + u22]− b1λ
}

Δ3

u(u2) + U2(C1, u2)
, (5.6.20)

U(C1, u2) =
1

2

{

C1 ±
√

C2
1 + 4u(u2)

}

, u(u2) = λ− b1λμu2 − u22,

при этом постоянная C1 выбирается из условия (5.6.18).

Замечание 5.3. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть выражения (5.6.13).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn, wn−1;α) = G2

(

Δ(α),
wn

Δ(α)
,
wn−1

Δ(α)

)

= C2 = const . (5.6.21)

Выражение первого интеграла (5.6.21) через конечную комбинацию элементарных функций
зависит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (а она, в
принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы (5.6.1)–(5.6.4) порядка 2n + 1 при некоторых
условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (5.6.2). Для полной же ее
интегрируемости достаточно найти первые интегралы — по одному для систем (5.6.3) (их всего
n − 2; меняя в них независимые переменные), становящихся независимыми подсистемами после
соответствующих замен независимых переменных, а также еще два (дополнительных) первых
интеграла, привязывающих уравнения (5.6.1) и (5.6.4).
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Первые интегралы для систем (5.6.3) выглядят следующим образом:

Θs+2(ws;βs) =

√

1 + w2
s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 2, (5.6.22)

о функциях Ψs(βs), s = 1, . . . , n− 2, см. (5.3.23), . . ., (5.3.24).
Действительно, системам (5.6.3) можно сопоставить, соответственно, следующие уравнения

первого порядка:

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws
[2Γs+1(βs) +Dj(βs)] , s = 1, . . . , n− 2, j = g, h, . . . , i,

интегрирование которых и дает искомые первые интегралы (5.6.22).
В переменных Z первые интегралы (5.6.22) будут выглядеть следующим образом:

Θ′
3(Zn−1, . . . , Z1;β1) =

√

Z2
1 + . . . + Z2

n−1
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2 Ψ1(β1)
= C ′

3 = const,

Θ′
4(Zn−2, . . . , Z1;β2) =

√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−3 Ψ2(β2)
= C ′

4 = const,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Θ′
n(Z2, Z1;βn−2) =

√

Z2
1 + Z2

2

Z1 Ψn−2(βn−2)
= C ′

n = const .

(5.6.23)

Для получения искомого первого интеграла, привязывающего уравнение (5.6.4), рассмотрим
уровень Cn первого интеграла (5.6.22). На этом уровне справедливо равенство

Z1

Z2
= ∓ 1

√

C2
nΨ

2
n−2(βn−2)− 1

. (5.6.24)

Но угол βn−1 будем искать из следующего уравнения,полученного из двух последних уравнений
системы (5.5.2):

dβn−1

dβn−2
=
Z1

Z2
i(βn−2).

Используя в этом уравнении равенство (5.6.24), и получаем требуемое утверждение о наличии
следующего первого интеграла, привязывающего уравнение (5.6.4):

Θn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

i(b)
√

C2
nΨ

2
n−2(b)− 1

db = C5 = const . (5.6.25)

И наконец, нетрудно проверить, что у системы (5.6.1)–(5.6.4) существует гладкий первый ин-
теграл (по аналогии с (1.5.17), (2.6.27) и другими), который, например, при b = −b1 примет
вид

Θ0(v;wn, wn−1;α) = v2(1 + 2bwnΔ(α) − b2μ(w2
n−1 + w2

n)) = C0 = const (5.6.26)

и привязывает уравнение (5.6.1).
Продолжим доказательство теоремы 5.4.
I. Составная рассматриваемая система (5.6.1)–(5.6.4) при выполнении свойств (5.6.5), (5.6.6)

имеет следующий вид (w∗
n−1 = ln |wn−1|, w∗

s = ln
∣
∣
∣ws +

√

1 + w2
s

∣
∣
∣ , s = 1, . . . , n− 2):

v′ = Xv(v;wn, w
∗
n−1;α) = vΨ1(α,w), Ψ1(α,w) = −b(e2w∗

n−1 + w2
n)Δ̃(α) + b1λΔ

2(α)Δ̃(α), (5.6.27)
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α′ = Xα(wn, w
∗
n−1;α) = wn + b(e2w

∗
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α)),

w′
n = Xwn(wn, w

∗
n−1;α) = λΔ(α)Δ̃(α)− κ

Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
n−1 − wnΨ1(α,w),

w′∗
n−1 = Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
wn −Ψ1(α,w),

(5.6.28)

w′∗
s = Xw∗

s
(wn−1, w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs) =

= ew
∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

,

β′s = Xβs(wn−1, w
∗
s , . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βs−1) =

= ew
∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

Ws(w
∗
s)

√

1 +W 2
s (w

∗
s)
, s = 1, . . . , n− 2,

(5.6.29)

β′n−1 = Xβn−1(w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2) =

= ± ew
∗
n−1

√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−2(w
∗
n−2))

f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . i(βn−2),

(5.6.30)

где

Ξs(w
∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . j(βs−1)×

× 1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

s−1(w
∗
s−1))

, s = 1, . . . , n− 2,
(5.6.31)

ws =Ws(w
∗
s), s = 1, . . . , n− 2,

в силу замены (5.3.27), при этом в составной системе (5.6.27)–(5.6.30) штрихом обозначена также
производная по новому независимому переменному τ . Здесь j(βs)—функция от соответствующе-
го угла βs (например, f(α), g(β1), . . ., i(βn−2)).

При этом, более явно,

Ξ1(α) = ± f(α)

fn(α)
,

Ξ2(w
∗
1 ;α, β1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)

1
√

1 +W 2
1 (w

∗
1)
,

Ξ3(w
∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2)

1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ξn−2(w
∗
n−3, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)×

× 1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−3(w
∗
n−3))

.

(5.6.32)

В принципе, замены ws → w∗
s , s = 1, . . . , n− 1, носят технический характер, и при этом можно

использовать как переменные w∗
s , так и переменные ws.

Для составной системы (5.6.27)–(5.6.30) будем искать интегральные инварианты с плотностью
ρ(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1), соответствующие дифференциальным формам объема

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1)dv ∧ dwn ∧ dw∗

n−1 ∧ . . . ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1,

из следующего линейного дифференциального уравнения c частными производными:

div
[

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)X(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

]

= 0, (5.6.33)
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где

X(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1) =

= {Xv(v;wn, w
∗
n−1;α),Xα(wn, w

∗
n−1;α),Xwn (wn, w

∗
n−1;α),Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α),

Xw∗
n−2

(w∗
n−1, w

∗
n−3, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2),Xβn−2(w

∗
n−1, w

∗
n−2, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3), . . . ,

Xw∗
1
(w∗

n−1;α, β1),Xβ1(w
∗
n−1, w

∗
1;α),Xβn−1(w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2)}

(5.6.34)

— векторное поле рассматриваемой составной системы (5.6.27)–(5.6.30) в координатах

(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1).

Уравнение (5.6.33) перепишется в виде

Xv(v;wn, w
∗
n−1;α)ρv+

+Xα(wn, w
∗
n−1;α)ρα +Xwn(wn, w

∗
n−1;α)ρwn +Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α)ρw∗

n−1
+

+Xw∗
n−2

(w∗
n−1, w

∗
n−3, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−2)ρw∗

n−2
+

+Xβn−2(w
∗
n−1, w

∗
n−2, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−3), ρβn−2 + . . .+

+Xw∗
1
(w∗

n−1;α, β1)ρw∗
1
+Xβ1(w

∗
n−1, w

∗
1 ;α)ρβ1+

+Xβn−1(w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2)ρβn−1 =

= −ρ divX(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1).

(5.6.35)

Как было указано выше для систем меньшего порядка, вычисление с некоторым множителем
ρ(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1) дивергенции векторного поля

X(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

системы (5.6.27)–(5.6.30) есть не что иное, как вычисление дивергенции векторного поля

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1)X(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1)

преобразованной системы, т.е. системы (5.6.27)–(5.6.30), умноженной на

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1),

после замены

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

d

dt1
=

d

dt2

старой независимой переменной t1 при переходе к новой независимой переменной t2 в системе
(5.6.27)–(5.6.30).

Используем для вычисления дивергенции векторного поляX(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

системы (5.6.27)–(5.6.30) функцию ρ2(v) = v3 из (1.3.18) (полученную ранее для системы (1.3.10),
(1.3.11) без внешнего поля сил, а также используемую для систем (1.5.1), (1.5.2), (2.3.23), (2.3.24)
и других систем). Имеем:

div
[

v3X(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

]

=

= −4v3b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α) + v3b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α)+

+ v3b(e2w
∗
n−1 + 3w2

n)Δ̃(α) + 2v3be2w
∗
n−1Δ̃(α) + 0 + . . .+ 0 + 4v3b1λΔ

2(α)Δ̃(α)+

+ v3b1λΔ̃(α)(μ − 3Δ2(α)) − v3b1λΔ
2(α)Δ̃(α) − 0 + 0 + . . .+ 0 ≡ v3b1λμΔ̃(α).
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Тогда преобразованная система уравнений характеристик линейного дифференциального урав-
нения (5.6.35) в частных производных примет следующий вид:

v′ = v3Xv(v;wn, w
∗
n−1;α),

α′ = v3Xα(wn, w
∗
n−1;α),

w′
n = v3Xwn(wn, w

∗
n−1;α),

w′∗
n−1 = v3Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α),

w′∗
n−2 = v3Xw∗

n−2
(w∗

n−1, w
∗
n−3, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−2),

β′n−2 = v3Xβn−2(w
∗
n−1, w

∗
n−2, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

w′∗
1 = v3Xw∗

1
(w∗

n−1;α, β1),

β′1 = v3Xβ1(w
∗
n−1, w

∗
1;α),

β′n−1 = v3Xβn−1(w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−2),

ρ′ = −v3b1λμΔ̃(α)ρ

(5.6.36)

(здесь штрихом обозначено дифференцирование по новой независимой переменной).
У системы, состоящей из первых 2n+1 уравнения системы (5.6.36), уже найдены n+2 первых

интеграла (5.6.26), (5.6.14), (5.6.21), (5.6.22) и (5.6.25) (полный набор). Найдем и дополнительный
первый интеграл, привязывающий уравнение (последнее уравнение системы (5.6.36)) на функ-
цию ρ.

Действительно, из системы уравнений (5.6.36) можно получить следующее соотношение:

dρ

dα
=

−ρ[b1λμ]Δ̃(α)

wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))
, (5.6.37)

тогда, вводя в рассмотрение однородные координаты (5.6.8), имеем:

dρ

dα
=

−ρ[b1λμ]Δ̃(α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))

(5.6.38)

или

Δ
dρ

dΔ
=

−ρ[b1λμ]
u2 + b(u21 + u22)Δ

2 + b1λ(μ−Δ2)
. (5.6.39)

Теперь, из соотношения (5.6.39) и первого соотношения (5.6.11) вытекает следующее диффе-
ренциальное равенство (при κ = −1):

dρ

du2
=

−ρ[b1λμ]
λ− b1λμu2 − u22 + u21

, (5.6.40)

а из него — следующая квадратура:

dρ

ρ
=

−[b1λμ]du2
U2(C1, u2)

, U2(C1, u2) = 2u(u2) +C1U(C1, u2) (5.6.41)

(о функциях u(u2) и U(C1, u2) см. (5.6.20)).
Становится справедливым следующее инвариантное соотношение:

ρ · exp
{

b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}

= Cρ = const .

Отсюда, в частности, следует, что одним из возможных вариантов инвариантной дифферен-
циальной формы объема является следующая форма:

v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

dv ∧ dwn ∧ dw∗
n−1 ∧ . . . ∧ dw∗

1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1, u2 =
wn

Δ(α)
.
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Ну а общее решение линейного дифференциального уравнения (5.6.35) в частных производных
примет следующий вид:

ρ = v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

· F [Θ0,Θ1, . . . ,Θn+1] , (5.6.42)

где F [Θ0,Θ1, . . . ,Θn+1]—произвольная гладкая функция n+2 аргументов, при этом Θ0, Θ1, . . .,
Θn+1 — n+2 независимых первых интеграла (5.6.26), (5.6.14), (5.6.21), (5.6.22) и (5.6.25) соответ-
ственно.

В частности, за n + 2 функционально независимых решения линейного уравнения (5.6.35) в
частных производных можно взять следующие функции (u2 = wn/Δ(α), u1 = wn−1/Δ(α), w∗

n−1 =

ln |wn−1|, w∗
s = ln

∣
∣
∣ws +

√

1 + w2
s

∣
∣
∣, s = 1, . . . , n− 2):

ρ0(v;wn, w
∗
n−1;α) = v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

·Θ0(v;wn, w
∗
n−1;α), (5.6.43)

ρ1(v;wn, w
∗
n−1;α) = v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

·Θ1(wn, w
∗
n−1;α), (5.6.44)

ρ2(v;wn, w
∗
n−1;α) = v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

·Θ2(wn, w
∗
n−1;α), (5.6.45)

ρ3(v;wn, w
∗
n−2;α, βn−2) = v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

·Θ3(w
∗
n−2;βn−2), (5.6.46)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ρn(v;wn, w
∗
1;α, β1) = v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

·Θn(w
∗
1;β1), (5.6.47)

ρn+1(v;wn;α, βn−2, βn−1) = v3 exp

{

−b1λμ
∫

du2
U2(C1, u2)

}

·Θn+1(βn−2, βn−1). (5.6.48)

II. Рассмотрим далее системы (5.6.3). Поскольку они могут быть приведены к независимым
подсистемам, проведем рассуждения об «автономном» поиске инвариантных дифференциальных
форм, хотя общий подход для поиска таких форм уже освещен выше.

После некоторого их приведения — замен независимых переменных в них
d

dt
= ±wn−1f(α)

d

dτ
,

d

dt
= ± wn−1

√

1 + w2
1

f(α)g(β1)
d

dτ
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

d

dt
= ± wn−1

√

(1 + w2
1) . . . (1 + w2

n−3)
f(α)g(β1) . . . r(βn−3)

d

dτ

(5.6.49)

при s = n− 2, . . . , 1 соответственно — системы (5.6.3) можно объединить следующим образом:

w′
s = Xws(ws;βs) =

√

1 + w2
s

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

,

β′s = Xβs(ws;βs) =
ws

√

1 + w2
s

, s = 1, . . . , n− 2, j = r, . . . , h, g,
(5.6.50)

при этом в системе (5.6.50) штрихом обозначена также производная по новой независимой пере-
менной τ .

Для каждого s = 1, . . . , n − 2 для системы (5.6.50) будем искать интегральный инвариант с
плотностью ρ(ws;βs), соответствующей дифференциальной форме площади ρ(ws;βs)dws ∧ dβs,
из следующего линейного дифференциального уравнения:

div [ρ(ws;βs)X(ws;βs)] = 0, (5.6.51)
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где
X(ws;βs) = {Xws(ws;βs),Xβs(ws;βs)} (5.6.52)

— векторное поле рассматриваемой системы (5.6.50) в координатах (ws;βs).
Уравнение (5.6.51) перепишется в виде

Xws(ws;βs)ρws +Xβs(ws;βs)ρβs = −ρdivX(ws;βs), (5.6.53)

при этом

divX(ws;βs) =
ws

√

1 + w2
s

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

. (5.6.54)

Тогда система уравнений характеристик (для каждого s = 1, . . . , n − 2) линейного дифферен-
циального уравнения (5.6.53) в частных производных примет следующий вид:

ẇs = Xws(ws;βs),

β̇s = Xβs(ws;βs),

ρ̇ = −ρ ws
√

1 +w2
s

[

2Γs+2(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

.

(5.6.55)

У системы, состоящей из первых двух уравнений системы (5.6.55), уже найден первый интеграл
(5.6.22) (для любого s = 1, . . . , n−2). Найдем дополнительный независимый первый интеграл для
системы (5.6.55) уравнений характеристик.

Сопоставим двум последним уравнениям системы (5.6.55) следующее неавтономное уравнение:
dρ

dβs
= −ρ

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

, s = 1, . . . , n− 2. (5.6.56)

Последнее уравнение дает следующее инвариантное соотношение:

Θρs+2(βs; ρ) = ρ ·Ψs(βs) = Cρs+2 = const, (5.6.57)

которое является вторым, недостающим, первым интегралом системы уравнений характеристик
(5.6.55) (для каждого s = 1, . . . , n − 2). О функциях Ψs(βs), s = 1, . . . , n − 2, см. (5.3.23), . . .,
(5.3.24).

Таким образом, общее решение линейного уравнения (5.6.53) (для каждого s = 1, . . . , n − 2) в
частных производных примет следующий вид:

ρ =
G [Θs+2]

Ψs(βs)
, (5.6.58)

где G [Θs+2]—произвольная гладкая функция одного аргумента (для каждого s = 1, . . . , n − 2),
при этом Θs+2, s = 1, . . . , n− 2, — первый интеграл (5.6.22).

В частности, если в качестве функции G [Θs+2] выбрать

G [Θs+2] =
1

Θs+2
=

Ψs(βs)
√

1 + w2
s

, (5.6.59)

то за решение линейного уравнения (5.6.53) (для каждого s = 1, . . . , n−2) в частных производных
можно взять следующую функцию:

ρs+2(ws;βs) =
1

√

1 + w2
s

. (5.6.60)

Теорема 5.4 доказана. �
Заметим, что все найденные в разделе 5.6.1 инвариантные внешние дифференциальные формы

для систем (5.5.1), (5.5.2) позволяют выписать соответствующие дифференциальные формы и для
систем (5.5.3), (5.5.4). Для этого все найденные формы надо поделить на fn(α) (т.е. вернуться к
старой независимой переменной t).

В заключение некоторое замечание об интегрируемости. Как известно, понятие интегрируемо-
сти достаточно многообразное. В данном разделе 5 предъявлены полные наборы не только первых
интегралов, но и инвариантных дифференциальных форм для однородных систем порядка 2n+1.
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Эти наборы содержат в себе почти всюду гладкие функции, имеющие существенно особые точки.
Если в случае консервативных систем инварианты определяются гладкими функциями своих фа-
зовых переменных, то при внесении в систему достаточно общего диссипативного силового поля
обязаны появиться инварианты, гладкость которых разрушается из-за наличия в системе суще-
ственно особых точек. Такие точки в случае, когда они притягивающие, характеризуют рассеяние
энергии возле себя, а если они отталкивающие — характеризуют подкачку энергии. Результат ис-
ключительно интересен тем, что все это происходит в разных частях фазового пространства, но
для одной и той же динамической системы.

Примеры, перечисленные выше из приложений, также являются новыми нетривиальными слу-
чаями интегрируемости систем геодезических и систем с диссипацией в явном виде.
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