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Введение

Задача синтеза управления динамическими системами в ситуациях с высоким уровнем неопре-
деленности как возмущений, действующих на динамическую систему, так и помех в информа-
ционных каналах является актуальной, что характерно для ряда приложений и конфликтных
ситуаций. Во многих случаях неопределенность не имеет стохастическую природу и возникает
как из-за действия различных внешних возмущающих факторов, неконтролируемых изменений
свойств объекта, так и из-за возникновения отказов, сбоев. Относительно всех неопределенных
величин и процессов предполагается только то, что для них известны ограниченные множествен-
ные оценки (см. [3, 5, 6, 11, 15, 16, 19, 21, 32–36, 43–46]). При гарантированном подходе расчеты
выполняются для наихудшего случая неопределенных величин и процессов.
Гарантированный подход к управлению динамическими системами стал возможен (см. [74,

76, 78]) вскоре после публикации в 1960 г. работы [76] Р. Калмана о фильтре. Применение
гарантированного подхода к управлению, несмотря на предупреждения самого Р. Калмана
об ограничениях на применения фильтра Калмана (см. [20]), сдерживается излишним песси-
мизмом гарантированных оценок и большими (по сравнению с фильтром Калмана) вычисли-
тельными ресурсами, необходимыми для реализации. Поэтому актуальными являются подхо-
ды, направленные на снижение указанных недостатков гарантированного подхода к управле-
нию и оцениванию. Различные аспекты задач управления и оценивания при неполноте ин-
формации отражены в работах многих авторов; назовем лишь некоторых из них: Р. Кал-
ман, Н. Н. Красовский, А. А. Красовский, А. Б. Куржанский, И. Я. Кац, В. М. Кунцевич,
Ф. Л. Черноусько, Н. Б. Филимонов, И. П. Гридасов, Б. Т. Поляк, В. М. Хлебников, Р. Ф. Га-
басов, Ф. М. Кирилова, А. И. Матасов, А. Ф. Шориков, F. C. Schweppe, D. P. Bertsecas и др.
(см. [1, 3, 5, 6, 9, 12–16,21–24,26–36,39, 43–46,48, 49, 52, 53, 55–57,60, 74, 78]).
В работе используются определяющие соотношения минимаксной фильтрации (см., напри-

мер, [8, 21, 34, 60, 78]), а неопределенность начального состояния, возмущений и помех, следуя
В. М. Кунцевичу, задана множествами в виде выпуклых многогранников (см. [34]). Отметим,
что информационное множество как результат решения задачи оценивания в этом случае будет
также многогранником, что не происходит при задании эллипсоидами, зонотопами, множеств
неопределенных величин и не приводит к снижению точности оценивания.
Так, несмотря на то, что в настоящее время считается обоснованным (см., например, [10]) при-

менение обобщенного фильтра Калмана для интеграции бортовых навигационных систем (НС;
см. [42]), эффективность применения обобщенного фильтра Калмана существенно зависит от
адекватности математических моделей ошибок НС реальным процессам. Нарушение адекватно-
сти приводит к расходимости обобщенного фильтра Калмана (см. [10, 20, 50]). Поэтому развитие
прикладной теории калмановской фильтрации связано с развитием методов защиты обобщенного
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фильтра Калмана от расходимости: от адаптивных к робастным, к гарантирующим модификаци-
ям фильтра Калмана, что достигается интеграцией различных подходов к защите обобщенного
фильтра Калмана от расходимости (см. [10]).
В работе рассматривается построение алгоритмов оценивания, когда необходима высокая точ-

ность оценивания. В силу особенностей задач статистическая информация о возмущениях, по-
мехах либо отсутствует, либо недоступна, а точность оценок необходима в каждой реализации
процесса, то делается выбор гарантированного подхода к оцениванию (см. [1, 30, 33, 60, 74, 78]),
который, как известно, обладает и достоинствами, и недостатками.
Среди достоинств — минимальная информация о неопределенных факторах (начальном состо-

янии, о возмущениях и помехах; см. [33, 36, 44, 74, 78]) в виде множеств, из которых они могут
принимать любое значение, а оценка вектора состояния находится также в виде информаци-
онного множества, которому гарантированно принадлежит вектор состояния, что является до-
стоинством гарантированного подхода. Множества неопределенных факторов представляются
выпуклыми многогранниками (см. [3, 25, 33, 55, 64–69]); в результате информационное множество
так же будет многогранником.
Таким образом, при неполной информации в процессе находят применение как стохастический

(см. [4,8]), так и детерминированный подходы к построению фильтров, а также алгоритмы в ста-
тистически неопределенных ситуациях (см. [21]). Целесообразной может оказаться и разделение
на несколько этапов, уровней обработки информации: первичная, вторичная, третичная. В [27]
для первичной обработки сигналов датчиков в условиях неполной информации циклически под-
бираются параметры модели и циклического фильтра Калмана, который становится адаптивным.
При неполноте информации алгоритма оценивания строятся и как банки фильтров (см. [37]), где
каждый фильтр соответствует определенной модели процесса из заданного множества моделей.
Эффективным является по существу «комплексирование» нескольких алгоритмов, построенных
на разных информационных до определений неопределенных факторов.
В работе ставится задача в разработке на основе гарантированного подхода адаптивного трех-

уровнего алгоритма, состоящего из нескольких фильтров на каждом уровне. Множества неопре-
деленных факторов заданы многогранниками. Фильтры построены либо исходя из стохастиче-
ского, либо из детерминированного подходов. Все уровни охвачены контурами обратной связи,
что позволяет производить подстройку априори заданных параметров. В результате алгоритм
оценивания приобретает свойство адаптивности.
Оценки возмущений для синтеза управления, также позволят повысить точность управления в

условиях неопределенности (см. [2,41,47,52,59]). Современная теория управления многомерными
динамическими системами находится в стадии развития, по отношению к результатам класси-
ческой теории управления одномерными объектами с инженерными требованиями к точности,
запасов устойчивости (по модулю и фазе) и времени регулирования. В настоящее время в теории
управления прочное место заняли такие техники, как H2, H∞, l1 и μ-синтез, которые весьма
косвенно учитывают инженерные требования, преобладающие в классической теории автомати-
ческого управления (см. [24, 51, 54, 61]), что делает актуальной задачу сближения современной и
классических теорий управления.
Таким образом, в результате решения задачи оценивания известно информационное множе-

ство, которому принадлежит вектор состояния динамической системы. В этих условиях задача
синтеза управления рассматривается как задача управления будущими значениями вектора со-
стояния: множествами прогнозов, если требования к динамической системе заданы в виде мно-
жеств в пространстве состояния системы (см., например, применение обобщенных множеств до-
стижимости, [38]). В случае задания требований к системе в виде квадратичного функционала
управление на каждом шаге находится как результат решения задачи квадратичного програм-
мирования. Синтез управления с помощью функций Ляпунова приводит к аналогичным экстре-
мальным задачам.
Иной подход к оцениванию и управлению в условиях неопределенности рассматривается

в [1, 6–9, 12, 13, 15, 16, 39, 43, 46, 48, 49, 57, 58, 70–73]. Работа примыкает к [27–31] и продолжает
исследования [55,63–69].
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В разделе 1 рассмотрены алгоритмы гарантированного оценивания при различных априор-
ных данных о неопределенных факторах. Приведены алгоритмы построения информационных
множеств как для общего случая, так и с учетом особенностей математической модели процессов.
Путем оценки реализующихся помех, возмущений рассмотрена возможность адаптации алго-

ритма оценивания при неполноте априорной информации. Для этого рассмотрены существующие
подходы к адаптации фильтра Калмана, а также фильтр Калмана, оценки которого гарантиру-
ющие. Интервальные наблюдатели при меньших вычислительных затратах также дают гаранти-
рованные оценки, точность которых может оказаться приемлемой.
Предложен адаптивный алгоритм, содержащий три этапа обработки, на каждом из которых

может быть несколько параллельно работающих фильтров, построенных исходя либо из детерми-
нированного, либо из стохастического подходов. Рассмотрены примеры, иллюстрирующие пред-
лагаемые алгоритмы.
Раздел 2 посвящен синтезу управления, когда состояние системы известны с точностью до

информационного множества. Требования к системе заданы в виде обобщенных множеств дости-
жимости, либо с помощью множества, принадлежность которому вектора состояния необходимо
обеспечить. Задача решается с учетом ограничений на вектор управления.
Рассмотрены синтез управления для квадратичного критерия качества и с помощью функций

Ляпунова. Приводятся примеры.

1. Алгоритмы оценивания

Рассмотрим линейную динамическую систему

xk+1 = Axk +Buk + Γwk, k = 0, 1, 2, . . . , (1.1)
yk+1 = Gxk+1 +Hvk+1, (1.2)
x0 ∈ X0, wk ∈ W, vk+1 ∈ V, (1.3)

где xk ∈ R
n, uk ∈ R

m, wk ∈ R
p, yk ∈ R

r, vk ∈ R
r —векторы состояния, управления, возмущения,

измерения, ошибок измерения соответствующей размерности. Матрицы в системе (1.1), (1.2) и
вектор управления uk предполагаются известными, а система управляема и наблюдаема. Далее в
разделе 1 данной работы полагаем управление uk известным и в целях упрощения записи иногда
uk ≡ 0.
При гарантированном или минимаксном подходе к решению задачи оценивания в условиях

неопределенности априорная информация о начальном состоянии системы x0, возмущениях wk

и ошибках измерений vk задается в виде выпуклых многогранников, из которых они могут при-
нимать любые значения (см. [21, 33, 34]):

x0 ∈ X0 =
{
x0 : A0x0 � b0

}
, wk ∈ W =

{
wk : Awwk � bw

}
, vk ∈ V =

{
vk : Avvk � bv

}
. (1.4)

Искомая оценка вектора состояния xk+1 формируется в виде информационного множества
Xk+1 (см. [21, 33, 34, 60, 78]), рекуррентные соотношения для которого имеют вид

xk+1 ∈ Xk+1, Xk+1 = Xk+1/k ∩X[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

Xk+1/k = AXk +Buk + ΓW, X[yk+1] =
{
x ∈ R

n : Gx+Hv = yk+1 ∀v ∈ V
}
,

(1.5)

где Xk+1/k —множество прогнозов; X[yk+1]—множество, совместное с измерениями.
Сумма множеств вXk+1/k понимается в смысле Минковского (см. [8]), и реализация этой опера-

ции является наиболее вычислительно затратной. Подчеркнем, что информационное множество
Xk+1 является оценкой вектора состояния xk+1 системы (1.1)–(1.3) в виде множества Xk+1 � xk+1

возможных значений вектора xk+1, соответствующих реализовавшейся последовательности изме-
рений yi, i = 1, . . . , k + 1, и априорной информации в виде математической модели (1.1)–(1.3) о
динамической системе.
При необходимости за точечную оценку вектора xk+1 множеств может быть взят чебышевский

центр zk+1 ∈ Xk+1 (см. [21]), при этом ошибка ek+1 = xk+1−zk+1 оценки zk+1 будет минимальной
в наихудшем случае реализации неконтролируемых факторов x0 ∈ X0, wi ∈ W , vi+1 ∈ V , i =
0, 1, 2, . . . , k, что соответствует минимаксному подходу — расчету на наихудший случай.
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Геометрической интерпретацией оценки zk+1 вектора состояния xk+1 в виде чебышевского цен-
тра zk+1 множества Xk+1 является центр zk+1 сферы минимального радиуса rk+1, описывающей
сверху множество Xk+1. Это свойство оценки zk+1—являться центром описанный сферы мини-
мального радиуса rk+1—позволяет построить вычислительный алгоритм для нахождения оценки
zk+1, а радиус rk+1, равный модулю ошибки ek+1 в наихудшем случае или dk+1 = 2rk+1 —диа-
метр информационного множества (см. [33, 34]) можно рассматривать как критерий качества
алгоритма оценивания (1.5).

1.1. Построение информационного множества. Общий случай. В настоящее время при-
меняются два подхода к построению информационного множества Xk+1 и множества прогнозов
Xk+1/k. Первый оперирует с вершинами (угловыми точками) многогранников X0,W , V , X1/0,X1,
. . ., Xk+1/k, Xk+1 (см., например, [73]) и может оказаться эффективным в задачах управления
динамической системой невысокой размерности. По ходу процесса с ростом k число угловых то-
чек у множеств Xk+1/k, Xk+1 увеличивается, что ограничивает применение этого подхода ростом
размерности динамической системы для построения множества Xk+1/k в (1.5), где основная вы-
числительная операция — нахождение суммы множеств AXk, ΓW в смысле Минковского. Пусть,
например, заданы множества A0 ⊂ R

n, B0 ⊂ R
n; тогда их сумма C0 = A0 +B0 в смысле Минков-

ского, как известно, равна

C0 =
{
c ∈ R

n : c = a+ b ∀a ∈ A0, ∀b ∈ B0

}
.

Второй подход (см. [33, 34, 64–69]) использует представление многогранников X0, W , V , X1/0,
X1, . . ., Xk+1/k, Xk+1 системами линейных неравенств (1.4). Тогда для k = 0 из (1.1)–(1.4) полу-
чим

xk+1 +Axk + Γwk = −Buk, k = 0;

Gxk+1 +Hvk+1 = yk+1;

x0 ∈ X0, w0 ∈ W, v1 ∈ V1.

(1.6)

Систему линейных уравнений и неравенств (далее для краткости пишем «система линейных
неравенств») будем рассматривать как информационное множество X1, заданное неявно. Для
явного задания многогранника X1 надо найти уравнения всех его граней; тогда получим

X1 =
{
x1 : A1x1 � b1

}
, (1.7)

либо найти все вершины множества X1, используя лишь систему (1.6). В рамках второго подхода
переход от неявного (1.6) к явному (1.7) заданию множества X1 будем рассматривать как задачу
аппроксимации многогранника сверху многогранником Xa1 ⊃ X1 с меньшим числом граней (см.,
например, [25, 68]).
Пусть теперь k = 1. Присоединив к системе (1.6) аналогичную систему для k = 0, т.е. систему

(1.1)–(1.4) для k = 1, получим
x0 ∈ X0, wi ∈ W, vi ∈ V, i = 0, 1;

Gxi+1 +Hvi+1 = yi+1;

−xi+1 +Axi + Γwi = −Bui.

(1.8)

Для k = 2 к системе (1.8) присоединим систему (1.1)–(1.4). В результате для k = N − 1 из (1.1)–
(1.4) получим неявное задание множества X i, i = 1, . . . , N , в виде системы линейных неравенств

x0 ∈ X0, wi ∈ W, vi+1 ∈ V, i = 0, . . . , k − 1;

Gxi+1 +Hvi+1 = yi+1;

−xi+1 +Axi + Γwi = −Bui,

(1.9)

а в результате решения задачи аппроксимации множества Xi ⊂ Xai, i = 1, . . . , N (см. [68]), где
явно задано множество Xai, аппроксимирующее информационное множество Xi:

Xai =
{
x : Aaix � bai

}
, i = 1, . . . , N. (1.10)

Сделаем несколько замечаний.
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1. При нехватке вычислительных ресурсов размерность системы линейных неравенств (1.9)
можно уменьшить, отбрасывая неравенства, соответствующие началу процесса, и вести обработку
на скользящем «окне» шириной L, т.е. в (1.9) i = k1, . . . , k2, k2 − k1 = L, Xk1 задано. В крайнем
по отношению к (1.9) случае имеем L = 1, и приходим к системе линейных неравенств вида (1.6).

2. Система линейных неравенств (1.9) позволяет решать задачи сглаживания, т.е. находить
X i/k, в том числе и задачу X0/N , имеющую важные приложения (см. [1]).

3. Из системы (1.9) можно найти оценки W i, V i+1 для возмущений wi и помех vi+1 и исполь-
зовать их для адаптации алгоритма фильтрации (1.5), (1.6), (1.9).

4. Система неравенств (1.9) позволяет решать задачи прогнозирования, построения множеств
достижимости, управления, сменив оптимизационную парадигму (см. [51–54]), в том числе и
терминального управления, с использованием принципа «гибких кинематических траекторий» и
при задании ограничений, как на управление ui, так и на вектор состояния xk+1.
Если требования к динамике системы (1.1)–(1.3) заданы в виде выпуклого множества τd ⊂ R

n в
фазовом пространстве системы, то поскольку вектор состояния xk+1 системы (1.1)–(1.3) известен
с точностью до принадлежности к информационному множеству Xk+1, то задача синтеза пози-
ционного управления при наличии ограничений в виде множеств Xk+1, Uk на вектор состояния
xk+1 ∈ Xk+1 и управление uk ∈ Uk, k = 0, 1, 2, . . ., сводится к нахождению последовательности
uk, k = 0, 1, 2, . . ., при которых система линейных неравенств

xk+1 ∈ Xk+1, xk+1 ∈ τd, xk+1 ∈ Xk+1, uk ∈ Uk, k = 0, 1, 2 . . . ,

была бы совместной. Здесь множество Xk+1 представлено либо множественно-множественными
отображениями (1.5), либо системой неравенств (1.9).

5. Система неравенств (1.9) позволяет находить и оценки параметров динамической систе-
мы (1.1). Пусть, например, для некоторых элементов aij матрицы A из (1.1) известно только то,
что aij ∈ [aIij , a

II
ij ]. В результате получаем более сложную, нелинейную систему неравенств, в ре-

шении которой получим оценки векторов состояния xk, возмущений wk, помех vk, параметров aij .

6. В случае нелинейной модели динамической системы

xk+1 = f(xk, uk, wk), k = 0, 1, 2, . . . , (1.11)
yk+1 = ϕ(xk+1, vk+1), (1.12)

решение задачи оценивания сводится к решению системы нелинейных неравенств, аналогич-
ных (1.9):

x0 ∈ X0, wi ∈ W, vi ∈ V, i = 0, 1, . . . , k;

ϕ(xi+1, vi+1) = yi+1;

−xi+1 + f(xi, ui, wi) = 0.

(1.13)

1.2. Использование особенностей математической модели динамической системы.
Рассмотрим линейную дискретную систему (см. [44])

xk+1 = Axk +D1wk, k = 0, 1, 2, . . . , (1.14)
yk = Gxk +D2wk, (1.15)
‖wk‖ � 1, (1.16)

где ‖ . . . ‖— евклидова норма вектора.
Помехи измерениям vk в динамической системе (1.1)–(1.3) равны возмущениям vk = wk в

(1.14)–(1.16), D1D
T
2 = 0 и не задано множество X0 � x0. На этом различия в динамических

системах (1.1)–(1.3) и (1.14)–(1.16) заканчиваются. В работах [44, 56, 57] на основе метода инва-
риантных эллипсоидов построен фильтр, уравнения которого имеют вид

x̆k+1 = Ax̆k + L(yk −Gx̆k), x̆0 = 0, k = 0, 1, 2, . . . , (1.17)

xk ∈ Ek =
{
x : (x− x̆k)

TP−1(x− x̆k) � 1
}
, (1.18)
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где постоянные матрицы L, P отыскиваются с помощью аппарата линейных матричных нера-
венств. Достоинство фильтра (1.17), (1.18) заключается в гарантированной оценке, т.е. x̆k гаран-
тированно принадлежит инвариантному эллипсоиду (1.18): если x0− x̆0 ∈ E0 (малые уклонения),
то и xk−x̆k ∈ Ek, а из условия x0−x̆0 /∈ E0 (большие уклонения) следует xk−x̆k −−−→

k→∞
Ek. В филь-

тре (1.5) dk+1 ∈ [0, dV ], dk+1 (диаметр информационного множества) зависит от измерений yk+1.
В фильтре (1.17), (1.18) dk+1 = const.
Для динамической системы (1.14)–(1.16) возможны три ситуации.
1. Из модели процесса (1.14) можно найти

wk = D−1
1 xk+1 −D−1

2 (Axk +Buk) (1.19)

и, подставляя wk в уравнение измерения (1.15), получить модель динамической системы с урав-
нением измерения

yk+1 = G1xk+1 +G2xk +B2uk (1.20)
без ошибок измерения, что приведет к повышению точности оценивания алгоритма (1.5). В урав-
нении (1.20) матрицы имеют вид

G1 = G−D2D
−1
1 , G2 = −D2D

−1
1 , B2 = −D2D

−1
1 B. (1.21)

2. Из уравнения измерения (1.15) можно найти

wk = D−1
2 (yk −Gxk). (1.22)

Подставляя это выражение в уравнение (1.14), получим модель динамической системы

xk+1 = A1xk +Buk +Dyk, yk+1 = Gxk+1 +D2wk, k = 0, 1, 2, . . . , (1.23)

A1 = A−D1D
−1
2 G,

в которой неопределенные факторы только x0 ∈ X0, а множество прогнозов

Xk+1/k = A1Xk +Buk +Dyk

не содержит операции суммирования множеств. В этом случае wk ∈ W = [w1k, w2k] и из (1.11)–
(1.13) получим систему неравенств вида

b1k � −xk+1 +Axk � b2k;

y1i � Gxi+1 � y2i, i = k, k + 1;

xk ∈ Xk,

(1.24)

где множество Xk и значения bjk, yji, j = 1, 2, i = k, k + 1, известны:

bjk = −Buk +D1wjk, yji = yi +D2wji−1.

Система неравенств (1.24) является частным случаем системы (1.9), и для ее решения могут
быть разработаны более эффективные методы построения информационного множества Xk+1 по
сравнению с более общим случаем динамической системы вида (1.1)–(1.3).

3. Случай
wk+1 ≈ wk, vk ≈ N(0, δ2v), yk = x1k + vk, xk = (xIk, x

II
k ) (1.25)

и установлено, что событие xi /∈ Ei, i = k, k + 1, невозможно, Ek —доверительный эллипсоид
фильтра Калмана. Выражения для оценки x̆k и доверительного эллипсоида фильтра Калмана
имеют вид (см. [33, 50, 55])

x̆k+1 = Ax̆k +Buk +Kk+1

[
yk+1 −G(Ax̆k +Buk)

]
, Kk+1 = Pk+1G

TR−1, k = 0, 1, 2, . . . , (1.26)

Ek+1 =
{
x : (x− x̆k+1)P

−1
k+1(x− x̆k+1) � l2

}
, (1.27)

где Pk+1—ковариационная матрица ошибок оценивания. Вероятность выполнения условия
xk+1 ∈ Ek+1 равна 0,989 при оптимальных оценках x̆k+1, для xk+1 ∈ R

2 и l = 3.
Введем множество X2k+1 = Conv{Ek∪Ek+1} (Conv{. . .}— выпуклая оболочка множества), для

которого xk+1 ∈ X2k+1, k = 0, 1, 2, . . ., будем называть, по аналогии с минимаксным фильтром
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(ММФ) информационным множеством фильтра Калмана. Это позволяет применить к динами-
ческой системе (1.1)–(1.3) оба фильтра. Для этого динамическую систему (1.1)–(1.3) представим
в виде

x1k+1 = A1
1x

1
k +A2

1x
2
k + Γ1wk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yk+1 = x1k+1 + vk+1,

x2k+1 = A2
1x

1
k +A2

2x
2
k + Γ2wk.

(1.28)

Тогда с учетом уравнения (1.28) для минимаксного фильтра получим

X
1
k+1 = X1

k+1/k ∩ (yk+1 − V ), k = 0, 1, 2, . . . ,

X1
k+1/k = A1

1X
1
k + Γ2W +A2

2x̆
2
k.

(1.29)

Реализация фильтра (1.29) проще из-за меньшей размерности вектора x1k. Кроме того, возможно
повышение точности оценок, если объединить оценки минимаксного фильтра и фильтра Калма-
на:

X1
k+1/k = X

1
k+1 ∩X1

2k+1, k = 0, 1, 2, . . . . (1.30)

Такое объединение можно сделать и для всего вектора xk+1, используя разный уровень интегра-
ции двух фильтров. Совместное применение двух фильтров целесообразно и тогда, когда только
по части координат вектора требуется гарантированная оценка в виде информационного множе-
ства. Тогда, представив xk = (x1k, x

2
k)

T , где x1k — вектор, для которого необходима гарантирован-
ная оценка, приходим к модели процесса вида (1.28) с уравнением измерения

yk+1 = G1x
1
k+1 + vk+1 + dk+1, k = 0, 1, 2, . . . ,

где dk+1 = G2x̆
2
k+1 известна.

Пример 1.1. Воспользуемся особенностями матриц A,G,D1,D2 модели (1.14), (1.15), которая
описывает линеаризованную модель динамики вертолета Bell201A-1 (см. [56]), для получения
гарантированной оценки вектора состояния xk. Соответствующие матрицы системы в уравнениях
(1.14), (1.15) имеют следующий вид:

A =

⎛

⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎜⎜
⎝

−0,005 0,004 0,326 −0,004 −0,402 −0,073 −9,81 0
−0,198 −0,567 0,357 −0,038 −0,215 0,568 0 0
0,004 −0,003 −0,295 0,007 0,227 0,015 0 0
0,013 −0,001 −0,407 −0,065 −0,409 0,267 0 9,81
0,013 −0,01 −0,815 −0,04 −0,821 0,144 0 0

−0,028 −0,023 0,106 0,071 −0,279 −0,74 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

⎞

⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎟⎟
⎠

,

DT
1 =

(
0,068; −1,115; 0,006; −0,017; −0,013; 0,14; 0; 0

)
,

DT
2 =

(
0; 0,1; 0; 0; 0; 0; 0,5; 0

)
.

Отличные от нуля элементы матрицы G равны c12 = c27 = c38 = c46 = c53 = c65 = 1. Векторы xk,
wk, yk имеют размерность 8, 1, 6 соответственно.
Для данной в модели динамики вертолета матрицы D2 найдем выражение для ошибки изме-

рения, например, из уравнения для первой компоненты y1k вектора измерений yk

wk = 10(yk − xk). (1.31)

Подставляя wk (1.31) в (1.14), получим для вертолета модель динамической системы (1.23), реали-
зация для которой алгоритм оценивания требует меньше вычислительных затрат и рассмотрена
в разделе 2.2.
Кроме того, данная модель динамики вертолета позволяет найти точное значение всех компо-

нент вектора состояния xk, а не оценки Xk с помощью алгоритма фильтрации. Действительно, из



98 В. И. ШИРЯЕВ

уравнения измерения (1.15) и матрицы D2 следует, что x2k = y1k, x8k = y2k, x6k = y4k, x5k = y6k.
Из модели процесса (1.14) для переменных xik, i = 2, 5, 6, составим систему уравнений

a21x1k + a24x4k + d21wk = z2k;

a51x1k + a54x4k + d51wk = z5k;

a61x1k + a64x4k + d61wk = z6k,

(1.32)

где
di1 = di − 0,05ai3, i = 2, 5, 6,

z2k = y1k+1 − a22y1k − a23y5k − a25y6k − a26y4k,

z5k = y6k+1 − a52y1k − a53y5k − a55y6k − a56y4k,

z6k = y4k+1 − a62y1k − a63y5k − a65y6k − a66y4k

вычисляются по априорным данным и измерениям yik+1, i = 1, 4, 6; yjk, j = 1, 4, 5, 6.
Система (1.32) при заданных значениях aij , d1i, i = 2, 5, 6; j = 1, 2, 3, 4, имеет единственное ре-

шение; таким образом, значения x1k, x4k, wk вычисляются на (k+1)-м шаге. Знание wk позволяет
непосредственно из уравнения измерения (1.15) найти x3k = y5k − 0,05wk, x7k = y2k − 0,1wk. Сле-
довательно, по уравнениям (1.14), (1.15) и измерениям yk+1 найдено значение вектора состояния
xk системы без использования уравнений фильтра (1.5).
Для управления представляет интерес множество прогнозов Xk+1/k (1.5). Так, например, для

первой и четвертой координат, которые измеряются без ошибок, для диаметров множеств полу-
чим

dXik+1/k = di1dW, dW = 2, dX1k+1/k = 0,136, dX4k+1/k = 0,34.

Для системы (1.14), (1.15) для первой и четвертой координат имеем соотношения для диаметров
множеств фильтров

dEx1 = 1,3 > dX1k+1/k = 0,136, dEx4 = 0,64 > dX4k+1/k = 0,34,

где dEx1 и dEx4—диаметры по первой и четвертой координатам фильтра (1.17), (1.18).
Иными словами, точность оценивания гарантирующего фильтра (1.17), (1.18) по 1-й и 4-й

координатам для рассмотренных исходных данных [56], хуже точности прогноза в алгоритме
(1.5).

1.3. Адаптация к помехам и возмущениям. Диаметр информационного множества Xk

зависит (см. [68]) от реализовавшихся измерений yi, i = 1, . . . , k, которые, в свою очередь, за-
висят от реализации неопределенных факторов — помех vi+1 и возмущений wi, i = 0, 1, . . . , k.
Множество Xi может стягиваться в точку xk = Xk для некоторого i = k, а может и не из-
меняться (X i ≈ X i+1), и в этом случае измерения yi, yi+1 являются неинформативными. Это
приводит к необходимости осуществлять адаптацию минимаксного фильтра путем нахождения
оценок для помех V̂ и возмущений Ŵ , например, из решения системы линейных неравенств (1.9)
и далее при i > N использовать в системе линейных неравенств (1.9). В качестве индикато-
ра того, что wi ∈ ŴN , vi+1 ∈ V̂N+1, i > N , можно взять невязку li = yi − GAx̂i−1 и условие
li ∈ QN = Conv{l1, . . . , lN}, i > N , где x̂i−1— оценка фильтра Калмана для системы (1.1), (1.2).
Найдем оценки возмущений wi, помех vi+1 непосредственно из соотношений (1.5) для случая,

когда матрицы Γ иH в (1.1), (1.2) — единичные. Тогда из соотношений (1.5) для найденной оценки
Xk+1 имеем

Xk+1 = yk+1 − V̂k+1 или V̂k+1 = yk+1 −Xk+1.

Аналогично из (1.5) из выражения для множества Xk+1/k для оценки Ŵk имеем

Xk+1 = AXk +Buk + ΓŴk, ΓŴk = Xk+1 \AXk −Buk,

где \— обозначение геометрической разности множеств. С учетом априорной информации о по-
мехах и возмущениях wk ∈ W получим апостериорные оценки

V k = V̂k+1 ∩ V, ΓW k = ΓŴk ∩ ΓW. (1.33)
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Большие возможности для адаптации создаются при совместном использовании нескольких
параллельно работающих фильтров, построенных исходя из разных информационных доопреде-
лений неопределенных факторов модели процесса.

1.4. Минимаксный алгоритм фильтрации. Для оценки вектора состояния xk системы
(1.1)–(1.3) применим три фильтра (минимаксный фильтр, гарантирующий фильтр, фильтр Кал-
мана), для которых xk ∈ Xkj, j = 1, 2, 3, k = 0, 1, 2, . . ., где Xk1 = Xk —информационное множе-
ство минимаксного фильтра (1.5), Xk2 = Ek —инвариантный эллипсоид (1.15), Xk3 = ConvXk,
Xk = Ek−1 ∪ Ek, где Ek —доверительный эллипсоид фильтра Калмана (1.24). Рассматривается
случай, когда для любых двух смежных моментов времени k − 1, k хотя бы один раз xi ∈ Ej ,
i = k − 1, k.
Предлагается алгоритм минимаксной фильтрации, в котором осуществляется одновременное

применение трех параллельно работающих фильтров: минимаксного, гарантирующего и фильтра
Калмана, так что получаем множество

Xk =
⋂

j=1,2,3

Xkj, xk ∈ Xkj, j = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . , (1.34)

которое будем называть информационным множеством алгоритма минимаксной фильтрации, по
аналогии с информационным множеством Xk минимаксного фильтра, а также с множеством Xk3

фильтра Калмана. Множество прогнозов определяется как Xk+1/k = AXk+Buk+ΓW . Отметим,
что рассматриваются последовательности множеств в системе (1.1)–(1.3), для которых xk ∈ Xkj,
j = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . .. В качестве гарантирующего фильтра можно взять любой фильтр, исполь-
зующий эллипсоиды, зонотопы (см. [5, 11, 44, 48, 56, 57]), обеспечивающий повышение точности и
реализуемый при располагаемых вычислительных ресурсах.
Если чебышевский радиус множества Xk3, k = 1, 2, . . ., удовлетворяет заданным требованием

по точности оценивания вектора xk, то фильтр Калмана позволяет в этом случае получать га-
рантированные множественные оценки в виде множеств Xk3, k = 1, 2, . . ., и его можно применить
без привлечения минимаксного и гарантирующего фильтров. Кроме того, наряду с применением
в (1.34) трех фильтров, исходя из требований по точности, может оказаться достаточным ис-
пользование любых двух из трех фильтров. Если в составе двух фильтров будет применяться
минимаксный фильтр, то при удовлетворении требований по точности информационное множе-
ство Xk1 нужно положить равным либо множеству X[yk+1], либо множеству прогнозов Xk+1/k.
Для снижения вычислительных затрат необходимо исключить в алгоритме минимаксного

фильтра операции суммирования множеств. В тех случаях, когда для возмущений wk в дина-
мической системе (1.1)–(1.3) возможно построение математической модели (см. [28]), исключаем
операцию суммирования множеств, расширяя вектор состояния xk. К исключению операции сум-
мирования множеств приводит и неявное задание информационных множеств системой линейных
неравенств (1.8), (1.9).
Использование особенностей модели динамической системы (1.1)–(1.3) для представления в

виде (1.23), где нет операции примирования множеств. Так же в модели процесса (1.23) при мат-
рице Γ1 = 0 применение двух фильтров позволяет исключить операцию суммирования множеств.
Из (1.23) получим оценку для ошибок измерений

V̂k+1 = yk+1 −Xk+1,

для которой найдем аппроксимирующий сверху эллипсоид Ek ⊃ V̂k с матрицей R̂k, которую
можно рассматривать как оценку либо ковариационной матрицы ошибок измерений фильтра
Калмана, либо соответствующей матрицы гарантирующего фильтра.
Кроме того, если множество Xk (1.34) аппроксимировать сверху эллипсоидом с матрицей Pk, то

ее можно использовать для коррекции фильтра Калмана и гарантирующего фильтра, что будет
приводить к адаптации трех параллельно работающих фильтров: минимаксного, гарантирующего
и фильтра Калмана.

Пример 1.2 (см. [57]). Рассмотрим систему (1.1)–(1.3) с вектором состояния xk = (x1k, x2k)
T ,

управлением uk = 0,98, возмущениями wk = (w1k, w2k)
T , измерениями yk ∈ R

1, ошибками vk ∈ R
1
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Рис. 1.1. Динамика множеств Xk, Xk, оценок x̂k, измерения yk, траектория движения — пунктир-
ная линия, проходящая через точки xk, для начального участка траектории при k = 0, 1, 2, 3 на

фазовой плоскости.

и с матрицами вида

A =

(
1 0,1
0 1− b

)
, B = (0, 1)T , G = (0, 1), Γ = I x(единичная матрица),

которая описывает движение снаряда в вертикальной плоскости. В системе (1.1): x1k = sy(k),
x2k = vy(k)—проекции координаты и скорости снаряда на ось y, b = 10−4 —коэффициент со-
противления воздуха, [k, k + 1] = 0,1 c — интервал времени между измерениями. Возмущения
wk и ошибки измерения vk (м) распределены нормально с нулевым математическим ожиданием
и ковариационной матрицей Q = diag

{
σ2
w1, σ

2
w2

}
, σ2

w1 = 0,1 м2, σ2
w2 = 0,1 м2/c2 и дисперсией

σ2
v = 500 м2.
Сравним результаты расчета трех алгоритмов фильтрации: информационные множества Xk

(1.5), инвариантные эллипсоиды Ek (1.18) и доверительные эллипсоиды фильтра Калмана
(1.27) — и найдем оценку Xk (1.29) вектора состояния xk, воспользовавшись результатами расче-
та (см. [57]) для гарантирующего фильтра, фильтра Калмана с начальными значениями оценок
для ГА, фильтра Калмана x̆0 = x̂0 = 0, P0 = diag{σ2

x1, σ
2
x2}, σ2

x1 = 0,1 м2, σ2
x2 = 105 м2/c2. Для

минимаксного фильтра, в соответствии с данными для фильтра Калмана, взяты множества (1.4)

X0 =
{
x0 : |xi0| � 3σxi, i = 1, 2

}
, W =

{
wk : |wki| � 3σwi, i = 1, 2

}
, V =

{
vk : |vki| � 3σv

}
.

Согласно [55, 64, 68] информационные множества Xk1, Xk строятся в виде многогранников
(рис. 1.1). Для этого Ek фильтра Калмана аппроксимируются сверху многогранником (рис. 1.2),
и поскольку xk ∈ Ek при k = 0, 1, 2, 3, 70, 71, 72, 73, то для упрощения построения множество Xk3

состоит из одного эллипса Ek.
Из результатов расчета (см. рис. 1.1, рис. 1.2) множеств Xk алгоритма минимаксной фильтра-

ции (1.32) для двух участков траектории следует, что множества Xk, k = 1, 71, 72, 73, форми-
ровались только двумя фильтрами, минимаксным и фильтром Калмана, для рассматриваемых
исходных данных. Поскольку размеры множеств Xk2 ГА и Xk3 фильтра Калмана значительно
больше, чем у информационного множества Xk1 = Xk минимаксного фильтра, и, учитывая их
расположение на фазовой плоскости, можно отметить, что множество X1 (рис. 1.1) образовано
лишь пересечением двух множеств X11 и X13 минимаксного фильтра и фильтра Калмана.
Для второго участка траектории (рис. 1.2) размеры множества Xk3 уменьшились, и оно пере-

секается со множеством Xk1 = Xk, что и приводит к повышению точности оценивания, так как
X1 = Xk1 ∩Xk3.
Отметим, что оценки Xk1 = Xk минимаксного фильтра, а значит, и оценки Xk алгоритма

минимаксного фильтра зависят от реализовавшихся возмущений и ошибок измерений, так же как
и от множеств X0,W , V . В данном примереX01 ⊃ Эл0 — весьма грубая оценка второй компоненты
x20 вектора xk (см. [57]). Более реалистические оценки второй компоненты x20 ∈ [500; 700] и
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Рис. 1.2. Динамика множества Xk, Xk, Xk3, оценок x̂k, измерения yk, траектория движения —
пунктирная линия, проходящая через точки xk для участка траектории при k = 70, 71, 72, 73 на

фазовой плоскости.

ошибок измерений V = {vk : |vk| � δv} приводят, как следует из расчетов (рис. 1.1), к уменьшению
размеров множества Xk, а значит, и к повышению точности оценивания. Так (рис. 1.1) возникает
дополнительное ограничение для k = 0, 1, x2k ∈ [500; 700]; k = 2, x12 � 120; k = 3, x13 ∈ [160; 200];
для k = 71, x171 � 3951 (рис. 1.2); k = 73, x173 � 4066. На рис. 1.2 вершины множеств V k, Xk3,
образующие множество Xk = Xk ∩Xk3, затенены.
Множество Xk2 ГА значительно больше множества Xk3 фильтра Калмана для k = 76, отноше-

ние больших осей эллипсов ГА и фильтра Калмана более 6, и поэтому отсутствует вXk алгоритме
минимаксной фильтрации в данном примере.

Пример 1.3. Рассмотрим вновь задачу оценивания вектора xk, описывающего движение сна-
ряда в вертикальной плоскости (см. [57, 65]):

xk+1 = Axk +Buk + Γwk, yk+1 = Gxk+1 +Buk + vk+1, (1.35)

где xk = (sy(k), vy(k))
T — вектор состояния, компоненты которого — проекции координаты и ско-

рости снаряда на вертикальную ось, uk = −gΔt, g = 9,8 м/с2 — ускорение свободного падения,
Δt = 0,1 с — интервал дискретизации. В уравнении (1.15) будем пренебрегать сопротивлением
воздуха, а матрицы имеют вид

A =

(
1 0,1
0 1

)
, B = (0, 1)T , G = (1, 0), Γ = I (единичная матрица).

Возмущения wk и ошибки измерения vk (м) распределены нормально с нулевым математиче-
ским ожиданием и ковариационной матрицей Q = diag{σ2

w1, σ
2
w2}, σ2

w1 = 0,1 м2, σ2
w2 = 0,1 м2/c2

и дисперсией σ2
v = 500 м2.

Найдем оценку Xk вектора состояния xk, воспользовавшись результатами расчета (см. [57])
для фильтра Калмана с начальными значениями оценок для фильтра Калмана x̆0 = x̂0 = 0,
P0 = diag{σ2

x1, σ
2
x2}, σ2

x1 = 0,1 м2, σ2
x2 = 105 м2/c2. Для минимаксного фильтра, в соответствии с

данными для фильтра Калмана, взяты множества

X0 =
{
x0 : |x10| ∈ [0; 3], |x20| ∈ [500; 700]

}
, W =

{
w : |wki| � 1, i = 1, 2

}
, V =

{
v : |vk| � 67

}

и вектор x0 = (0; 600)T ∈ X0.
Обозначим через xk = (x1k, x

2
k)

T компоненты вектора xk ∈ R
2; тогда для оценок имеем

Xk+1 = X1
k+1/k ∩X[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

X1
k+1/k = X

1
k + 0,1x̂2k +W, X[yk+1] = yk+1 − V,

(1.36)



102 В. И. ШИРЯЕВ

где x̂2k — оценка фильтра Калмана. Оценки x̂2k для малых k могут оказаться грубыми, и поэтому
возможно, что x1k /∈ Xk+1/k. Для исключения такой ситуации, в данном примере для k � 2,
уравнение для множества прогнозов возьмем в виде

X1
k+1/k = X

1
k + 0,1X2

k+1/k +W 1, X2
k+1/k = X

2
k + uk−1 +W 2. (1.37)

В результате расчета для k = 1, 2 получим:

X
1
1 = X1

1/0 = [52; 74], X
1
2 = X1

2/1 = [101; 145].

Для k = 3 расчет проведем по уравнению (см. далее): X1
3 = X1

3/2 = [135; 181,3]. Если найти

V̂k = ye −X1
k , V̂ = UV̂k = [−21; 45], dV̂ = 66, dX

1
3 = 18,

то возьмем Ṽ = [−6; 22]; тогда X
1
3 = [168; 186].

Для k = 4 получим:

X1
4 = [227; 242], x14 = 239, x̃14 = 241, V̂4 = 236 −X1

4 = [−6; 0] ⊂ V̂3 ⊂ Ṽ .

Для k = 5, . . . , 10 получены следующие результаты:

X
1
5 = [295; 303]; X

1
6 = [353; 363]; e6 < 0; X

1
7 = [413; 425], e7 > 0; X

1
8 = [477; 480],

знаки e5, e8 не определены. Сравнивая dX
1
k с расчетами (см. [65]0, получаем, например, для k = 3:

dX
1
3 = 18 против 40 в [65], следовательно, ошибки оценивания уменьшены более чем в два раза.

1.5. Алгоритмы оценивания при неполной информации. Адаптивные фильтры Кал-
мана с подстройкой матриц ковариаций возмущений и шумов измерений. При сов-
местном использовании нескольких алгоритмов фильтрации в условиях неполной информации
будем применять адаптивный алгоритм фильтра Калмана в линейной нестационарной системе с
неизвестными матрицами ковариаций возмущений и шумов измерений. Специфика прикладной
задачи может подсказать наиболее подходящую математическую модель процесса и возможности
информационного доопределения по ходу процесса оценивания для уменьшения неопределенно-
сти в информации, что и является основой либо для выбора алгоритма адаптации, либо для его
построения.
Возможными приложениями адаптивных фильтров (см. [8,10,40]) являются задачи навигации,

управления и слежения за движущимися объектами, движение которых описывается линейной
моделью (1.1)–(1.3):

xk+1 = Axk +Buk + Γwk, (1.38)
yk+1 = Gxk+1 +Hvk+1, k = 0, 1, 2, . . . , (1.39)
x0 ∈ X0, wk ∈ W, vk ∈ V, (1.40)

где все обозначения имеют тот же смысл, что и в (1.1)–(1.3). Пусть вместо (1.3) заданы априорное
гауссовское распределение начального состояния x0 = Nx(0;P0) с матрицей ковариации P0 и по-
следовательность измерений y0 = (yk), k = 1, 2, . . .. Необходимо найти оценку вектора состояния
xT и характеристику точности этой оценки.
Последовательность y0 получена как результат реализации набора векторов ξ = Cov(wt, vt),

t = 1, 2, . . ., являющегося белым гауссовским шумом с нулевым средним и с матрицей ковариации

Q =

(
Qw Qwv

Qvw Qv

)
.

На коротком промежутке времени, например, по десяти последним измерениям y0 = (yt),M = 10,
оценка матрицы ковариаций Qn вычисляется по формуле

Qn = γQn−1 + (1− γ)
1

M

M∑

k=1

ξn,kξ
T
n,k,
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где (ξn,k), k = 1, 2, . . ., — оценки возмущений и шумов на этом n-м отрезке, γ = 0,2—параметр,
обеспечивающий невырожденность случайных матриц Qn (см. [3]).
Более общо, для отрезка n = 1, . . . , N вычисляется средний коэффициент усиления фильтра

Kn, оценки x̂t, t = 1, . . . ,M , и ошибки прогноза измерений ξk = yk −Cxk/k−1, а также эмпириче-
ские матрицы ковариаций ошибок оценивания и прогнозирования измерений:

Pn =
1

M

M∑

t=1

(xt − x̂t)(xt − x̂t)
T , Rn =

1

M

M∑

t=1

ξ2t .

1.6. Адаптивный фильтр Калмана. Как пример комплексирования алгоритмов в условиях
неполной информации, когда характеристики возмущений и ошибок измерений точно неизвестны
и могут быть аномально большие негауссовские ошибки, отметим алгоритм, в котором совместно
используется адаптивный фильтр Калмана и обобщенный метод наименьших модулей для модели
линейной нестационарной динамической системы (1.1), (1.2) (см. [40]). Для случая, когда wk,
vk — векторы нормально распределенных величин, Covwk = Qk, Cov vk+1 = Rk, в [40] приведена
оценка матриц Q и R осреднением на скользящем окне ширины N :

R̂k
∼= 1

N

k∑

j=i−N+1

vivj −GMiG
T , Q̂k

∼= 1

N

k∑

j=i−N+1

(
Kjvjv

T
j K

T
j +Mj −APj−1A

t
)
,

где
vj = yj −GAx̂j−1, Mj = APjiA

t + Q̂j−1, Pj = MjG
T (GMjG

T +Rj)
−1.

В нестационарной системе осреднения на скользящем окне можно использовать L-фильтр:

R̂k = (1− L)R̂k−1 + L
(
vkv

T
k −GMkG

T
)
,

Q̂k = (1− L)Q̂k−1 + L
(
Kkvkv

T
k K

T
k +Dk −APk−1A

T
)
,

где L < 1—настраиваемый коэффициент.
В [1] рассмотрен подход к задаче оценивания динамических систем, который не требует априор-

ной информации о неопределенных факторах как необходимой для применения фильтра Калма-
на или гарантированного подхода к оцениванию (см. [57,69]). Следовательно, при возникновении
подобной ситуации такой алгоритм, используемый совместно с минимаксным фильтром (1.5),
минимаксным алгоритмом фильтрации (см. [69]) может привести к повышению эффективности
фильтрации:

xk+1 = Fxk +Gqk + gk, zk = Hxk + rk, k = 0, 1, . . . ,K, (1.41)
где qk, rk —неизвестные векторы; остальные обозначения имеют тот же смысл, что и в (1.1),
(1.2), все матрицы известны и могут быть переменными. Имеется априорная информация x0 о
начальном состоянии системы x0 = x(0) + r(0).
Характерные значения возмущений (погрешностей в динамике) qk, ошибок (шумов) rk в изме-

рениях, в априорной информации известны и заданы положительными величинами Rj , Qj , Πj ,
соответственно:

rj(k) ∼= Rj, j = 1, . . . ,m, k = 0, 1, . . . ,K;

qj(k) ∼= Qj , j = 1, . . . , l, k = 0, 1, . . . ,K − 1;

rj(k) ∼= Πj , j = 1, . . . , n.

Кроме того, в редкие моменты времени ошибки измерений могут быть аномально большими,
превышающими Πj, Rj , Qj, а погрешности в динамике могут приводить к скачкообразным изме-
нениями компонент фазового вектора.
Предположений о вероятностных свойствах шумов не делается. Оценка векторов состояния

динамической системы решается как вариационная задача l1-аппроксимации:

L(x, q) =
∥
∥Π−1(x(0) − x0)

∥
∥
l1
+

K−1∑

k=0

‖Q−1qk‖l1 +
K∑

k=0

‖R−1(yk −Hxk)‖l1 → img(x,q) (1.42)
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при ограничениях
xk+1 − Fxk −Gqk − gk = 0, k = 0, 1, . . . ,K − 1.

Здесь введены обозначения

‖x‖l1 =

n∑

i=1

|xi|, (x, q) =
(
x0, x1, . . . , xk, q0, q1, . . . , qk−1

)
,

Π−1 = diag
{
Π−1

1 , . . . ,Π−1
n

}
, Q−1 = diag

{
Q−1

1 , . . . , Q−1
n

}
, R−1 = diag

{
R−1

1 , . . . , R−1
n

}
.

Ее решение опирается на квадратичную задачу сглаживания

J(x, q) =
∣∣Π−1(x(0)− x0)

∥∥
L2

+

(
K−1∑

k=0

‖Q−1qk‖2L2
+ ‖R−1(yk −Gxk)‖2L2

)1/2

→ min
(x,q)

и имеет вид

x̂i/N = x̂i − Ci

(
xi+1 − x̂i+1/N

)
, x̂N/N

∼= x̂N , ŵi/N = wi −Bi

(
xi+1 − x̂i+1/N

)
,

Pi/N = Pi − PiA
TΛiAPi, Qi/N = Q−QΓTΛiΓQ, Ci = PiAM

−1
i+1, Bi = QΓM−1

i+1,

где xi, x̂i —прогноз и оценка вектора состояния xi алгоритма, уравнения которого совпадают
с уравнениями фильтра Калмана для системы (1.41), с матрицами P0 = Π, Q и R из крите-
рия (1.35); x̂i/N , ŵi/N — сглаженные оценки, Pi/N , Qi/N —матрицы, аналогичные соответствую-
щим ковариационным матрицам фильтра Калмана.

1.7. Гарантированный аналог фильтра Калмана. Приведем основные результаты
(см. [71]) по эллипсоидальному гарантированному оцениванию для линейной динамической си-
стемы:

ẋ = Ax+Bw, y = Gx+ v, w ∈ E(0,W (t)), v ∈ E(0, V (t)), t ∈ [0, T ], (1.43)

где смысл обозначений тот же, что и в [57, 60], система (1.43) может быть и не стационарной,
E(x, θ)— эллипсоид с центром в заданном векторе x и симметрической положительно определен-
ной матрицей θ, т.е.

E(κ, θ) =
{
l ∈ R

1 : θ−1(l − κ, l − κ) � 1
}
.

Матрицы W (t), V (t) известны.
В [71] построен фильтр в форме нестационарной линейной системы

ρ̇ = F (t)ρ+K(t)y, ρ ∈ R
n, ρ(0) = x(0), (1.44)

где вектор ρ(t)—искомая оценка вектора x(t), а F (t), K(t)—некоторые неизвестные матрицы.
Под x(0) понимается центр эллипсоида при t = 0. Для вектора e(t) = x(t)− ρ(t) ошибок фильтра
также введен эллипсоид

e(t) ∈ E(f(t),Σ(t)), Σ(0) = Σ0.

Матрицы F (t),K(t) фильтра (1.35) находятся в результате решения экстремальной задачи

J = Tr(L(T )Σ(t)) → min

при условиях f(t) ≡ 0, (1.1)–(1.3), и уравнения фильтра (1.35) могут быть получены в виде

ρ̇ = Aρ+ΣHTV −1(y −Gρ), ρ(0) = x(0),

Σ̇ = AΣ+ ΣA− ΣHTV −1HΣ+BWBT , Σ(0) = Σ0,
(1.45)

которые совпадают с уравнениями фильтра Калмана для стохастической системы, если вместо
матриц V иW эллипсоидов подставить ковариационные матрицы соответствующих белых шумов.



УПРАВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ ПРИ ДЕФИЦИТЕ ИНФОРМАЦИИ. I 105

Повторная фильтрация. Если оценку ρ(t) рассматривать как новое наблюдение (измерение),
то в [72] поставлена снова задача фильтрации в динамической системе с новыми наблюдениями:

ẋ = Ax+Bw, ρ = x− e. (1.46)

Обозначая x1 новую оценку вектора x для ошибки, получим:

e = x− x1, e ∈ E(0,D(t)), D(0) = Σ,

ẋ1 = Asx
1 +DΣ−1

y (ρ− x1), x1(0) = ρ(0),

Ḋ = AsD +DAT
s −DΣ−1

s D +BWsB
T , D(0) = Σ0,

As(t) = A+
1

2qs(t)
In, Ws(t) = qs(t)(1 + Ls(t)

−1)W (t),

Σs(t) = qs(t)(1 + Ls(t))Σ(t),

(1.47)

где Ls(t) � 0 и qs(t) � 0 при t � 0—произвольные скалярные функции, In — единичная матрица
порядка n.
В [72] отмечается, что, построив оценку x1 с помощью фильтра (1.47), ее можно взять за новое

наблюдение и использовать ее аналогично для построения следующей эллипсоидальной оценки.
Сравнивая интервальное и эллипсоидальной оценивание в [35] показана целесообразность двух-
этапной процедуры построения эллипсоидальных систем, когда на первом этапе определяются
интервальные оценки минимального объема с дальнейшей аппроксимацией, а на втором этапе —
эллипсоид минимального объема.

1.8. Интервальные наблюдатели. При построении наблюдателей актуальной является про-
блема (см. [15,16,19,32,57]) неопределенности в модели процесса (неизвестные параметры модели,
начального состояния или/и внешних возмущений и шумов измерения), что в значительной сте-
пени решается использованием интервальных наблюдателей (ИН), которые определяют оценку
множества допустимых значений всего вектора состояния (информационного множества), как и
оценку только для заданной линейной функции вектора состояния или для части его координат.
Соответствующий ИН может оказаться проще наблюдателя полной размерности и расширится

класс систем, для которых он может быть построен.
Отметим, что ИН, как и минимаксный фильтр в гарантированном подходе, дает интервальную

оценку вектора состояния и оценку ошибки оценивания в детерминированных системах, подобно
фильтру Калмана в стохастических системах.

Пример 1.4 (см. [16]). Рассмотрим пример нагруженного электропривода, управляющего од-
ной степенью подвижности многозвенного манипулятора, описанную уравнениями

ẋ = F (t)x+G(t)u+ Lρ, y = Hx+ v, (1.48)

x ∈ R
3, ρ ∈ R

1, где x1 —угол поворота выходного вала редуктора, x2 — скорость вращения ротора,
x3 — ток якоря. Матрицы в (1.48) имеют вид

F (t) =

⎛

⎝
0 α1 0
0 α2 α3

0 α4 α5

⎞

⎠ , G(t) =

⎛

⎝
0
0
y

⎞

⎠ , HT =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ , L ≡ 0.

Переходя в (1.48) к дискретному времени, получим:

Ak =

⎛

⎝
1 rα1 0
0 1− rα2 rα3

0 rα4 1 + rα5

⎞

⎠ , B = rG(t), G = rH,
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где (см. [16])

xk+1 = Akxk +Bkuk, yk = x3k, k = 0, 1, 2, . . . ,

r = 0,5, α1 =
1

ir
= 10−2, α2 =

kbh
∗(kr)

J +H(kr)
= 27,5,

α3 =
km

J
+H∗(t) = 2 · 102, α4 =

km

Im
= −80, α5 = −Rm

Lm
= −103,

g =
ky

Lm
= 2 · 10−5, b = 5 · 10−2 · 2 · 105 = 1 · 104.

(1.49)

При расчете принимались следующие значения параметров манипулятора и электропривода:
ir = 100, Rm = 0,50 м, Lm = 5 ·10−4 Гн; ky = 100, km = 0,04 Н·м/А, J = 10−4 кг·м2, kB = 0,04 В·с,
H∗(t) = h∗(t) = 10−4 —известные компоненты, характеризующие, соответственно, степени по-
движности манипулятора и кориолисовых и скоростных сил. В [16] синтезирован интервальный
наблюдатель оценивания переменной z = x2, т.е. N = (0; 1; 0), z = Nx.
Пусть неопределенность X0 начального состояния x0 задана в виде X0 = X1

0xX
2
0xX30, где

X1
0 = [0; 0,1], X2

0 = [0; 0,1]— только по первой и второй компоненте вектора X0 ∈ R
3. Тогда при

k = 1 и получении y1 = x31 из уравнений для компонент системы (1.49) находим:

x20 =
1

4

(−y1 + x30 + 104u0
)
, x21 = 2,37x20 + 10x30,

и неопределенность остается только в первой компоненте X11/0 = X1
0 +5 ·10−4x20, обусловленная

неопределенностью начального состояния X1
0 первой компоненты. Ситуация с неопределенностью

сохраняется и при k = 2, 3, . . .. Компонента x2k, начиная с k = 1, 2, . . ., оценивается точно.

Пример 1.5 (см. [19]). Рассмотрим модель нагруженного электропривода, отличающуюся от
модели примера 1.4 учетом нелинейности сухого трения и матрицей H:

ẋ = F (t)x+G(t)u +C(t)Ψ(x, u), y = Hx, (1.50)

где

C =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , H =

(
1 0 0
0 0 1

)
,

Ψ(x, u) = −γ1(t)− γ2(t) sign{x2(t)}, γ1 =
MB(t)

J +H∗(t)
, γ2 =

MTP (t)

J +H∗(t)
.

ЗдесьMB(t)—известное переменное моментное воздействие, учитывающее гравитационные силы
и эффекты взаимовлияний между всеми степенями подвижности манипулятора в процессе его
движения, MTP — величина номинального момента сухого трения, J —момент инерции ротора
электродвигателя и вращающихся частей редуктора, приведенный в этому ротору.
В [19] построен скользящий наблюдатель для идентификации появления неучтенного момент-

ного воздействия M̃ (t):
M̃ (t) = −k̂B(t)x2(t)− M̂TP (t) sign{x2(t)}, (1.51)

где
k̂B(t) = 0,5kB , M̂TP (t) = 0,5MTP .

Появление дефекта моделировалось изменением kB иMTP на 50% при t = 3 с. У синтезированного
наблюдателя максимальная ошибка не превышала 35% от величины M(t).
Применяем алгоритм гарантированного оценивания (1.5). При k = 0 из (1.49) известны x10,

x30. При k = 1 известны x10, x31. Из уравнения (1.49) модели находим x20, что позволяет из
уравнения для x2k+1 вычислить x21. Таким образом, при k = 1, зная y0, y1, получим точное
значение вектора состояния x0, x1 и т. д. Тогда, согласно [49], можно получить точное значение
Mkτ , т.е. решить задачу идентификации без ошибок.
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1.9. Адаптивный минимаксный алгоритм фильтрации. Будем рассматривать минимакс-
ный фильтр (см. [69]) как основной базовый фильтр для построения адаптивного алгоритма
оценивания, состоящего из совокупности фильтров с организованной на нескольких этапах об-
работкой. Среди фильтров, вошедших в состав минимаксного алгоритма фильтрации (МАФ),
основным является минимаксный фильтр, реализующий следующие множественно-множествен-
ные отображения:

xk+1 ∈ Xk+1, Xk+1/k ∩Xk[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

Xk+1/k = AXk +Buk + ΓW, X[yk+1] = b
{
x ∈ R

n : Gx+Hv = yk+1 ∀v ∈ V
}
,

(1.52)

гдеXk+1,Xk+1/k,X[yk+1]—множества, соответственно, информационное, прогнозов и совместное
с измерениями.
Для случая, когда множества X0, W , V —многогранники, а матрицы A, B зависят от пара-

метра L, решение задачи одновременного определения оценок векторов состояния и параметров
для линейной нестационарной системы (1.1)–(1.3) приведено в виде операций над множествами
(см. [33]), когда задана априорная гарантированная оценка скорости изменения параметров во
времени:

‖Δρk = ρk+1 − ρk‖∞ � γ,

где ρk — вектор параметров системы, γ — заданная константа, относительно которой не принима-
ется предположение о ее малости;

‖ . . . ‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|
—норма, xi — i-я компонента вектора x.
Отметим важное свойство минимаксного фильтра при использовании многогранников: зависи-

мость размеров информационного множества от реализации, возмущений и помех. Если множе-
ства неопределенных факторов являются грубыми оценками для реализующихся в ходе процесса,
то и информационные множества будут грубыми оценками (см. [6,14]), вплоть до того, что разме-
ры информационного множества не будут зависеть от текущих измерений. Пессимизм, грубость
оценок — известный недостаток гарантированного подхода.
Если множества неопределенных факторов заданы без загрубления и возмущения, и помехи

принимают значения вблизи границ и на границах множеств, информационные множества значи-
тельно уменьшаются при поступлении очередного измерения и даже могут стягиваться в точку —
т.е. состоят из одной точки, вектора состояния системы (см. [67–69]). Это делает актуальной зада-
чу построения адаптивного фильтра к реализации неопределенных факторов, к которым будем
относить и случай неизвестных параметров объекта управления.
Необходимость адаптации возникает и при использовании фильтра Калмана. Так, в задачах со-

провождении (высокодинамических) аэробаллистических объектов одним из существенных упро-
щений, закладываемых в фильтр Калмана, является предположение о линейном характере урав-
нений движения и наблюдения (см. [58]) и нормальное распределение неопределенных факторов,
что на практике часто не подтверждается. В [58] для этого случая предлагается использовать
ансамблевый фильтр Калмана, который использует множество ансамблей параметров. По сути
неопределенность приводит к необходимости использовать банк фильтров (см. [37]).
Как уже отмечалось, равенство dXk = 0 означает, что информационное множество «стянулось»

в точку xk = Xk, несмотря на возмущение wk−1 и ошибки измерения vk, если они принимают
значения на границе множеств W и V . Следовательно, в алгоритме фильтрации по ходу процесса
должно реализовываться такое уменьшение dWk−1 и dVk−1, чтобы dXk = dXk+1. Для этого в
минимаксном алгоритме фильтрации проведем следующие изменения.
Введем этап первичной обработки (см. [9]), на котором можно было бы получить апостериор-

ные оценки для Wk, Vk+1. Тогда на следующем этапе вторичной обработки полученные оценки
возмущений и ошибок будут использованы в алгоритмах вторичной обработки в виде нескольких
параллельно работающих фильтров (банк фильтров), где каждый из фильтров может быть по-
строен, исходя из разных информационных доопределений модели процесса, так как это сделано
в МАФ (см. [69]).
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Далее, на этапе третичной обработки, имея информационные множества X ik от каждого из
i-х фильтров этапа вторичной обработки из условия, что xk ∈ X ik для всех фильтров, на выходе
алгоритма (третичной) обработки получим:

xk ∈ Xk =
⋂

i=1,...,l

Xik, x̂k ∈ Xk,

где x̂k — точечная оценка, в качестве которой может быть взят чебышевский центр множества Xk.
Знание Xk позволяет согласно (1.28) (см. [69]) найти оценки Ŵk+1, V̂k для фильтров первичной
и вторичной обработки, что придает свойство адаптивности алгоритму фильтрации.

Первичная обработка. В качестве фильтров на этапе первичной обработки предлагается ис-
пользовать фильтр (см. [1]), адаптивный фильтр (см. [28]), полиноминальный или циклический
фильтр Калмана (см. [17,28]) и минимаксный фильтр (1.5). Полиноминальный фильтр Калмана
является адаптивным, и его рекомендуется применять в критических режимах работы динами-
ческих систем (см. [28]), характерным для которого является неопределенность, в том числе,
математической модели объекта управления.
Рассмотрим построение алгоритма первичной обработки из параллельно работающих поли-

номинального фильтра Калмана первого порядка (см. [17]) и минимаксного фильтра (1.5) для
многочлена первой степени, для которого справедлива модель

xk+1 = Axk + wk, yk = Gxk + vk,

где xk ∼= (xk, ẋk)
T — вектор состояния, составленный из значения функции x(t) и ее первой про-

изводной ẋ = dx/dt в точке t = k, возмущения wk, ошибки vk — случайные некоррелированные
последовательности с нулевыми средними и известной ковариационной матрицей Q и дисперсией
δ2; матрицы A и G равны

A =

(
1 1
0 1

)
, G =

(
1 0

)
.

Уравнения полиноминального фильтра Калмана имеют вид

x̂k = Ax̂k +Kk(yk+1 −GAx̂k), k = 0, 1, 2, . . . .

Для уравнений минимаксного фильтра имеем:

Xk+1 = Xk+1/k ∩Xk[yk+1], k = 0, 1, 2, . . . ,

Xk+1/k = AXk +W, X[yk+1] = yk+1 − V,

где wk ∈ W , vk ∈ V , x0 ∈ X0; W , V , X0 заданы (см. [69]). Выходом алгоритма первичной
обработки являются:

Xk = Xk ∩X2k, X2k = Ek ∪ Ek−1, k = 0, 1, 2 . . . ,

и тогда находим оценку для множества ошибок измерений:

V̆k = yk −Xk, V̆k = Vk ∩ V,

и прогноз для (k + 1)-го шага множества ошибок таков:

V̆k+1/k = V̆k + yk+1 − yk,

который используем в уравнении минимаксного фильтра. Эффективность первичной обработки
повышается, если ввести следующие ограничения (калибровку) на величину измерения yk+1 и,
тем самым, на ошибки измерения:

zk =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ak ∀yk+1 < ak,

yk+1 ∀yk+1 ∈ [ak, bk],

bk ∀yk+1 > bk,

(1.53)

где ak < bk — это наименьшее и наибольшее значение первых координат угловых точек инфор-
мационного множества Xk. Откалиброванные измерения zk необходимо подставлять в уравнения
фильтров вместо yk+1.
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На этапах вторичной и третичной обработки используем алгоритм МАФ, состоящий из трех
фильтров: минимаксного (1.10), гарантирующего (см. [57,69]) и Калмана. Поскольку необходимо
найти гарантированные оценки, то состав фильтров в части второго и третьего может меняться
в зависимости от специфики задачи оценивания.
Для повышения точности оценивания в канале с фильтром Калмана можно применить повтор-

ную (см. [72]) фильтрацию (1.9), переходя к дискретному времени, а для снижения вычислитель-
ных затрат в канале с минимаксным фильтром применять математическую модель процесса в
виде (см. [69])

x1k+1 = A1
1x

1
k +A2

1x̂
2
k + Γ1wk, yk+1 = x1k+1 + vk+1, k = 0, 1, 2, . . . ,

x2k+1 = A1
2x

1
k +A2

2x
2
k + Γ2wk,

и с уравнениями минимаксного фильтра в виде

X
1
k+1 = X1

k+1/k ∩ (yk+1 − V ), X1
k+1/k = A1

1X
1
k + Γ2W +A1

1x̂
2
k, k = 0, 1, 2, . . . .

В ситуации, когда dXk � d3— заданное значение диаметра, определяющее требуемую точ-
ность оценивания, совместное использование минимаксного фильтра и фильтра Калмана может
повысить точность оценивания. Поскольку xk ∈ Xk, то очевидно требование для оценок фильтра
Калмана: x̂k ∈ Xk. В этих целях либо на этапе первичной обработки, либо на данном этапе, ис-
пользуя zk (1.53) вместо yk в уравнениях фильтров, получим, что из x̂k ∈ Xk, zk+1 ∈ Xk следует
x̂k ∈ Xk+1.
Поскольку dXk+1,3 < dXk,3, то и dXk+1 < dXk, а так как xk ∈ Xk, x̂k ∈ Xk, k = 0, 1, 2, . . ., то

обеспечивается сходимость x̂k+1 к xk+1 при k → +∞.
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