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Аннотация. Рассмотрен процесс формирования решения вида фронта в уравнении реакция-
диффузия в случае пространственно неоднородной нелинейной диффузии. Сформулированы до-
статочные условия, обеспечивающие формирование резкого внутреннего переходного слоя (фрон-
та) в окрестности некоторой точки, получены оценки длительности переходного процесса.
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Abstract. The process of the formation of a front-type solution in the reaction-diffusion equation
in the case of spatially inhomogeneous nonlinear diffusion is considered. Sufficient conditions are
formulated to ensure the formation of a sharp inner transition layer (front) in a neighborhood of a
certain point, and estimates of the duration of the transition process are obtained.
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1. Введение. Одной из актуальных задач теории сингулярных возмущений в настоящее вре-
мя является исследование нелинейных сингулярно возмущенных уравнений в частных производ-
ных, решения которых имеют пограничные и внутренние слои. Такие уравнения представляют
большой интерес как в качественной теории дифференциальных уравнений, так и во многих
прикладных задачах. В частности, уравнения типа реакция-диффузия и реакция-диффузия-
адвекция возникают в качестве математических моделей в химической кинетике, синергетике,
астрофизике, биологии и других областях, где исследуемые процессы характеризуются узкими
пограничными областями быстрого изменения параметров процессов либо резкими внутренними
слоями различных типов — стационарными (контрастные структуры) или движущимися (фрон-
ты). Причиной образования внутренних переходных слоев или движущихся фронтов в сингуляр-
но возмущенных задачах типа реакция-диффузия-адвекция может служить выполнение условия
баланса реакции в некоторой точке или на некоторой кривой, лежащей в области рассмотрения,
или баланса адвекции, или адвекции и реакции, а также разрыв коэффициентов по простран-
ственной координате.
Математическое описание таких процессов возможно на основе асимптотических методов для

нелинейных сингулярно возмущенных задач, исследованию которых посвящена достаточно об-
ширная литература. В частности, описанию движения фронтов в уравнениях указанного типа
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при различных условиях посвящены работы [1, 2, 6–17], в том числе в задачах с периодическими
условиями [6, 11–13, 15–17]. В указанных работах предполагается, что в начальный момент вре-
мени переходный слой (фронт) уже сформирован и описывается процесс его эволюции. Однако
интерес представляет также и процесс формирования решения типа фронта, т.е. формулировка
достаточных условий, при которых из решения начально-краевой задачи формируется резкий
переходный слой. Эти вопросы рассматривались, например, в [3–5], где процесс формирования
фронта изучен для пространственно одномерного [3,4] и двумерного [5] уравнения реакция-диф-
фузия.
В настоящей работе рассматривается процесс формирования фронта для уравнения реакция-

диффузия в случае пространственно неоднородной нелинейной диффузии. Сформулированы
достаточные условия, обеспечивающие формирование резкого внутреннего переходного слоя в
окрестности некоторой точки, получены оценки длительности переходного процесса.

2. Постановка задачи. Рассмотрим сингулярно возмущенную начально-краевую задачу

ε2
∂

∂x

(
D(u, x, ε)

∂u

∂x

)
− ε2

∂u

∂t
− f(u, x, ε) = 0, x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ],

∂u

∂x
(−1, t, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

(1)

где 0 � ε � ε0 � 1.
Предположим, что выполнены следующие условия.

(A1) Функции D(u, x, ε) � D0 > 0 и f(u, x, ε) являются достаточно гладкими в области u ∈ [u, u],
x ∈ [−1, 1], 0 � ε � ε0.

(A2) Вырожденное уравнение f(u, x, 0) = 0 имеет на отрезке x ∈ [−1, 1] ровно три решения
u = ϕ(−)(x), u = ϕ(+)(x) и u = ϕ(0)(x), причем

u < ϕ(−)(x) < ϕ(0)(x) < ϕ(+)(x) < u, x ∈ [−1, 1],

а также выполнены неравенства

fu(ϕ
(±)(x), x, 0) > 0, fu(ϕ

(0)(x), x, 0) < 0, x ∈ [−1, 1].

(A3) Существует такая точка x0 ∈ (−1, 1), что

u < uinit(x, ε) < ϕ(0)(x) при x ∈ [−1, x0),

uinit(x0, ε) = ϕ(0)(x0),

ϕ(0)(x0) < uinit(x, ε) < u при x ∈ (x0, 1].

Условие (A3) означает, что график начальной функции имеет единственную точку пересе-
чения с графиком корня u = ϕ(0)(x) вырожденного уравнения.

3. Формирование фронта в промежутке времени 0 � t � Aε2| ln ε|. Сделаем в (1) замену
t = ε2τ . Тогда задача (1) примет следующий вид:
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∂x
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D(u, x, ε)

∂u

∂x

)
− ∂u

∂τ
− f(u, x, ε) = 0, x ∈ (−1, 1), τ ∈ (0, ε−2T ],

∂u

∂x
(−1, τ, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, τ, ε) = 0, τ ∈ [0, ε−2T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1],

(2)

где u(x, τ, ε) = u(x, ε2t, ε).
Положив в (2) ε = 0, получим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения:

−ũτ = f(ũ, x, 0), τ ∈ (0,+∞), ũ(x, 0) = uinit(x, 0), (3)

где x ∈ [−1, 1]—параметр и введено обозначение ũ(x, τ) = ū(x, τ, 0).
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Из условий (A2) и (A3) следует, что при каждом x ∈ [−1, 1] корни ϕ(−)(x) и ϕ(+)(x) кубической
нелинейности являются устойчивыми неподвижными точками этого уравнения, а именно,

lim
τ→∞ ũ(x, τ) =

{
ϕ(−)(x), x ∈ [−1, x0),

ϕ(+)(x), x ∈ (x0, 1];
(4)

ũ(x0, τ) = ϕ(0)(x0), τ ∈ [0,+∞).

Фиксируем δ так, чтобы
0 < δ < min(x0 + 1, 1− x0). (5)

Тогда для любого η > 0 существует такое τδ > 0, что при любом τ � τδ выполнены неравенства∣∣ũ(x, τ)− ϕ(−)(x)
∣∣ � η, x ∈ [−1, x0 − δ],∣∣ũ(x, τ)− ϕ(+)(x)
∣∣ � η, x ∈ [x0 + δ, 1].

(6)

Введем обозначение

min

{
min

x∈[−1,1]
fu(ϕ

(−)(x), x, 0), min
x∈[−1,1]

fu(ϕ
(+)(x), x, 0)

}
= 2m. (7)

Заметим, что из условия (A2) следует, что m > 0. Тогда существует такое η0 > 0, что при любых
x ∈ [−1, 1] и всех u, удовлетворяющих неравенствам∣∣u− ϕ(−)(x)

∣∣ � η0, x ∈ [−1, x0 − δ],∣∣u− ϕ(+)(x)
∣∣ � η0, x ∈ [x0 + δ, 1],

(8)

выполняется оценка fu(u, x, 0) � m. Поэтому предельный переход в (4) экспоненциальный, а
именно, справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Пусть m и η0— числа, фиксированные в (7) и (8). Пусть δ > 0 соответствует
условию (5). Тогда существует такое τδ > 0, что при любом τ � τδ выполнены неравенства∣∣ũ(x, τ) − ϕ(−)(x)

∣∣ � η0e
−m(τ−τδ), x ∈ [−1, x0 − δ],∣∣ũ(x, τ) − ϕ(+)(x)

∣∣ � η0e
−m(τ−τδ), x ∈ [x0 + δ, 1].

(9)

Доказательство. Пользуясь формулой конечных приращений, запишем правую часть уравне-
ния (3) при x ∈ [−1, x0 − δ] в виде

f
(
ũ(x, τ), x, 0

)
= f

(
ϕ(−)(x), x, 0

)
+ f∗

u(x, τ)
(
ũ(x, τ)− ϕ(−)(x)

)
= f∗

u(x, τ)
(
ũ(x, τ) − ϕ(−)(x)

)
,

где f∗
u(x, τ) = fu

(
u∗(x, τ), x, 0

)
, u∗(x, τ) ∈ (ϕ(−)(x), ũ(x, τ)).

Положим z(x, τ) = ũ(x, τ)− ϕ(−)(x) и рассмотрим задачу Коши

zτ = −f∗
u(x, τ)z(x, τ), τ > τδ, z(x, τδ) = ũ(x, τδ)− ϕ(−)(x).

Тогда с учетом (4) и (8) для g(τ) = η0e
−m(τ−τδ) имеем

gτ = −mg(τ) � −f∗
u(x, τ)g(τ), τ > τδ, g(τδ) = η0 � z(τδ),

т.е. функция g(τ)— это верхнее решение задачи для z(x, τ). Аналогично, функция −g(τ) есть
нижнее решение, что и доказывает лемму. Доказательство для x ∈ [x0 + δ, 1] проводится анало-
гично с заменой ϕ(−)(x) на ϕ(+)(x). �
Оценим производные ũ(x, τ). Введем обозначение f̃u(x, τ) = fu(ũ(x, τ), x, 0). Заметим, что по-

стоянные u, u из условия (A2) являются нижним и верхним решениями задачи (3) соответ-
ственно. Для краткости введем обозначение T̃ = ε−2T. Тогда при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, T̃ ] имеем
ũ(x, τ) ∈ [

u, u
]
. Поэтому для достаточно гладкой функции f(u, x, ε) существует такое p > 0, что

при любых (x, τ) ∈ [−1, 1]× [0, T̃ ] имеет место оценка

−f̃u(x, τ) � p. (10)
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Получим теперь оценки производных функции ũ(x, τ)б важные для дальшейшего анализа.
Дифференцируя (3) по x, получаем задачу для ũx(x, τ):

(ũx)τ = −f̃u(x, τ)ũx(x, τ) − fx(ũ(x, τ), x, 0), τ ∈ (0, T̃ ],

ũx(x, 0) = (uinit)x(x, 0).
(11)

Покажем, что функция h(τ) = θepτ — ее верхнее решение. Здесь p—константа, определяемая
в (10), постоянная θ будет определена ниже:

hτ = ph(τ) � −f̃u(x, τ)h(τ) − fx
(
ũ(x, τ), x, 0

)
, τ ∈ (0, T̃ ],

h(0) = θ � (uinit)x(x, 0).

Учитывая тот факт, что uinit(x, 0) ∈
[
u, u

]
, x ∈ [−1, 1], заключаем, что найдется достаточно боль-

шая константа θ, обеспечивающая выполнение неравенств. Значит, функция h(τ) действительно
является верхним решением. Выбирая в качестве нижнего решения −h(τ), получаем окончатель-
ную оценку: ∣∣ũx(x, τ)∣∣ � θepτ , x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, T̃ ]. (12)
Используя (12), можно аналогично оценить вторую производную:∣∣ũxx(x, τ)∣∣ � θe2pτ , x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, T̃ ]. (13)

Лемма 2. Пусть A ∈ (0, 1/p), где p фиксировано выше. Тогда для решения u(x, τ, ε) задачи (2)
справедливо представление

u(x, τ, ε) = ũ(x, τ) +O
(
ε1−pA

)
(14)

при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA], τA = A| ln ε|.
Доказательство. Введем функцию

U(x, τ, ε) = ũ(x, τ) +R(x, τ, ε),

где

R(x, τ, ε) = ε

[
ũx(0, τ)σ(x) exp

(
−x

ε

)
− ũx(1, τ)σ(1 − x) exp

(
x− 1

ε

)]
, (15)

σ(x)— срезающая функция, равная 1 при x ∈ [0, δ] и 0 при x ∈ [2δ, 1], δ— сколь угодно малое не
зависящее от ε фиксированное число.
Рассмотрим выражение

LεU = ε2(D(U, x, ε)Ux)x − Uτ − f(U, x, ε2τ). (16)

Пользуясь оценками (12) и (13) и гладкостью функций D(u, x, ε) и f(u, x, ε), можно получить

LεU = O(εepτ ), x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA]. (17)

Сделав в задаче (2) замену

ū(x, τ, ε) = U(x, τ, ε) + w(x, τ, ε)epτ , (18)

заметим, что
Ux(0, τ, ε) = Ux(1, τ, ε) = 0, U(x, 0, ε) = uinit(x, ε).

После несложных преобразований, использующих формулу конечных приращений, для функции
w(x, τ, ε) получим задачу

ε2
(
D̄(x, τ, ε)wx

)
x
+ ε2D∗∗

u (x, τ, ε)Ux(x, τ, ε)wx − wτ−
− w

(
p+ f∗∗

u (x, τ, ε) − ε2
(
D∗∗

u (x, τ, ε)Ux(x, τ, ε)
)
x

)
= −e−pτLεU = O(ε),

x ∈ (−1, 1), τ ∈ (0, τA],

wx(0, τ, ε) = wx(1, τ, ε) = 0, τ ∈ [0, τA],

w(x, 0, ε) = 0, x ∈ [−1, 1].

(19)
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Здесь черта означает, что функция вычисляется в точке (ū(x, τ, ε), x, ε), а верхний индекс ∗∗—что
функция вычисляется в некоторой промежуточной (не обязательно одной и той же для разных
слагаемых) точке (u∗∗(x, τ, ε), x, ε), где u∗∗(x, τ, ε) заключено между ū(x, τ, ε) и U(x, τ, ε).
При достаточно малом ε имеем:

κ(x, τ, ε) = p+ f∗∗
u (x, τ, ε) − ε2

(
D∗∗

u (x, τ, ε)Ux(x, τ, ε)
)
x
> 0; (20)

следовательно, для оператора в левой части (19) справедлив принцип сравнения (см. [18]).
Рассмотрим в качестве верхнего решения функцию εC, где C —достаточно большое положи-

тельное число. Очевидно, неравенство в начальный момент времени и граничные неравенства
выполняются. Действуя дифференциальным оператором задачи (19), получаем

−εCκ(x, τ, ε) −O(ε) � 0. (21)

Аналогично можно показать, что −εC —нижнее решение. Поэтому∣∣w(x, τ, ε)∣∣ � εC, x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA]. (22)

Таким образом, справедлива следующая оценка для w(x, τ, ε):

w(x, τ, ε) = O(ε) при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA]. (23)

Далее, из (18) следует

ū(x, τ, ε) = U(x, τ, ε) +O(ε)epτ = U(x, τ, ε) +O(ε1−pA) при x ∈ [−1, 1], τ ∈ [0, τA], (24)

и, так как в то же время
R(x, τ, ε) = O(εepτ ) = O(ε1−pA), (25)

то окончательно имеем
U(x, τ, ε) = ũ(x, τ) +O(ε1−pA). (26)

Сравнивая (24) и (26), получаем требуемое равенство. Лемма доказана. �
Объединяя результаты лемм 1 и 2, приходим к следующей теореме.

Теорема. Пусть выполнены условия (A1)–(A3), где постоянные m и p фиксированы в (7)
и (10), а δ удовлетворяет (5). Положим

A =
1

p+m
, r =

m

p+m
.

Тогда при достаточно малых ε для решения u(x, t, ε) задачи (1) в момент времени t = tA(ε) =
Aε2| ln ε| справедливы представления

u(x, tA(ε), ε) = ϕ(−)(x) +O(εr), x ∈ [−1, x0 − δ],

u(x, tA(ε), ε) = ϕ(+)(x) +O(εr), x ∈ [x0 + δ, 1].
(27)

Доказательство. В силу леммы 2

u(x, tA(ε), ε) = ū(x, τA(ε), ε) = ũ(x, τA) +O(ε1−pA) = ũ(x, τA) +O(εr),

а в силу леммы 1∣∣ũ(x, τA)− ϕ(−)(x)
∣∣ � η0e

−m(τA−τδ) = O(εmA) = O(εr), x ∈ [−1, x0 − δ].

Поэтому
u(x, tA(ε), ε) = ϕ(−)(x) +O(εr), x ∈ [−1, x0 − δ].

Второе равенство доказывается аналогично. Теорема доказана. �
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4. Заключение. Рассмотрен процесс формирования решения вида фронта в уравнении реак-
ция-диффузия в случае пространственно неоднородной нелинейной диффузии. Доказано, что из
начальной функции достаточно общего вида за асимптотически малый (порядка ε2| ln ε|) проме-
жуток времени формируется контрастная структура (фронт) с внутренними переходными слоями
между уровнями, задаваемыми корнями вырожденного уравнения. Определены точки, в окрест-
ности которых возможно появление внутренних переходных слоев. Сформулированы достаточ-
ные условия, обеспечивающие формирование резкого внутреннего переходного слоя, получены
оценки длительности переходного процесса.
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