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ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ СМЕШАННЫХ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация. Представлена вычислительная модель решения первой краевой задачи для смешан-
ного дифференциального уравнения в пространственно двумерном случае по неявной разностной
схеме. Для уравнения четвёртого порядка использованы два различных оператора второго по-
рядка, аналогичных одномерному по пространственной переменной смешанному оператору тепло-
проводности, обобщающему чисто гиперболический случай и применяемому при математическом
моделировании процесса отключения электрической дуги. Доказана корректность поставленной
краевой задачи.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение теплопроводности, уравнение смешанного типа,
локально-одномерный метод, первая краевая задача, уравнение высокого порядка.
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Abstract. In this paper, we present a computational model for solving the first boundary-value
problem for a mixed differential equation in a spatially two-dimensional case using an implicit finite-
difference scheme. For a fourth-order equation, we use two different second-order operators that are
similar to a one-dimensional mixed thermal conductivity operator in the spatial variable, generalizing
the purely hyperbolic case and used in mathematical modeling of the shutdown process for an electric
arc. The well-posedness of the boundary-value problem is proved.
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1. Уравнение второго порядка. В работах, посвященных математическому моделированию
процесса отключения электрической дуги в потоке газа, аналитически и численно решались раз-
личные математические модели для гиперболического уравнения теплопроводности, получаемого
обобщением гипотезы Фурье (см. [7, 8]). Дифференциальное уравнение переноса в частных про-
изводных, получаемое из классического закона Фурье, в двухмерном пространственном случае
имеет вид

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
. (1)
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Уравнение (1) представляет собой уравнение в частных производных параболического типа, и
его аналитические решения показывают парадоксальное поведение бесконечной скорости рас-
пространения теплового возмущения. Любое локальное изменение температуры вызывает мгно-
венное возмущение в каждой точке среды на любом расстоянии от начала координат. Это про-
тиворечит теории относительности, а также известным механизмам теплопроводности. Причина
этого дефекта причинно-следственной связи заключается в том, что уравнение теплопроводно-
сти имеет первый порядок по времени. Второй недостаток, связанный с этим, — это ограничение
задачи c начальными значениями. В задаче Коши может быть указана только температура T в
момент времени t = 0. Но в экспериментах также производная по времени ∂T/∂t при t = 0 может
быть адаптирована к экспериментальной ситуации. Это возможно в гиперболическом уравнении
теплопроводности второго порядка по времени.

Эксперименты со вторым звуком в твердом гелии и других кристаллических твердых телах при
очень низких температурах и очень короткой продолжительности ясно показали, что тепло течет
как затухающая волна. Если кристаллическая структура практически бездефектна (идеальна) и
выполняются условия для второго звука, то после импульсного нагрева наблюдаемое горбовидное
образование повышенной температуры (затухающая тепловая волна) перемещается с постоянной
скоростью через среду. Волна отскакивает назад и вперед от границ, медленно рассеивая свою
энергию по пути. Затухающая тепловая волна описывается уравнением в частных производных
гиперболического типа, впервые полученным Максвеллом, а затем постулированным Верноттом
и Каттанео (см. [8]). Применяя обобщенный закон Фурье, получаем следующее гиперболическое
уравнение теплопроводности в двуxмерном случае:

τ
∂2u

∂t2
+

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
. (2)

В предыдущей работе авторов приведена математическая модель для решения уравнения теп-
лопроводности по явной разностной схеме для двумерного пространственного случая, не требу-
ющей применения локально-одномерного метода. Для конкретного численного расчета в среде
программирования Mathcad-15 была разработана программа, однако численное решение по этой
разностной схеме имеет недостаток в плане устойчивости и большого количества арифметиче-
ских операций. Поэтому в данной статье рассматривается более экономичный метод решения по
неявной разностной схеме с применением метода прогонки (см. [2]).

Рассмотрим математическую модель исследуемых процессов параболо-гиперболического типа
по двум пространственным переменным:

b(x, y, t)
∂2u

∂t2
+ a(x, y, t)

∂u

∂t
= λ(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
) + c(x, y, t)u + f(x, y, t) (3)

в области G = [0,X]× [0, Y ]× [−T, T ], T > 0. При этом b(x, y, t) = 0 при t � 0; b(x, y, t) > 0, t > 0;
a(x, y, t) > 0 для всех (x, y, t) ∈ G, т.е. при t � 0 уравнение (3) — параболическое, а при t > 0—
гиперболическое.

Для конкретного численного расчета в программе Mathcad-15 температурного поля в однород-
ной мембране c X = Y = π и интервалом времени [−T, T ] были выбраны следующие значения
коэффициентов: b(x, y, t) = 0 при t � 0; b(x, y, t) = 1 при t > 0; a = 1; c(x, y, t) = const < 0;
λ = const > 0; источник тепла f(x, y, t) = 0.

Рассмотрим постановку первой начально-краевой задачи. Для уравнения (3), принимающего
вид

b(t)utt + ut = λ(uxx + uyy) + cu+ f(x, y, t), (4)
ставятся следующие начально-краевые условия:

u(x, y, t)
∣
∣
t=T

= u0(x, y), u0 = 10 sinx · sin y, (5)
u(0, y, t) = 0, u(π, y, t) = 0, u(x, 0, t) = 0,

u(x, π, t) = 0, 0 � x, y � π, q − T < t � T.
(6)

Используя метод конечно-разностной аппроксимации точной постановки начально-краевой зада-
чи (4)–(6) её дискретной реализацией, рассмотрим неявную разностную схему для уравнения (4)
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Рис. 1. График изменения температурного поля.

по локально-одномерному методу (см. [2]):
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Формула для параболического уравнения при t � 0:
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Приводим её к каноническому виду для нахождения коэффициентов метода прогонки:
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Прогонку проводим последовательно сначала в направлении оси 0x, затем оси 0y по формулам
локально-одномерного метода (см. [2]).

Аналогично получаем расчетные формулы метода прогонки для гиперболического этапа. Фор-
мулу для гиперболического уравнения при t > 0 также приводим к каноническому виду:

λτ2
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Тогда коэффициенты для вычисления в программе принимают вид:
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λτ2

h2
, B = 1 + τ +

4λτ2

h2
− cτ2, D = (−2 + τ)Uk

i,j + Uk−1
i,j − τ2f(xi, yj , tk+1).
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Начальные условия для гиперболического уравнения теплопроводности берем из известного па-
раболического этапа с учетом непрерывной склейки.

На рис. 1 представлен график, полученный c использованием расчетных формул в среде про-
граммирования MathCad-15.

2. Уравнение четвертого порядка. В [6] рассматривались математические модели разного
уровня сложности для электрической дуги, остывающей в потоке газа. Было показано, что если
процессы в области амплитуды тока обычно представляют как установившиеся, хорошо описыва-
емые классическим уравнением теплопроводности параболического типа, то интенсивное дугога-
шение в области нуля тока необходимо рассматривать как существенно нестационарный процесс.
Для изучения таких процессов на основе обобщения гипотезы Фурье вводилось гиперболическое
уравнение теплопроводности, различные краевые задачи для которого решались как численно,
так и аналитически. К этой проблеме примыкает также моделирование волнового механизма
теплопереноса, обусловленного конечной скоростью распространения тепла.

Связывая теперь эти две фазы горения электрической дуги, необходимо рассмотреть уравне-
ние теплопроводности смешанного типа, где коэффициент при второй производной по времени
может менять свой знак или вообще вырождаться, а также приводить постановки и исследовать
корректность прямых и обратных задач для таких математических моделей.

Наряду с многочисленными методами решения краевых задач для различных уравнений вто-
рого порядка K1u = h, можно использовать и предложенный Ю. А. Дубинским подход, когда с
уравнением K1u = h, которое в общем случае неразрешимо для произвольной правой части h,
связывается некоторое уравнение четвёртого порядка K2K1u = K2h, которое уже разрешимо все-
гда. Тогда исходное уравнение разрешимо с точностью до ядра оператора K2. Эта конструкция
может использоваться и как прием описания области значений оператора K1u, соответствующего
некорректной задаче.

В этой работе будут рассмотрены корректно поставленные краевые задачи в ограниченной
области для таких некоэрцитивных уравнений четвертого порядка смешанно-составного типа,
для которых удалось доказать разрешимость в некоторых весовых пространствах, несмотря на
суперпозицию разных операторов.

Рассмотрим в области D = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1} дифференциальное уравнение в
частных производных четвёртого порядка

Lu = K1K2u = f(x, y), (7)

где дифференциальные операторы K1u и K2u имеют вид

K1u ≡ k1(x, y)uyy + uxx + a1(x, y)uy + c1(x, y)u = f1(x, y), (8)
K2u ≡ k2(x, y)uxx + uyy + a2(x, y)ux + c2(x, y)u = f2(x, y), (9)

с достаточно гладкими коэффициентами, удовлетворяющими условиям:

k1(x, 1) � 0, k1(x, 0) � 0, x ∈ [0, 1]; (10)

(2a1 − k1y)(x, y) > 0, (2a2 − |k2x|)(x, y) > 0, (x, y) ∈ D; (11)
k2(1, y) = 0, k2(0, y) � 0, y ∈ [0, 1]; (12)

c1(x, y), c1y(x, y), c2(x, y), c2x(x, y) � 0, (x, y) ∈ D. (13)

Так как не сделано никаких предположений относительно знаков функций k1 и k2 внутри области
D, то в классы уравнений вида (8) и (9) входит часть параболических, эллиптико-параболических
и эллиптико-гиперболических уравнений с произвольными линиями и областями параболическо-
го вырождения, а также описанный в первой части оператор теплопроводности смешанного типа
второго порядка в пространственно одномерном случае.

Рассматривая теперь уравнение (7), видим, что оно охватывает широкий класс уравнений сме-
шанно-составного типа. Так, например, сюда входят уравнения с линиями вырождения, деля-
щими область D на несколько частей, в которых уравнение (7) является либо эллиптическим,
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либо составным (т.е. имеющим две мнимые и две действительные характеристики), либо чисто
гиперболическим.

В связи с известной симметрией между K1 и K2, а также с произвольностью линий вырож-
дения, естественно исследование уравнения (7) в квадрате D. Пусть nu = (νx, νy)— вектор внут-
ренней нормали в D, а Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 — стороны D соответственно, (x = 0), (y = 1), (x = 1),
(y = 0).

Краевая задача A. Найти такое решение уравнения (7) в области D, что

u
∣
∣
Γ2∪Γ3∪Γ4

= 0, ux
∣
∣
Γ3

= 0, K2u
∣
∣
Γ1

= 0, uyy
∣
∣
Γ2

= 0. (14)

Краевые задачи B (C). Найти такое решение уравнения (8) (или (9)) в области D, что

u
∣
∣
Γ1∪Γ2∪Γ3

= 0 (или u
∣
∣
Γ2∪Γ3∪Γ4

= 0). (15)

Заметим, что краевая задача C является частным случаем задачи В после соответствующей
замены переменных, и значит, в следующей лемме индексы при коэффициентах в (8), (9) мож-
но опустить, имея в виду краевую задачу В (для задачи С достаточно поменять переменные и
соответствующие индексы).

Лемма 1. Для любой функции u(x, y) ∈ C2(D), удовлетворяющей (15), имеет место апри-
орная оценка

‖Ku‖0 � α1‖u‖1, (16)
где ‖ · ‖0 —норма в L2(D), ‖ · ‖1 —норма в W 1

2 (D); здесь и далее через α будем обозначать неко-
торые положительные постоянные, не зависящие от функций, входящих в соответствующие
неравенства.

Доказательство. Интегрированием по частям получаем:

2

∫

D

eλyuyKudD = 2
(

kuyy + uxx + auy + cu, eλyuy
)

=

=

∫

D

{[

(2a− ky)− λk
]

u2y + λu2x − (cy + λc)u2
}

eλydD+

+

∫

Γ

{

− ku2yνy − 2uxuyνx + u2xνy − cu2νy

}

eλydΓ.

В силу (10), (12), (13), (15) интеграл по границе неотрицателен, а из (11) при достаточно малых
λ > 0 и δ следует, что

((2a− ky)− λk)(x, y) � δ > 0, (x, y) ∈ D.

Применяя теперь неравенства Коши и Фридрихса, получаем искомую оценку (16). �
Из леммы 1, в частности, следует, что регулярные решения краевых задач В и С единственны.

Определение 1. Функцию u(x, y) ∈ W 2
2 (D) будем называть слабым обобщенным решением

краевой задачи А, если для любых ν(x, y) ∈ C∞
0 (D) имеет место тождество

(u,L∗ν)0 = (f, ν)0. (17)

Определение 2. Функцию u(x, y) ∈ W 2
2 (D) будем называть полусильным решением краевой

задачи А, если существует такая последовательность функций (un) ∈ W 2
2 (D), удовлетворяю-

щих (14), что Lun ∈ L2(D) и

lim
n→∞ ‖un − u‖2 = lim

n→∞ ‖Lun − f‖0 = 0. (18)

Теорема 1. Для любой функции f(x, y) ∈ L2(D) существует слабое обобщенное решение
u(x, y) краевой задачи А, причем в случае k1

∣
∣
Γ2

� 0, при дополнительном условии, что
(2α1 + k1y)(x, y) > 0 в D, существует и единственное полусильное решение.
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Доказательство. Применяя к уравнению (8) метод «ε-регуляризации» уравнением составного
типа третьего порядка и метод вспомогательного оператора по схеме, изложенной в [1], получаем,
что существует слабое обобщенное решение ν(x, y) ∈ W 1

2 (D) краевой задачи В, т.е. для любых
ω(x, y) ∈ C∞

0 (D) выполнено тождество

(ν,K∗
1ω)0 = (f, ω)0. (19)

Так как в класс уравнений вида (8) входят эллиптико-параболические уравнения, то, следуя [3],
можно построить пример, показывающий, что без дополнительных ограничений решение зада-
чи В, вообще говоря, не будет иметь большей гладкости, чем из пространства W 1

2 (D). Поэтому в
выделенных случаях, указанных в условии теоремы 1, при дополнительном предположении, что
(2α1 + k1y)(x, y) > 0 в D, удается показать при помощи метода конечных разностей и продол-
жения уравнения (8) в область D (см. [1]), что существует регулярное решение u(x, y) ∈ W 2

2 (D)
краевой задачи В с правой частью f(x, y) ∈ W 1

2 (D), f
∣
∣
Γ2

= 0, причем выполнена следующая
апостериорная оценка:

‖f‖1 � α2‖u‖2, f |Γ4 = 0, α > 0. (20)
Вследствие этого краевая задача С с правой частью ν(x, y) ∈ W 1

2 (D) имеет регулярное решение
u(x, y) ∈ W 2

2 (D), удовлетворяющее краевым условиям (15). Отсюда, интегрируя по частям и ис-
пользуя (19), получим (17), т.е. u(x, y)— слабое обобщенное решение задачи А. В выделенных же
случаях из существования регулярных решений и леммы 1 следуют существование и единствен-
ность сильного решения ν(x, y) ∈ W 1

2 (D) краевой задачи В для любой функции f(x, y) ∈ L2(D),
т.е. существует такая последовательность функций νn(x, y) ∈ C4(D), удовлетворяющих (15), что

lim
n→∞ ‖νn − ν‖1 = lim

n→∞ ‖K1νn − f‖0 = 0.

Имея последовательность функций (un(x, y)) и функцию u(x, y), регулярные решения краевой за-
дачи С с правыми частями (νn(x, y)) и ν(x, y) соответственно, получаем при помощи оценки (20)
соотношение (18), означающее, что u(x, y)—полусильное решение задачи А, единственность ко-
торого следует из построения. Теорема 1 доказана. �

Следуя [4, 5], можно доказать следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть f2(x, y) ∈ W 2
2 (D), f2

∣
∣
Γ3

= 0. К условию (11) добавим следующие требования:

(a) (2α2 + 3k2x)(x, y) > 0, (x, y) ∈ D;
(b) (2α2 − 3k2x)(1, y) > 0 для y ∈ M , где M = {y ∈ [0, 1] : k2x(1, y) > 0}.

Тогда регулярное решение u(x, y) краевой задачи С принадлежит весовому пространству
W 3

2,ϕ(D), т.е. ϕu ∈ W 3
2 (D), где ϕ(x) = o((1 − x)2) в некоторой окрестности точки x = 1 и

ϕ(x) ≡ 1 вне этой окрестности.

Теорема 2. Пусть f(x, y) ∈ W 1
2 (D), f

∣
∣
Γ2

= 0 и выполнены условия (a), (b), а также условие
(2α1 + k1y)(x, y) > 0 в D. Тогда при k1

∣
∣
Γ2

> 0 или k1
∣
∣
Γ2

= 0 полусильное решение u(x, y) крае-
вой задачи А будет принадлежать пространству W 3

2,ϕ(D) ∩W 2
2 (D) и удовлетворять краевым

условиям (14) в среднем.

Доказательство. Требуемая гладкость полусильного решения прямо следует из доказательства
теоремы 1 и утверждения леммы 2, а из теорем вложения Соболева вытекает, что u(x, y) непре-
рывна в D; так как u

∣
∣
Γ2∪Γ3

= 0, то

ux
∣
∣
Γ2

= 0, uxx
∣
∣
Γ2

= 0, uyy
∣
∣
Γ3

= 0

в среднем. Отсюда, из вида уравнения (9) и краевого условия для его правой части K2u
∣
∣
Γ1∪Γ2∪Γ3

=

0, достигаемого из теорем вложения, так как K2u ∈ W 1
2,ϕ(D), следует, что

ux
∣
∣
Γ3

= 0, uyy|Γ2 = 0, K2u|Γ1 = 0

в среднем. Теорема 2 доказана. �
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Замечание. Аналогичным методом можно показать, что полусильное решение краевой за-
дачи А при соответствующих ограничениях на правую часть и коэффициенты уравнения (7)
принадлежит весовому пространству более высокой гладкости.

3. Заключение. Приведена визуализация результатов численных расчетов полей температу-
ры в разные моменты времени и их анимация по времени в пакете MathCad-15. Эта матема-
тическая модель описывает процесс, связанный с отключением электрической дуги в спутном
потоке газа. В дальнейшем планируется использовать метод теплового баланса, применив эту
вычислительную модель к более реальной задаче в трехмерном пространственном случае, а так
же провести численные расчеты для уравнения четвёртого порядка.
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