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Аннотация. Необходимое условие глобальной оптимальности — позиционный принцип мини-
мума (F-ПМ), установленный для задач со свободным правым концом траекторий, обобщается
на гладкую задачу с терминальными ограничениями типа равенства. Для этого применяется
абстрактный метод опорных мажорант, который конкретизируется для задачи управления на
уровне модифицированной функции Лагранжа с квадратичным штрафом. Но соответствующая
безусловная экстремальная задача не требует решения: если исследуемый процесс оптимален в
исходной задаче управления, то спуск с него в безусловной задаче на допустимую траекторию с
помощью F-ПМ невозможен (при любом выборе множителя Лагранжа и штрафного параметра).
Нарушение этого необходимого условия сопровождается предъявлением улучшающего процесса
(который может оказаться скользящим режимом). Конструктивную основу F-ПМ составляет ме-
тод спуска с управлениями в форме обратной связи. Применение этого метода естественно и в
известных методах Кротова и Понтрягина, в которых минимизируются соответственно модифи-
цированные лагранжианы Кротова и бипозиционные лагранжианы. В результате такого расши-
рения области применения метода позиционного спуска получены позиционные версии методов
Кротова и Понтрягина, которые значительно эффективнее традиционных.
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1. Введение. Статья посвящена методам решения задач оптимального управления с использо-
ванием позиционных управлений. Хотя эта цель сформулирована довольно широко, мы не будем
касаться методов построения оптимального синтеза и современной теории Гамильтона—Якоби
(см. [12,17–19]). Рассматриваемые в работе задачи управления с терминальными ограничениями
ставятся в классе программных управлений, но преследуемые теоретические цели — необходи-
мые и достаточные условия оптимальности — достигаются единообразным методом позиционного
спуска относительно того или иного модифицированного лагранжиана задачи.

Исходным толчком к расширенному применению позиционных управлений послужила серия
работ по так называемому позиционному принципу минимума (см. [2–7]) для задач со свободным
правым концом траекторий. Это необходимое условие глобальной оптимальности (точнее, мно-
жество родственных условий; см. [5]) существенно усиливает принцип максимума Понтрягина
для гладких задач и типа Кларка для негладких (см. [6]), даже в элементарном варианте с кон-
струкциями классического принципа максимума (далее этот вариант называется универсальным
позиционным принципом минимума). Во всех этих условиях ключевую роль играет позиционное
управление спуска. Сложности распространения позиционного принципа на задачи с терминаль-
ными ограничениями описаны в п. 2, а способ их преодоления — в п. 3 данной статьи.

Чтобы расширить класс задач с терминальными ограничениями, допускающих позиционное
варьирование управления, возникла идея апробировать его на известных методах Кротова и
Понтрягина, которые в традиционной форме охватывают задачи с ограничениями. Идея оказа-
лась плодотворной: позиционные версии этих методов оказались значительно конструктивнее и
эффективнее исходных.

Например, существенно расширился класс задач, для которых существует позиционная функ-
ция Кротова простой структуры— линейной или линейно-квадратичной, — причем без обязатель-
ного требования нормальности исследуемой экстремали. Между тем хорошо известны результаты
Кларка и Винтера (см. [11,26,27]) о существовании локальной функции Кротова (и проверочной
функции Каратеодори; см. [20,21]) только для нормальных экстремалей; однако для глобальной
оптимальности, которой мы придерживаемся, локальные функции не работают (см. по этому во-
просу обзоры в [20,23]). Столь же простые бипозиционные функции вида S(x, ψ) = 〈ψ, x〉 (см. [8])
оказались эффективными в позиционном принципе Понтрягина. Все эти факты подтверждены
нетривиальными примерами.

В данной статье будет рассмотрен только позиционный метод Кротова с соответствующими
примерами (см. пп. 6, 7). На одном из них будет иллюстрирован и позиционный метод Понтрягина
(см. п. 8).

2. О позиционном принципе минимума и его распространении на задачи с терми-
нальными ограничениями. В пп. 2–5 данной работы рассматривается следующая задача (P ):

ẋ = f(t, x, u), x(t0) = x0, (1)
u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1], (2)

gi
(
x(t1)

)
= 0, i = 1, k, (3)

J [σ] = g0
(
x(t1)

) → inf .

Здесь через σ обозначены пары функций (x, u) с управлениями из класса U := L∞(T,U), U —
компактное множество в Rm, вектор-функция f(t, x, u) непрерывна, гладкая по x, и удовлетворяет
условию подлинейного роста, все функции gi(x) тоже гладкие.

Через Σ обозначим множество всех пар σ, удовлетворяющих системе (1), (2), а через D ⊂ Σ—
множество допустимых пар (процессов) задачи (P ).

В дополнение к сказанному во введении о позиционном принципе минимума (F-ПМ) уточ-
ним, что он доказан для различных вариантов задачи (P0) без терминальных ограничений (3)
с использованием опорных мажорант функционала — слабо убывающих (u-стабильных; см. [12])
функций, являющихся решениями неравенства Гамильтона—Якоби

ϕt(t, x) + min
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u) � 0, ϕ(t1, x) = g0(x)− g0
(
x̄(t1)

)
. (4)
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Для гладких задач (которые мы и будем рассматривать) решения неравенства (4) считаются
липшицевыми, гладкими по x функциями, образующими пространство F .

Если выбрано некоторое решение ϕ(t, x) ∈ F неравенства (4), то находим соответствующее
экстремальное отображение

Uϕ(t, x) = Argmin
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u) (5)

и множество Vϕ его селекторов v(t, x)—позиционных управлений потенциального спуска (в об-
щем случае разрывных). Решением системы (1) с таким управлением (т.е. при u = v(t, x)) счи-
тается пучок движений Красовского—Субботина X (v) (см. [12]), дополненный решениями Кара-
теодори, если таковые существуют.

В этих обозначениях соответствующий F-ПМ (зависящий от ϕ) можно сформулировать в виде
следующего условия:

Условие N(ϕ). Если процесс σ̄ = (x̄, ū) оптимален в задаче (P0), то траектория x̄ оптимальна в
следующей ϕ-присоединенной задаче:

g0
(
x(t1)

) → min, x(·) ∈ X (v), v ∈ Vϕ.
Среди всех возможных мажорант наиболее привлекательной для массового применения и уни-

версальной является квазилинейная мажоранта

ϕψ(t, x) = g0(x)− g0
(
x̄(t)

)
+

(
ψ(t)−∇g0

(
x̄(t)

)) · (x− x̄(t)
)
+ r(t). (6)

Здесь ψ(·)—котраектория процесса σ̄, т.е. решение сопряженной системы

ψ̇ = −Hx

(
t, x̄(t), ψ, ū(t)

)
, ψ(t1) = g0x

(
x̄(t1)

)
,

где H(t, x, ψ, u) = ψ · f(t, x, u), а «поправка» r(t) обеспечивает слабое убывание функции (6).
Данная мажоранта формируется в рамках конструкций принципа максимума Понтрягина, но,

как указывалось во введении, соответствующий ей F-ПМ— условие N(ψ) := N(ϕψ)— существен-
но усиливает принцип Понтрягина и его обобщения (см. [6, 11, 21].

Распространение F-ПМ на задачу (P ) оказалось нетривиальным. Схема такого распростра-
нения представлена в [9] с использованием метода модифицированной функции Лагранжа с
квадратичным штрафом. Однако её практическое применение для аналитического исследова-
ния модельных примеров весьма проблематично из-за необходимости совершать сингулярные
предельные переходы, обусловленные разрывностью позиционных управлений спуска. Поэтому в
данной статье предлагается использовать совершенно новый, альтернативный подход, свободный
от указанных трудностей.

3. Опорные мажоранты экстремальных задач и улучшение допустимой точки.
В некотором пространстве Z рассмотрим задачу (A):

f(z) → min, z ∈ D ⊂ Z,
где f —конечная функция на Z.

Функцию Φ(z), определенную на Z, назовем опорной сверху к f в точке z̄ ∈ Z, или опорной
мажорантой f в точке z̄, если Φ(z̄) = f(z̄) и

f(z)− f(z̄) � Φ(z)− Φ(z̄), z ∈ Z.
Под задачей улучшения точки z̄ в задаче (A) понимается нахождение точки z∗ ∈ D со свой-

ством f(z∗) < f(z̄). (Понятно, что при этом z̄ не должна быть решением (A).)

Предложение 1. Любая точка z∗ ∈ D, удовлетворяющая неравенству Φ(z∗) < Φ(z̄), явля-
ется решением задачи улучшения точки z̄ в задаче (A).

Введем в рассмотрение следующую задачу (MA):

Φ(z) → min, z ∈ Z.
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Тогда предложение 1 рекомендует заменить задачу улучшения z̄ в задаче (A) (т.е. спуска из z̄
по f) задачей спуска из z̄ по мажоранте Φ без явного учета ограничения z ∈ D. Конечно, в каж-
дой конкретной реализации данного подхода разрешимость новой задачи спуска на допустимом
множестве D требует обоснования. Но если он оказался возможным, то улучшаемая точка не оп-
тимальна в исходной задаче (она «бракуется»). Важно подчеркнуть, что при этом не требуется
решать задачу (MA).

В гладких конечномерных задачах модифицированные функции Лагранжа (МФЛ) и штраф-
ные функции порождают опорные мажоранты, для которых полное обоснование требует привле-
чения общей теории локального минимума (см. [15] для МФЛ) или штрафов со срезками целевой
функции (см. [1]), т.е. первое слагаемое берется в виде f̄+(z) := max{f(z̄), f(z)}.
4. Позиционный принцип минимума для задачи (P ). Для доказательства F-ПМ будет
использоваться МФЛ

Mλγ(x) = g0(x) + λ′g(x) +
γ

2
|g(x)|2, (7)

где λ—множитель Лагранжа, g = (g1, . . . , gk), γ > 0—параметр штрафа и | · |— евклидова норма.
Свойства функции (7) и соответствующего итерационного метода решения задачи на условный

экстремум g0(x) → min, g(x) = 0 описаны в замечательной статье Поляка [16]. В частности, там
доказано, что при независимых градиентах ограничений в точке x̄ стандартной квадратичной до-
статочности для локального минимума, в безусловной задаче Mλ̄γ(x) → min, x ∈ R

n, x̄ остается
точкой строгого локального минимума (при λ̄—из условия критичности x̄, и достаточно боль-
ших γ). Это свойство важно для построения численных методов, но нас интересует опорность
функции Mλγ .

Для обоснования этого свойства, следуя [16], перепишем её в следующем виде:

Mλγ(x) = f(x) +
γ

2
|g(x) + r|2 + ν,

где r = λ/γ, ν = −λ2/2γ = −γ/2 · r2. Отсюда получаем равенство

Mλγ(x)−Mλγ(x̄) = f(x)− f(x̄) +
γ

2

(
|g(x + r)|2 − |r|2

)
.

Если при некоторых x∗, λ, γ левая часть этого равенства оказалась < 0, то и правая часть будет
< 0, что дает неравенство

f(x∗)− f(x̄) <
γ

2

(|r|+ |g(x∗ + r)|)(|r| − |g(x∗ + r)|).
Но если дополнительно оказалось, что x∗ допустима, то она решает задачу улучшения. Отсюда
и из приведенных соотношений следует опорность Mλγ в точке x̄.

Теперь мы можем применить схему п. 3 к задаче (P ), взяв в качестве Φ функцию Mλγ , и
обратившись к семейству задач (Pλγ) без терминальных ограничений:

Mλγ

(
x(t1)

) → min, σ ∈ Σ. (8)

Для фиксированной задачи (Pλγ) можно применить F-ПМ с квазилинейной мажорантой, т.е.
условие N(ψ) из п. 2 (при этом в роли g0 выступает функция Mλγ). Для этого вводятся: котра-
ектория η(t) процесса σ̄ задачи (8), её возмущение

p(t, x) := ∇xϕ
η(t, x) = η(t) +∇Mλγ(x)−∇Mλγ

(
x̄(t)

)

(см. формулы (5), (6)); η-экстремальное отображение

Uη(t, x) = Argmin
u∈U

p(t, x) · f(t, x, u), (t, x) ∈ T × R
n;

множество его селекторов Vη и движений Красовского—Субботина X (v), v ∈ Vη. (Зависимость
этих объектов от (λγ) опущена.)

Обозначим через Eη объединение всех пучков движений по v ∈ Vη, а через ETλγ —множество
всех движений, удовлетворяющих терминальным ограничениям (3) (это множество может содер-
жать траектории овыпукленной задачи (coP )).
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Теорема 1. Если σ̄ = (x̄, ū)— оптимальный процесс в задаче (P ), то при любом выборе λ ∈
R
k и γ > 0 выполняется неравенство

g0
(
x̄(t1)

)
� g0

(
x(t1)

) ∀x ∈ ETλγ .

Смысл теоремы ясен: в её предположениях спуск с σ̄ на допустимую траекторию овыпуклен-
ной задачи (coP ) с помощью позиционного принципа минимума невозможен (σ̄ «не бракуется»).
В контрпозитивном случае, когда указанный спуск окажется возможным, процесс σ̄ не оптима-
лен, а полученная траектория спуска x∗(·) задает допустимый процесс в задаче (coP ) (на его
тестировании в общем случае не будем останавливаться).

Заметим, что теорема не требует от σ̄ быть решением задачи (8).
Относительно стратегии выбора параметров λ, γ: λ может наследоваться из принципа макси-

мума, а γ — следовать рекомендациям статьи [16].

5. Примеры.

Пример 1. ẋ = u, x(0) = 0, x(1) = 0, |u| � 1,

J [σ] =

1∫

0

[
x2 + (u2 − 1)2

]
dt → inf .

Это знаменитый пример Больца с ограниченным управлением, в котором σ̄ = 0—допустимая
пара. Она не оптимальна в силу принципа максимума Понтрягина, но этот критерий не даёт
улучшенной пары.

Введем штрафной лагранжиан J [σ] + λx(1) + γ
2x

2(1) и применим к нему и σ̄ теорему 1. Легко
убедиться, что η ≡ λ, а экстремальное отображение Uη(x) находится из следующей задачи:

(λ+ 2γxu)u+ (u2 − 1)2 → min, |u| � 1.

Мы достигнем (в пределе) минимума каждого слагаемого данной функции, если положим λ = 0
и выберем селектор

v(x) =

{
−1, x > 0,

+1, x � 0.

Его ломаные Эйлера равномерно сходятся к движению x∗ ≡ 0— траектории скользящего режима
с обобщенным управлением 1

2δ+1 + 1
2δ−1. Очевидно, что это глобально оптимальное решение

расширенной версии примера Больца.

Пример 2. ẋ1 = (t− 1)u, ẋ2 = x1(u− 1), x(0) = (0, 0), x1(2) = 0, |u| � 1, J = x2(2) → min.
Выпишем условия ПМ:

ψ̇1 = −ψ2(u− 1), ψ1(2) = λ, ψ̇2 = 0, ψ2(2) = λ0,

(λ0, λ) �= 0, λ0 ∈ {0, 1}, (
ψ1(t− 1) + ψ2x1

)
u→ min, |u| � 1,

при терминальной функции Лагранжа

L(x, λ0, λ) = λ0x2 + λx1.

Будем исследовать процесс σ̄ с ū ≡ 1, x̄1(t) = t2/2 − t, x̄2 ≡ 0, J [σ̄] = 0, для которого λ0 = 1, а
условие минимума

(
λ(t− 1) +

t2

2
− t

)
u→ min, |u| � 1,

выполняется для ū только при λ = 0, причем строго на интервале (0, 2).
Применим к σ̄ F-ПМ с целевым лагранжианом

Mγ(x) = x2(2) +
γ

2
x21(2)
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при множителе λ = 0 в соответствии с теорией. Тогда

η̇1 = −η2(u− 1), η̇2 = 0, η1(2) = γx̄1(2) = 0, η2 ≡ 1,

p(t, x) =

(
0
1

)
+

(
γx1
1

)
−

(
0
1

)
=

(
γx1
1

)
,

Uη :
(
γx1(t− 1) + x1

)
u→ min, |u| � 1.

(9)

В окрестности начальной точки многозначности x1(0) = 0 можем выбрать v(x1) = −1
∣
∣O+(0)

(отличное от ū); тогда вдоль движения x1(t; v) = −t2/2 + t функция переключения (см. (9))

g
(
t, x1(t; v)

)
= t

(
1− t

2

)
(
1 + γt

)
> 0 ∀ t ∈ (0, 1).

Поэтому управление v = −1 не имеет переключений, и можно положить

u0 ≡ −1, x01(t) = t− t2

2
, x02 =

t3

3
− t2.

Для этого допустимого процесса σ0 J [σ0] = −4/3 < 0 = J [σ̄] и, следовательно, процесс σ̄ не
оптимален.

Примечательно, что процесс спуска σ0 оказался строгой экстремалью Понтрягина на интер-
вале (0, 2), но известные достаточные условия (позиционные версии Кротова и Понтрягина) не
позволили установить его оптимальность. Повторное применение к σ0 F-ПМ не привело к его
улучшению— вновь выдало σ0. Интересен конечный вердикт о минимали примера.

Опыт применения теоремы 1 к тестовым примерам с особенностями внушает сдержанный оп-
тимизм. Определенные перспективы повышения эффективности данного F-ПМ связаны с алго-
ритмизацией выбора λ, γ на его итерации.

6. О традиционном методе Кротова и его обобщениях. Из методических соображений
удобнее рассмотреть эту тему для задачи (PC) с общим терминальным ограничением x(t1) ∈ C,
где C — замкнутое множество в R

n. Остальные предположения на задачу (P ) остаются в силе.
Обозначим через Φ+ множество всех функций ϕ : T × R

n → R класса F , удовлетворяющих
неравенству

R[ϕ](t, x, u) := ϕt(t, x) + ϕx(t, x) · f(t, x, u) � 0 ∀(t, x, u) ∈ T × R
n × U, (10)

или эквивалентному неравенству Гамильтона—Якоби

P [ϕ](t, x) := ϕt(t, x) + min
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u) � 0 ∀(t, x) ∈ T × R
n. (11)

Обратим внимание, что функции из Φ+ сильно возрастающие, т.е. их суперпозиция ϕ
(
t, x(t)

)
не

убывает на отрезке T вдоль любой траектории системы (1), (2). Из этого свойства элементарно
выводится оценка снизу для функционала:

J [σ] � η(ϕ) + ϕ(t0, x0) ∀σ ∈ Σ, (12)

где
η(ϕ) = inf

{
g0(x)− ϕ(t1, x) | x ∈ C, ϕ(t1, x) � ϕ(t0, x0)

}
. (13)

Поэтому, если Ω—любое множество функций из Φ+, то из (12) следует оценка

inf J(PC) � sup
ϕ∈Ω

[η(ϕ) + ϕ(t0, x0)] =: V (Ω). (14)

Результатом анализа этих оценок является следующая теорема.

Теорема 2.
(a) Для оптимальности процесса σ̄ в задаче (PC) достаточно выполнение равенства

J [σ̄] = V (Ω).
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(b) Пусть множество f(t, x, U) выпукло на T × R
n. Тогда существует такое множество

гладких функций Ω ⊂ Φ+, что

min J(PC) = V (Ω).

Теорема 2 ослабляет критерий из работы [10] (неравенство Гамильтона—Якоби (11) рассмат-
ривается здесь без краевого условия). Её доказательство использует результаты Винтера [24] и
Кларка с Ноур [22] о гладкой и негладкой двойственности в нелинейных задачах оптимального
управления.

В частном случае, когда условие (a) теоремы 2 выполняется с одноэлементным множеством
V ({ϕ̄}), то ϕ̄ называют функцией Кротова (кратко, K-функцией) процесса σ̄. (Расхожее мнение
о K-функции задачи в общем случае неверно.) Именно этот случай является традиционным для
достаточных условий Кротова (см. [13, 14, 23]).

Однако в этом варианте инфимум в задаче (13) берется по более широкому множеству C
(без неравенства монотонности для ϕ). Поэтому достаточные условия становятся более жест-
кими. Если при этом функцию Кротова исследуемого процесса σ̄ = (x̄, ū) считать нормализо-
ванной (т.е. в соответствующей задаче (13) инфимум равен нулю и достигается в точке x̄(t1), а
R[ϕ](t, x̄(t), ū(t)) = 0 п. в. на T ; см. [23]), то она совпадает с проверочной функцией Каратеодо-
ри (см. [20, 21, 25–27]). В то же время в изложенной модифицированной версии Кротова запас
разрешающих функций существенно расширяется.

Тем не менее естествен вопрос: при каких условиях функция Кротова (или Каратеодори) су-
ществует? Следующая теорема 8.1 из обзора [20] «является кульминацией многолетних усилий
по обоснованию метода (Каратеодори)».

Теорема 3. Для оптимальности процесса σ̄ в нормальной задаче (PC) необходимо и доста-
точно существование липшицевой функции Каратеодори процесса σ̄.

Поясним, во-первых, что здесь речь идет о глобальной оптимальности (как и всюду в данной
статье); между тем было очень много работ по сильному локальному минимуму. Во-вторых, нор-
мальность задачи (PC) означает, что σ̄ и все оптимальные процессы задачи — нормальные экстре-
мали принципа максимума (ПМ). Как известно, последнее свойство означает, что в условии транс-
версальности для экстремали множитель Лагранжа (λ0) по функционалу отличен от нуля, а в
противном случае ψ(t) ≡ 0. Это вытекает из условия нетривиальности в (ПМ) — λ0+ ||ψ||C(T ) > 0,
λ0 ∈ {0; 1}. Наконец, в-третьих, в теореме K-функция предполагается липшицевой (без эпитета
«локально») в силу предположений в постановке задачи — все траектории системы (1), (2) равно-
мерно ограничены. Для липшицевых ϕ неравенства (10), (11) должны выполняться почти всюду
по (t, x) ∈ T × R

n. Очевидно, что в задачах со свободным правым концом (т.е. при C = R
n)

условия нормальности выполнены.
Отметим, что, как мы убедимся далее, для предлагаемой позиционной версии метода Кротова

теорема 3 неверна в части необходимости и является слишком грубой в части достаточности.

7. Позиционный метод Кротова. Изложение проведем для задачи Больца (PB) с функци-
оналом

J [σ] = l
(
x(t1)

)
+

∫

T

F
(
t, x(t), u(t)

)
dt

и ограничением x(t1) ∈ C, где функции l, F непрерывные и гладкие по x; другие ранее введенные
предположения оставляем в силе.

Поскольку функционал J содержит интеграл, то условимся по-прежнему использовать запись
ϕ ∈ Φ+, означающую, что функция θ(t, x, y) = ϕ(t, x)+ y сильно возрастает относительно расши-
ренной управляемой системы

ẋ = f(t, x, u), ẏ = F (t, x, u), x(t0) = x0, y(t0) = 0, u ∈ U.

Выберем неформальную схему изложения метода по шагам.
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1. Фиксируем некоторую ϕ ∈ F и образуем кротовский лагранжиан

Kϕ
[
x(·), u(·)] = J

[
x(·), u(·)] − ϕ

(
t, x(t)

)∣∣∣
t1

t0
+

∫

T

ϕ̇
(
t, x(t), u(t)

)
dt =

= l
(
x(t1)

)− ϕ
(
t1, x(t1)

)
+

∫

T

[
ϕ̇
(
t, x(t), u(t)

)
+ F

(
t, x(t), u(t)

)]
dt+ ϕ(t0, x0).

Очевидно, что Kϕ = J на множестве D.
2. Задача Kϕ[σ] −→ inf, σ ∈ D, «расщепляется» на две задачи:
(A) задачу минимизации интеграла в Kϕ, т.е.

Rϕ(t, x, u) → min, x ∈ R
n, u ∈ U ∀t ∈ T ;

(B) на задачу минимизации терминанта в Kϕ, т.е.

Gϕ(x) := l(x)− ϕ(t1, x) → min, x ∈ Eϕ,

где Eϕ = {x | x ∈ C, ϕ(t1, x)− ϕ(t0, x0) � 0}.
3. Задача (A), а точнее, задача Kϕ → min, σ ∈ D, решается позиционно (по схеме GF-ПМ):

ищется отображение

Uϕ(t, x) = Argmin
u∈U

[ϕx(t, x) · f(t, x, u) + F (t, x, u)] ,

которое задаёт множество своих селекторов Vϕ с позиционными стратегиями

v(t, x) ∈ Uϕ(t, x)
и пучками движений X (v) ∀ v ∈ Vϕ расширенной системы.

Пусть выбран борелевский селектор v̄(t, x) ∈ Vϕ: расширенная система имеет решение Кара-
теодори (x̄(t), ȳ(t)) на T с управлением ū(t) = v̄

(
t, x̄(t)

)
классаЁU . Теперь мы имеем некоторую

пару (x̄(t), ū(t)) ∈ Σ. Положим

Rϕ
(
t, x̄(t), ū(t)

)
= μ(t) на T .

Если μ(t) = 0 п.в. на T , то ϕ ∈ Φ+ и пара (x̄, ū)—решение задачи (A).
Если же μ(t) �= 0, то перейдем к «нормированной» функции

ϕ1(t, x) = ϕ(t, x) −
t∫

t0

μ(s)ds ∈ Φ+,

для которой
Rϕ

1(
t, x̄(t), ū(t)

)
= 0 п.в. на T ,

т.е. (x̄, ū)—решение задачи (A), но для нормированной ϕ1.
Важно, что нормировка не меняет экстремального отображения, т.е. Uϕ = Uϕ1 .
4. Решаем терминальную задачу (B) с нормированной ϕ1 (это общий случай):

Gϕ
1
(x) = l(x)− ϕ1(t1, x) → min, x ∈ Eϕ

1

(с неравенством ϕ1(t1, x)− ϕ1(t0, x0) � 0).
Если minGϕ

1
(x) = 0 и достигается при x̄(t1), то пара (x̄, ū) глобально оптимальна, причем

J
[
x̄(·), ū(·)] = ϕ1(t0, x0)

(
= min(PB)

)
.

Если же minGϕ
1
(x) = m �= 0, то вывод об оптимальности σ̄ остается, но для «лаконичной»

формулы значения задачи делаем вторую нормировку, полагая ϕ2(t, x) = ϕ1(t, x) +m. Тогда

min(PB) = ϕ2(t0, x0),

что совпадает с ответом для нормализованных K-функций.
Таким образом, в терминальной задаче (B) проверяется достижение минимума в точке x̄(t1).

Если оно нарушено, то ϕ не разрешающая.
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На общий случай разрывной стратегии описанная схема распространяется с естественными
изменениями.

Замечания 1. 1. При решении задач первую нормировку (при μ(t) �= 0) делать желательно:
она элементарна, но позволяет сместить окончательный ответ на конечномерную задачу B) —
проверке на минимум в ней подлежит известная точка x̄(t1).

2. В задачах (A), (B) минимумы по x естественно брать по некоторому априорно заданному
множеству достижимых состояний Q(t) ⊇ R(t) (=множеству достижимости или управляемости).

Пример 3 (пример из [25] с нарушением условия нормальности). ẋ1 = u, ẋ2 = 2x1u, x(0) =
(0, 0), x2(1) = 0, |u| � 1, J = x1(1) → min. По утверждению автора в этом примере x̄ ≡ 0— един-
ственная допустимая и, следовательно, оптимальная траектория. Но липшицевой K-функции не
существует. Здесь терминальная функция Лагранжа l = λ0x1 + λx2 и условия ПМ имеют вид

ψ̇1 = −2u, ψ1(1) = λ0, ψ2 ≡ λ ∈ R,
(
ψ1(t) + λx1

)
u→ min .

Отсюда для x̄ ≡ 0 получаем λ0u → min =⇒ λ0 = 0, так как все постоянные управления
генерируют x̄. Имеем бесчисленное множество анормальных экстремалей.

Заметим, что функция w = x2−x21 —первый интеграл управляемой системы и, следовательно,
ẇ(x) ≡ 0, так что w сильно монотонна в любом смысле; возьмем ϕ = w. Тогда Rϕ(x, u) = ẇ(x) ≡ 0
и поэтому её минимум существует для любого

(
x(·), u(·)) ∈ D, Gϕ(x) = x1−x2+x21 имеет минимум

в точке x̄1 = 0 на множестве Eϕ: x2 = 0, x2 = x21. Следовательно, все пары
(
x̄, u(·) ∈ U) опти-

мальны. Таким образом, гладкая нелинейная ϕ = w оказалась глобально разрешающей функцией
Кротова для указанных пар.

Интересно, что x̄ ≡ 0—не единственная оптимальная траектория, причем устанавливается это
с линейной K-функцией ϕ(t, x) = 〈ψ(t), x〉. Действительно, возьмем ϕ(t, x) = x1+λx2 при λ0 = 1.
Тогда

min
|u|�1

ϕ̇(t, x, u) = −|1 + 2λx1|
(
= P (x)

)

(см. (11)). Эта вогнутая функция достигает минимума по x1 на границе множеств достижимости
и управляемости уравнения

ẋ1 = u, x1(0) = 0, x1(1) = 0 (так как min
D

J = 0), |u| � 1,

т.е. на отрезках прямых x11 = t, x21 = 1− t (x31 = 0 дает уже найденные экстремали с x̄).
Пересечение x11, x21 образуют допустимую траекторию x0(t) (см. рис. 1) с релейным управлени-

ем u0(t) = χ[0,1/2) − χ[1/2,1] (χA —характеристическая функция множества A). Пара
(
x0(t), u0(t)

)

глобально оптимальна вместе с σ∗ = −σ0.
Замечание 1. Использование вогнутости P (x) рационально. Но его можно заменить явным

использованием экстремальной стратегии v(x1) = − sign(1 + 2λx1) с подбором множителя λ из
финального условия x1(1) = 0. Оказывается, что λ = −1.

Пример 4. Пример с бесчисленным множеством экстремалей построен В. Ф. Кротовым
(см. [13, с. 55-57]): ẋ = u, x(−1) = x(1) = 0, |u| � 1,

J = −
∫

T

tx2dt→ min .

Применим позиционный формализм Кротова. Зададимся линейно-квадратичной функцией

ϕ(t, x) = ψ(t)x+
1

2
S(t)x2, S(·) ∈ AC,

и образуем кротовский лагранжиан

Kϕ
[
x(·), u(·)] = J

[
x(·), u(·)]−ϕ(t, x(t))

∣
∣∣
t1

t0
+

∫

T

ϕ̇
(
t, x(t), u(t)

)
dt =

∫

T

(
ψ(t)u(t)+S(t)x(t)u(t)

)
dt,
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Рис. 1. Схема образования траектории x0(t)
(в нижней полуплоскости — x∗(t)).

 

 

 

 

  (1) 

(2) 

(3) 

Рис. 2. Схема первого семейства экстрема-
лей в примере 4; второе симметрично отно-

сительно оси времени.

если положить S(t) = c − t2, c ∈ R—параметр, чтобы исключить x2 в Kϕ. В итоге получим
задачу

Kϕ[σ] =

∫

T

(
ψ(t)u+ (c− t2)xu

)
dt→ min, σ ∈ D, (15)

причем Kϕ = J на множестве D, и интегрант в (15) — это в точности ϕ̇(t, x, u). Отсюда получаем

min
|u|�1

ϕ̇(t, x, u) = −|ψ(t) + (c− t2)x|.

Это вогнутая функция от x, задающая экстремальную стратегию, и минимум которой по x до-
стигается на границах множеств достижимости и управляемости системы

ẋ = u, |u| � 1

с началом в (τ, 0) и концом (1, 0). Здесь τ —правый конец отрезка [−1, τ ] с x = 0, с которого
начинаются все экстремали (это следует из ПМ, см. рис. 2).

Полученный вывод, который задает структуру оптимального процесса σ0 с траекторией x0 в
верхней полуплоскости x � 0 и симметричное решение σ∗ с x∗ = −x0. Эти процессы опреде-
лены с точностью до конкретизации параметров τ ∈ (−1, 0), c ∈ R из вспомогательной задачи
минимизации. Остальные (не оптимальные) экстремали отсеиваются полученным выводом.

8. На пути к позиционному методу Понтрягина. Идею метода поясним на альтернатив-
ном решении примера Кротова (пример 4). Предварительно отметим, что в решении примера 4
использовалась линейно-квадратичная функция Кротова, котраектория которой ψ(t) так и не бы-
ла конкретизирована. По существу это была билинейно-квадратичная, бипозиционная функция S
(см. [8]), а лагранжиан Kϕ совпал с бипозиционным лагранжианом KS . Отметив это, убедимся,
что для решения примера достаточно билинейной функции S(x, ψ) = 〈ψ, x〉.

Из ПМ имеем: H = ψu− tx2,

ψ̇ = 2tx, ψ(−1), ψ(1) свободны, (16)

RS := Ṡ(x, ψ) = 2tx2 + ψu− 2tx2 = ψu,

min
|u|�1

RS = −ψ (не зависит от x), w(ψ) = − signψ (17)

— экстремальная копозиционная стратегия. Хотя экстремальная стратегия w(ψ) копозиционная,
движения с нею в канонической системе не разделяются, принципиальных трудностей это не
создает.
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Начинаем реализовывать стратегию (17) в обратном времени. Чтобы выполнить ограничение
x(1) = 0, в полуокрестности O−(1) должны выполняться условия

ψ(1) > 0, w(ψ) = −1 =⇒ x(t) = 1− t,

согласованные с (17). Тогда из (16) находим

ψ(t) = ψ(1) + t2 − 2

3
t3 − 1

3
> 0, t ∈ O−(1).

Но в некоторый момент τ ′ необходимо переключение управления w(ψ), чтобы прийти в точку
x(τ) = 0 (напомним, что все экстремали имеют начальный отрезок времени [−1, τ ], причем x(t) =
u(t) = 0

∣
∣
[−1,τ ]

). Поэтому x(t) = t− τ , u(t) = +1 при t > τ , а точнее, при t ∈ [τ, τ ′], для сопряжения
с движением x(t) = 1− t в конце периода управления.

Понятно, что τ ′ = 1
2 (τ + 1), и в целом получены допустимые пары σ0 = σ0(τ), зависящие

от параметра τ . Оптимальный процесс σ00 = σ0(τ0) получается дополнительной минимизацией
функции I(τ) := J [σ0(τ)] при τ ∈ (−1, 0).

В силу симметрии также оптимальным будет процесс σ∗ = −σ00. Выводы в целом совпали с
полученными в примере 4, но в последнем было двупараметрическое семейство процессов для
поиска оптимального.

9. Заключение. В работе доказан позиционный принцип минимума для задач оптимального
управления с терминальными ограничениями типа равенства. Это необходимое условие допускает
обобщение на задачи с более общими ограничениями, но для этого нужно привлекать конструк-
тивный вариант F-ПМ для негладких задач со свободным правым концом.

Кроме того, в статье предложен и обоснован позиционный метод Кротова, существенно расши-
ряющий область применимости и эффективности традиционного формализма. Этот метод имеет
интересные (и нетривиальные) обобщения, например, на задачи с ограничениями на оба конца
траектории. Этот случай требует оперирования бипозиционными функциями типа Ляпунова—
Кротова V (t, x; t0, x0) и V (t, x; t1, x1). Теория Гамильтона—Якоби для таких задач не работает, а
понятие позиционного управления требует формализации.
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