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О РАЗРЕШИМОСТИ И ПРЕДЕЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ

НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ

В ГЛАВНОЙ ЧАСТИ
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Аннотация. Рассматриваются линейные системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных, содержащие малый параметр при одной из старших производных. Установлена связь
между решением сингулярно возмущенной подобным способом задачи и решениями предельной
системы, в которой параметр возмущения обращается в нуль. Исследовано влияние матричного
пучка, составленного из коэффициентов уравнений системы, на разрешимость как исходной, так
и предельной задач. Сформулированы достаточные условия для предельного перехода по пара-
метру от возмущенной системы к предельной. Векторно-матричными методами получены явные
формулы для решений рассматриваемых задач.

Ключевые слова: малый параметр, задача Коши, предельная задача, матричный пучок, индекс
регулярности.
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Abstract. In this paper, we consider linear systems of partial differential equations involving a small
parameter as the coefficient of one of higher derivatives and establish a relationship between solutions of
the singularly perturbed problem and solutions of the limit system in which the perturbation parameter
is equal to zero. We examine the influence of the matrix pencil composed of the coefficients of the
equations on the solvability of both original and limit problems and state sufficient conditions for the
passage to the limit in terms of the parameter from the perturbed system to the limit system. Using
vector-matrix methods, we obtain explicit formulas for solutions of the problems considered.
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1. Введение. При исследовании проблем разрешимости различных типов дифференциальных
уравнений (обыкновенных или в частных производных) параллельно возникают вопросы о разре-
шимости возмущенных задач для этих же уравнений. Возмущения могут быть как регулярными,
так и сингулярными. В последнем случае соотношения между решениями исходной и возмущен-
ной задачами могут быть весьма различными: от абсолютной несовместимости до «перетекания»
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одного в другое через предельный переход. Ряд примеров такого рода можно найти, например, в
работе А. И. Янушаускаса [8]. Естественно ожидать ещё большего разнообразия для сингулярно
возмущенных систем дифференциальных уравнений в частных производных. Причем, если для
одного дифференциального уравнения необходимо учитывать только свойства дифференциаль-
ного оператора, то при исследовании систем дифференциальных уравнений на их разрешимость
существенно влияет также матричная структура из коэффициентов системы. В данной работе
представлены некоторые классы сингулярно возмущенных систем дифференциальных уравнений
в частных производных, предложена методика их исследования, получены теоремы о связи ре-
шений возмущенной и предельной задач. Статья является продолжением исследований авторов,
начатых в [5, 6].

2. Системы, сводящиеся к уравнениям гиперболического типа. Рассматривается зада-
ча Коши для системы дифференциальных уравнений в частных производных вида:

n∑

j=1

(
bij

∂2ui
∂x2

− aij

(
ε
∂2uj
∂t2

+ α
∂uj
∂t

))
= hi(x, t), (1)

ui(x, 0, ε) = fi(x), (2)
∂ui
∂t

(x, 0, ε) = gi(x), i = 1, . . . , n, (3)

где ui(x, t, ε) ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t � 0), fi(x) ∈ C1(R), gi(x) ∈ C(R), fi(x), gi(x), hi(x, t) абсолютно
интегрируемы по x на R, α > 0, ε > 0—малый параметр.
Задачу (1)–(3) можно переписать в следующей векторно-матричной форме:

B
∂2ū

∂x2
− A

(
ε
∂2ū

∂t2
+ α

∂ū

∂t

)
= h̄(x, t),

ū(x, 0, ε) = f̄(x),
∂ū

∂t
(x, 0, ε) = ḡ(x);

здесь B = ‖bij‖, A = ‖aij‖,

ū(x, t, ε) =

⎛

⎜⎜⎝

u1(x, t, ε)
u2(x, t, ε)
. . . . . . . . .
un(x, t, ε)

⎞

⎟⎟⎠ , h̄(x, t) =

⎛

⎜⎜⎝

h1(x, t)
h2(x, t)
. . . . . . .
hn(x, t)

⎞

⎟⎟⎠ , f̄(x) =

⎛

⎜⎜⎝

f1(x)
f2(x)
. . . . .
fn(x)

⎞

⎟⎟⎠ , ḡ(x) =

⎛

⎜⎜⎝

g1(x)
g2(x)
. . . . .
gn(x)

⎞

⎟⎟⎠ .

Очевидно, разрешимость задачи (1)–(3) зависит как от свойств дифференциального оператора
∂2

∂x2
−
(
ε
∂2

∂t2
+ α

∂

∂t

)
, так и от свойств матричного пучка (λB+A). Отследить влияние каждого из

этих факторов является задачей данного исследования. При этом для матричного пучка (λB+A)
возможны два существенно разных случая: обратимости и необратимости матрицы B. Финальная
цель исследования — установить связь между решениями исходной (возмущенной) задачи (1)–(3)
и предельной (при ε = 0) задачи (1)–(2), а также получить условия существования этих решений.

2.1. Случай обратимости матрицы B. Пусть в матричном пучке (λB+A) матрица B обратима;
тогда без ограничения общности можно считать ее единичной: B = En.
Известно (см. [3]), что для любой квадратной матрицы A размерности n существует такая

невырожденная матрица T, что

TAT
−1 = Jn =

⎛

⎜⎜⎝

λ1Eq1 +Nq1 0 0 . . . 0
0 λ2Eq2 + Nq2 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λμEqμ + Nqμ

⎞

⎟⎟⎠ =

= diag
{
λ1Eq1 + Nq1 , λ2Eq2 + Nq2 , . . . , λμEqμ + Nqμ

}
; (4)
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здесь q1 + q2 + ·+ qμ = n, индекс qi при единичных квадратных матрицах Eqi и при жордановых
нильпотентных блоках Nqi означает их размерность qi,

Nqi =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, i = 1, . . . μ, N

qi
qi = Oqi . (5)

Относительно матрицы A будем предполагать выполненным следующее условие:
(A) detA �= 0 и все ее собственные числа λ1, . . . , λμ положительны.
При выполнении условия (A) невырожденной заменой переменных v̄ = T ū задача (1)–(3) приво-
дится к следующему блочно-диагональному виду:

∂2v̄

∂x2
− Jn

(
ε
∂2v̄

∂t2
+ α

∂v̄

∂t

)
= H̄(x, t), (6)

v̄(x, 0, ε) = F̄ (x) = Tf̄(x), (7)
∂v̄

∂t
(x, 0, ε) = Ḡ(x) = Tḡ(x), (8)

H̄(x, t) = Th̄(x, t),

т.е. распадается на μ независимых систем уравнений гиперболического типа (в соответствии с
жордановыми «ящиками» λiEqi +Nqi). Рассмотрим первый блок из q1 уравнений системы (6)–(8)
(остальные блоки исследуются аналогично):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2v1
∂x2

− λ1

(
ε
∂2v1
∂t2

+ α
∂v1
∂t

)
+ v2 = H1(x, t),

∂2v2
∂x2

− λ1

(
ε
∂2v2
∂t2

+ α
∂v2
∂t

)
+ v3 = H2(x, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂2vq1−1

∂x2
− λ1

(
ε
∂2vq1−1

∂t2
+ α

∂vq1−1

∂t

)
+ vq1 = Hq1−1(x, t),

∂2vq1
∂x2

− λ1

(
ε
∂2vq1
∂t2

+ α
∂vq1
∂t

)
= Hq1(x, t).

(9)

Решая последнее q1-е уравнение этой системы (например, по методике работы [6]), находим:

vq1(x, t, ε) = M
(
x, t, λ1, Fq1(x), Gq1(x),Hq1(x, t)

)
=

= exp

(
−αt

2ε

){
1

2

[
Fq1

(
x− t√

λ1ε

)
+ Fq1

(
x+

t√
λ1ε

)]
+

+
1

2

t/
√
λ1ε∫

−t/
√
λ1ε

[
J0

(
αi

2ε

√
t2 − λ1εξ2

)(√
λ1εGq1(x− ξ) +

α

2

√
λ1

ε
Fq1(x− ξ)

)
+

+
1

i
J1

(
αi

2ε

√
t2 − λ1εξ2

)
· α

√
λ1t

2
√
ε
√

t2 − λ1εξ2
Fq1(x− ξ)

]
dξ

}
−

− 1

2
√
λ1ε

t∫

0

exp

(
−α(t− τ)

2ε

) x+ t−τ√
λ1ε∫

x− t−τ√
λ1ε

J0

(
αi

2ε

√
(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2

)
Hq1(ξ, τ)dξ dτ ; (10)
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здесь J0(ix) и 1
iJ1(ix)—функции Бесселя нулевого и первого порядка мнимого аргумента.

В [6] было доказано предельное соотношение

exp

(
−αt

2ε

){
1

2

[
Fq1

(
x− t√

λ1ε

)
+ Fq1

(
x+

t√
λ1ε

)]
+

+
1

2

t/
√
λ1ε∫

−t/
√
λ1ε

[
J0

(
αi

2ε

√
t2 − λ1εξ2

)(√
λ1εGq1(x− ξ) +

α

2

√
λ1

ε
Fq1(x− ξ)

)
+

+
1

i
J1

(
αi

2ε

√
t2 − λ1εξ2

)
· α

√
λ1t

2
√
ε
√

t2 − λ1εξ2
Fq1(x− ξ)

]
dξ

}
ε→0+−−−−−→

ε→0+−−−−−→
√
αλ1

2
√
πt

+∞∫

−∞
exp

(
−αλ1(x− ξ)2

4t

)
· Fq1(ξ)dξ = v0j (x, t).

Следуя методике той же работы [6], получаем следующее асимптотическое представление (см. [4]):

1

2
√
λ1ε

exp

(
−α(t− τ)

2ε

)
J0

(
αi

2ε

√
(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2

)
≈

≈ 1

2
√
παλ1

· 1
4
√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2
· exp

⎛

⎝− αλ1(x− ξ)2

2
(√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2 + (t− τ)
)

⎞

⎠ ·
[
1+O(ε)

]
,

из которого получаем

− 1

2
√
λ1ε

t∫

0

exp

(
−α(t− τ)

2ε

) x+ t−τ√
λ1ε∫

x− t−τ√
λ1ε

J0

(
αi

2ε

√
(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2

)
Hq1(ξ, τ)dξdτ ≈

≈ −
t∫

0

x+ t−τ√
λ1ε∫

x− t−τ√
λ1ε

1

2
√
παλ1

4
√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2
×

× exp

⎛

⎝− αλ1(x− ξ)2

2
(√

(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2 + (t− τ)
)

⎞

⎠Hq1(ξ, τ) ·
[
1 +O(ε)

]
dξ dτ

ε→0+−−−−−→

ε→0+−−−−−→ −
t∫

0

+∞∫

−∞

1

2
√

παλ1(t− τ)
exp

(
−αλ1(x− ξ)2

4(t− τ)

)
Hq1(ξ, τ) dξ dτ.

Таким образом доказано предельное равенство

lim
ε→0+

vq1(x, t, ε) = M0

(
x, t, λ1, Fq1(x),Hq1(x, t)

)
=

√
λ1α

2
√
πt

+∞∫

−∞
exp

(
−λ1α(x− ξ)2

4t

)
Fq1(ξ) dξ−

−
t∫

0

+∞∫

−∞

1

2
√

πλ1α(t− τ)
exp

(
−λ1α(x− ξ)2

4(t− τ)

)
Hq1(ξ, τ) dξ dτ = v0q1(x, t). (11)
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Полученная в пределе функция v0q1(x, t) является решением задачи Коши для предельного q1-го
уравнения системы (9):

⎧
⎨

⎩
αλ1

∂vq1
∂t

=
∂2vq1
∂x2

−Hq1(x, t),

vq1(x, 0) = Fq1(x).

Решая (q1 − 1)-е уравнение системы (9) по формуле (10), находим

vq1−1(x, t, ε) = M
(
x, t, λ1, Fq1−1(x), Gq1−1(x), Hq1−1(x, t)− vq1(x, t, ε)

)
,

и после предельного перехода по формуле (11)

lim
ε→0+

vq1−1(x, t, ε) = M0

(
x, t, λ1, Fq1−1(x), Hq1−1(x, t)− v0q1(x, t)

)
= v0q1−1(x, t)

получаем решение предельной задачи для (q1−1)-го уравнения системы (9) и т. д. Таким образом,
доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если в матричном пучке (λB + A) матрица B = En единичная, а для матрицы
A выполнено условие (A), то для решения задачи (1)–(3) справедливо предельное равенство

lim
ε→0+

ū(x, t, ε) = lim
ε→0+

T
−1v̄(x, t, ε) = T

−1v̄0(x, t) = ū0(x, t),

где ū0(x, t)— решение предельной (ε = 0) задачи (1)–(2).

2.2. Случай необратимости матрицы B. В этом случае будем предполагать, что матричный
пучок (λB+A) регулярен (см. [2,7]), т.е. det(λB+A) �= 0. Тогда существует такая пара невырож-
денных матриц P и Q размерности n, что

P(λB+ A)Q = λ

(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)
+

(
Jd Od×(n−d)

O(n−d)×d En−d

)
,

где Ed и En−d— единичные квадратные матрицы, Od×(n−d) и O(n−d)×d —нулевые прямоугольные
матрицы указанных размерностей, Nn−d = diag{Nm1 , Nm2 , . . . , Nmj , }, Nmi — - жордановы ниль-
потентные блоки размерности mi (см. (5)), n− d = m1 +m2 + · · ·+mj; Jd —квадратная матрица
размерности d жордановой структуры; q1 + q2 + · · · + qμ = d в обозначениях формулы (4). Если
detA �= 0, то все λi �= 0, i = 1, . . . , μ. Величину m̃ = max(m1,m2, . . . ,mj) называют индексом
регулярности матричного пучка (λB+ A) (см. [2, 7]).
Итак, относительно матричного пучка (λB+ A) будем предполагать выполненным условие

(B) пучок (λB+ A) регулярен, detA �= 0 и все числа λ1, . . . , λμ положительны.

При выполнении условия (B) невырожденной заменой ū = Qv̄ задача (1)–(3) приводится к блоч-
но-диагональному виду:

(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)
∂2v̄

∂x2
−
(

Jd Od×(n−d)

O(n−d)×d En−d

)(
ε
∂2v̄

∂t2
+ α

∂v̄

∂t

)
= H̃(x, t), (12)

v̄(x, 0, ε) = F̃ (x) = Q
−1f̄(x),

∂v̄

∂t
(x, 0, ε) = G̃(x) = Q

−1ḡ(x), H̃(x, t) = Ph̄(x, t). (13)

Первые d уравнений системы (12) имеют такой же блочный вид, как система (6), поэтому в
силу теоремы 1 для них задача (12)–(13) обладает предельным свойством. Оставшиеся (n − d)
уравнений системы (12) распадаются на j независимых блоков. Как и выше для системы (6)–(8)
, исследуем один из блоков, а именно, последний (j-й); остальные исследуются аналогично.
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Выпишем подсистему из последних mj уравнений системы (12):
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2vn−mj+2

∂x2
−
(
ε
∂2vn−mj+1

∂t2
+ α

∂vn−mj+1

∂t

)
= H̃n−mj+1(x, t),

∂2vn−mj+1

∂x2
−
(
ε
∂2vn−mj

∂t2
+ α

∂vn−mj

∂t

)
= H̃n−mj+1(x, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂2vn
∂x2

−
(
ε
∂2vn−1

∂t2
+ α

∂vn−1

∂t

)
= H̃n−1(x, t),

−
(
ε
∂2vn
∂t2

+ α
∂vn
∂t

)
= H̃n(x, t).

(14)

Решением последнего уравнения системы (14) является функция

vn(x, t, ε) = M̃
(
x, t, F̃n(x), G̃n(x), H̃n(x, t)

)
=

= − 1

α

t∫

0

(
1− exp

(
−α

ε
(t− τ)

))
H̃n(x, τ) dτ +

ε

α

(
1− exp

(
−α

ε
t
))

G̃n(x) + F̃n(x). (15)

В результате предельного перехода

lim
ε→0+

vn(x, t, ε) = M̃0

(
x, t, F̃n(x), H̃n(x, t)

)
= F̃n(x)− 1

α

t∫

0

H̃n(x, τ) dτ = v0n(x, t) (16)

получаем решение предельного (при ε = 0) уравнения (для последнего уравнения системы (14)).
Решением предпоследнего уравнения системы (14) в соответствии с формулой (15) является

функция

vn−1(x, t, ε) = M̃

(
x, t, F̃n−1(x), G̃n−1(x), H̃n−1(x, t)− ∂2vn

∂x2

)
,

т.е. для разрешимости системы (14) требуется повышенная гладкость по пространственной пере-
менной от входных данных задачи (1)–(3), а именно, fi(x), gi(x), h(x, t) ∈ C2(m̃−1)(R), где m̃—
индекс регулярности матричного пучка (λB+ A) (см. [2, 7]). После предельного перехода в соот-
ветствии с формулой (16) получаем решение

lim
ε→0+

vn−1(x, t, ε) = M̃0

(
x, t, F̃n−1(x), H̃n−1(x, t)− ∂2v0n

∂x2

)
= v0n−1(x, t)

предельной задачи для предпоследнего уравнения системы (14) и т. д. Таким образом, доказана
следующая теорема.

Теорема 2. Если для матричного пучка (λB+A) выполнено условие (B), fi(x), gi(x), h(x, t) ∈
C2(m̃−1)(R1), где m̃— индекс регулярности матричного пучка (λB + A), то для решения зада-
чи (1)–(3) справедливо предельное равенство

lim
ε→0+

ū(x, t, ε) = lim
ε→0+

Qv̄(x, t, ε) = Qv̄0(x, t) = ū0(x, t),

где ū0(x, t)— решение предельной (ε = 0) задачи (1)–(3).

Замечание 1. Повышенная гладкость на входные данные задачи является проявлением свой-
ства необратимости матрицы B. В случае нарушения этих условий задача (1)–(3) окажется нераз-
решимой в данных условиях, но можно ставить вопрос о ее разрешимости в пространстве рас-
пределений (см. [1]).

Замечание 2. Очевидно, для разрешимости предельной задачи условие (3) не нужно.
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3. Системы, сводящиеся к уравнениям эллиптического типа. Изложенная методика
применима к исследованию задачи Дирихле в полупространстве t > 0 для системы дифферен-
циальных уравнений в частных производных вида

n∑

j=1

(
bij

(
∂2uj
∂x21

+
∂2uj
∂x22

)
+ aij

(
ε
∂2uj
∂t2

− α
∂uj
∂t

))
= hi(x1, x2, t), (17)

ui(x1, x2, 0, ε) = fi(x1, x2), i = 1, . . . , n, (18)

где ui(x1, x2, t, ε) ∈ C2(t > 0) ∩ C(t � 0), fi(x1, x2) ∈ C(R2), hi(x1, x2, t) ∈ C(R3), fi(x1, x2),
hi(x1, x2, t) абсолютно интегрируемы по x1, x2 на R

2, α > 0, ε > 0—малый параметр.
Перепишем задачу (17)–(18) в векторно-матричном виде:

BΔ2ū+ A

(
ε
∂2ū

∂t2
− α

∂ū

∂t

)
= h̄(x1, x2, t), ū(x1, x2, 0, ε) = f̄(x1, x2),

где, как и выше, B = ‖bij‖, A = ‖aij‖, Δ2 =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
,

ū(x1, x2, t, ε) =

⎛

⎜⎜⎝

u1(x1, x2, t, ε)
u2(x1, x2, t, ε)
. . . . . . . . . . . . .
un(x1, x2, t, ε)

⎞

⎟⎟⎠ , h̄(x1, x2, t) =

⎛

⎜⎜⎝

h1(x1, x2, t)
h2(x1, x2, t)
. . . . . . . . . . .
hn(x1, x2, t)

⎞

⎟⎟⎠ , f̄(x1, x2) =

⎛

⎜⎜⎝

f1(x1, x2)
f2(x1, x2)
. . . . . . . . .
fn(x1, x2)

⎞

⎟⎟⎠ .

3.1. Случай обратимости матрицы B. Пусть в матричном пучке (λB + A) матрица B = En

единичная, а для матрицы A выполнено условие (A). Заменой переменных v̄ = T ū задача (17)–
(18) приводится к блочно-диагональному виду:

Δ2v̄ + Jn

(
ε
∂2v̄

∂t2
− α

∂v̄

∂t

)
= H̄(x1, x2, t), (19)

v̄(x1, x2, 0, ε) = F̄ (x1, x2) = Tf̄(x1, x2), (20)

H̄(x1, x2, t) = Th̄(x1, x2, t),

т.е. распадается на μ независимых систем уравнений эллиптического типа. Рассмотрим первый
блок из q1 уравнений системы (19)–(20):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ2v1 + λ1

(
ε
∂2v1
∂t2

− α
∂v1
∂t

)
+ v2 = H1(x1, x2, t),

Δ2v2 + λ1

(
ε
∂2v2
∂t2

− α
∂v2
∂t

)
+ v3 = H2(x1, x2, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Δ2vq1−1 + λ1

(
ε
∂2vq1−1

∂t2
− α

∂vq1−1

∂t

)
+ vq1 = Hq1−1(x1, x2, t),

Δ2vq1 + λ1

(
ε
∂2vq1
∂t2

− α
∂vq1
∂t

)
= Hq1(x1, x2, t).

(21)

Решением последнего уравнения системы (21) является функция следующего вида:

vq1(x1, x2, t, ε) = V
(
x1, x2, t, Fq1(x1, x2),Hq1(x1, x2, t)

)
=

=
λ1t

4π

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
Fq1(y1, y2)

2ε+ α
√

λ1ε
(
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

)
+ t2

(√
λ1ε
(
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

)
+ t2
)3 ×
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× exp

⎛

⎜⎝− αλ1

(
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2
)

2
(
t+
√

λ1ε
(
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

)
+ t2
)

⎞

⎟⎠ dy1 dy2−

− 1

4π

t∫

0

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

Hq1(y1, y2, τ)(√
λ1ε
(
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

)
+ (t− τ)2

)3×

× exp

⎛

⎜⎝− αλ1

(
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2
)

2
(
t− τ +

√
λ1ε
(
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

)
+ (t− τ)2

)

⎞

⎟⎠ dy1 dy2 dτ. (22)

Отсюда после предельного перехода получаем

lim
ε→0+

vq1(x1, x2, t, ε) = V0

(
x1, x2, t, Fq1(x1, x2),Hq1(x1, x2, t)

)
=

=
αλ1

4πt

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
Fq1(y1, y2) exp

(
−αλ1

4t

(
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2
))

dy1 dy2−

− 1

4π

t∫

0

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

Hq1(y1, y2, τ)

(t− τ)
exp

(
− αλ1

4(t− τ)

(
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2
))

dy1 dy2 dτ =

= v0q1(x1, x2, t). (23)

Очевидно, функция v0q1(x1, x2, t) является решением следующей задачи Коши для уравнения теп-
лопроводности, которое является предельным для q1-го уравнения системы (21):

⎧
⎨

⎩
αλ1

∂vq1
∂t

= Δ2vq1 −Hq1(x1, x2, t),

vq1(x1, x2, 0) = Fq1(x1, x2).

Выпишем далее по формуле (22) решение (q1 − 1)-го уравнения системы (21):

vq1−1(x1, x2, t, ε) = V
(
x1, x2, t, Fq1−1(x1, x2), Hq1−1(x1, x2, t)− vq1(x1, x2, t, ε)

)
.

Осуществив предельный переход по формуле (23), получим решение

lim
ε→0+

vq1−1(x1, x2, t, ε) = V0

(
x1, x2, t, Fq1−1(x1, x2), Hq1−1(x1, x2, t)−v0q1(x1, x2, t)

)
= v0q1−1(x1, x2, t)

предельной задачи для (q1 − 1)-го уравнения системы (21) и т. д. Таким образом, доказана сле-
дующая теорема.

Теорема 3. Если в матричном пучке (λB + A) матрица B = En единичная, а для матрицы
A выполнено условие (A), то для решения задачи (17)–(18) справедливо предельное равенство

lim
ε→0+

ū(x1, x2, t, ε) = lim
ε→0+

T
−1v̄(x1, x2, t, ε) = T

−1v̄0(x1, x2, t) = ū0(x1, x2, t),

где ū0(x1, x2, t)— решение предельной (ε = 0) задачи (17)–(18).

Замечание 3. Теоремы 1 и 3 обобщают результаты авторов, представленные в [6]. А именно,
во-первых, в [6] рассматривались системы уравнений с нулевой правой частью (т.е. однородные);
во-вторых, предполагалось, что все элементарные делители матрицы A имеют степень 1. В этом
случае жорданова форма матрицы A имеет диагональный вид и соответственно системы (1)–(3)
и (17)–(18) после описанных выше невырожденных замен переменных распадаются на n незави-
симых уравнений.
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3.2. Случай необратимости матрицы B. В этом случае при сформулированных условиях для
задачи (17)–(18) предельные соотношения не выполняются. Действительно, предполагая выпол-
ненным условие (B), невырожденной заменой переменных ū = Qv̄ задачу (17)–(18) сведем к
блочно-диагональному виду

(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)
Δ2v̄ +

(
Jd Od×(n−d)

O(n−d)×d En−d

)(
ε
∂2v̄

∂t2
− α

∂v̄

∂t

)
= H̃(x1, x2, t), (24)

v̄(x1, x2, 0, ε) = F̃ (x1, x2) = Q
−1f̄(x1, x2), H̃(x1, x2, t) = Ph̄(x1, x2, t). (25)

Очевидно, блок из первых d уравнений системы (24) имеет вид задачи (19)–(20), а значит, облада-
ет предельным свойством, но оставшиеся j блоков из (n−d) уравнений (именно они заключают в
себе влияние необратимости матрицы B) уже не обладают требуемыми предельными свойствами.
Это легко увидеть исследовав, например, как и выше, последний j-й блок уравнений системы (24).
Он имеет вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ2vn−mj+2 +

(
ε
∂2vn−mj+1

∂t2
− α

∂vn−mj+1

∂t

)
= H̃n−mj+1(x1, x2, t),

Δ2vn−mj+1 +

(
ε
∂2vn−mj

∂t2
− α

∂vn−mj

∂t

)
= H̃n−mj+1(x1, x2, t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Δ2vn +

(
ε
∂2vn−1

∂t2
− α

∂vn−1

∂t

)
= H̃n−1(x1, x2, t),

(
ε
∂2vn
∂t2

− α
∂vn
∂t

)
= H̃n(x1, x2, t).

Решением последнего уравнения этой системы является функция

vn(x1, x2, t, ε) =
1

α

t∫

0

(
exp
(α
ε
(t− τ)

)
− 1
)
H̃n(x1, x2, τ)dτ+

+
ε

α

(
exp
(α
ε
t
)
− 1
)
v̇n(x1, x2, 0, ε) + F̃n(x1, x2)

ε→0+−−−−−→ ∞.

Замечание 4. Эффекты такого рода встречаются и для отдельных типов уравнений в част-
ных производных (и не только); примеры можно найти в [8].

4. Заключение. Таким образом, можно утверждать, что среди задач для систем уравнений с
частными производными, содержащих малый параметр в главной части, существуют специаль-
ные класс систем, имеющих регулярную асимптотику, и, как следствие, допускающие применение
методов регулярной теории возмущений для построения их асимптотического решения.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Владимиров В. С. Обобщенные функции в математической физике. — М.: Наука, 1979.
2. Воеводин В. В. Вычислительные основы линейной алгебры. — М.: Наука, 1977.
3. Гантмахер Ф. Р. Теория матриц. — М.: Наука, 1988.
4. Двайт Г. Б. Таблица интегралов и другие математические формулы. — М.: Наука, 1973.
5. Захарова И. В. О некоторых задачах для уравнений с частными производными, содержащих малый

параметр в главной части// Итоги науки техн. Совр. мат. прилож. Темат. обз. — 2020. — 183. — С. 61–72.
6. Захарова И. В., Фалалеев М. В. О некоторых системах дифференциальных уравнений в частных про-

изводных с малым параметром в главной части// Итоги науки техн. Совр. мат. прилож. Темат. обз. —
2024. — 234. — С. 50–58.

7. Чистяков В. Ф., Щеглова А. А. Избранные главы теории алгебро-дифференциальных систем. — Но-
восибирск: Наука, 2003.



48 М. В. ФАЛАЛЕЕВ, И. В. ЗАХАРОВА

8. Янушаускас А. И. О зависящих от малого параметра уравнениях с частными производными//
в кн.: Сборник научных трудов Иркутского университета. — Иркутск: Изд-во Иркут. ун-та, 1990. —
С. 94–103.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРОВ
Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 23-21-00269).

Финансовые интересы. Авторы заявляют об отсутствии подлежащих раскрытию финансо-
вых или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Фалалеев Михаил Валентинович (Falaleev Mikhail Valentinovich)
Иркутский государственный университет, Иркутск
(Irkutsk State University, Irkutsk, Russia)
E-mail: mvfalaleev@gmail.com

Захарова Ирина Валентиновна (Zakharova Irina Valentinovna)
Иркутский государственный университет, Иркутск
(Irkutsk State University, Irkutsk, Russia)
E-mail: zair@math.isu.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


