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Аннотация. Рассматривается квазилинейная параболическая система второго порядка, извест-
ная в литературе как модель популяционной биологии «хищник-жертва». Предметом исследова-
ния являются точные и приближенные решения с двумя нулевыми фронтами, на которых одна
или обе искомые функции обращаются в нуль, а на интервале между фронтами обе функции
положительны. Точные решения ищутся в виде многочленов по степеням пространственной пе-
ременной с коэффициентами, зависящими от времени. Для построения приближенных решений
предложен численный алгоритм, сочетающий метод коллокаций через разложение правых ча-
стей по системе радиальных базисных функций и разностную аппроксимацию производных по
времени. Для верификации алгоритма проводятся иллюстрирующие численные расчеты для мо-
дельных примеров, которые соответствуют найденным точным решениям.
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1. Введение. Уравнения и системы параболического типа (см. [10]) представляют собой со-
держательный класс моделей различных процессов в физике высоких температур (см. [3, 8]),
гидрологии и гидродинамике (см. [1, 2]), экологии (см. [14]) и др. Особую распространенность
подобные математические объекты приобрели в последние десятилетия, начиная с классических
работ [9,20] в области популяционной биологии (см. [26]). В последние годы предпочтение обычно
отдается нелинейным моделям (см. [13,15]). Отдельное место в этом ряду занимают квазилиней-
ные уравнения и системы с вырождением, поскольку они позволяют описать возмущения, кото-
рые распространяются по покоящемуся (нулевому) фону с конечной скоростью. Подобное, как
известно, невозможно при использовании линейных и полулинейных уравнений параболического
типа (см. [19]). Применительно к физическим задачам, такие решения называют, в зависимо-
сти от интерпретации, тепловыми (см. [11]), фильтрационными (см. [12]) или диффузионными
(см. [22]) волнами. Насколько известно авторам, для задач биологии подобные математические
объекты ранее не исследовались, хотя имеют вполне логичную и естественную интерпретацию с
точки зрения предметной области. Настоящая работа призвана заполнить данный пробел.

Рассматривается нелинейная (квазилинейная) параболическая система, предложенная в из-
вестной монографии Д. Мюррея [24] в качестве модели популяционной биологии, для которой
строятся точные (см. [7]) и приближенные решения с двумя нулевыми фронтами. Точные ре-
шения имеют вид многочленов по степеням пространственной переменной с коэффициентами,
зависящими от времени. Для построения приближенных решений предлагается пошаговый чис-
ленный алгоритм с разностной аппроксимацией по времени. На каждом шаге по времени решение
строится итерационно методом коллокаций (см. [18]), основанным на разложении правых частей
по системе радиальных базисных функций ((см. [17, 21, 23]). Выполнены численные расчеты, ре-
зультаты которых верифицированы при помощи построенных точных решений. Рассмотренный
пример интерпретируется в терминах динамики популяций.

2. Постановка задачи. Рассмотрим систему двух квазилинейных уравнений параболического
типа

ut = α1ux + β1(uvxx + uxvx) + f(u, v), vt = α2vx − β2(vuxx + uxvx) + g(u, v). (1)
Здесь u(t, x), v(t, x)—искомые функции; t (время) и x (координата) — независимые переменные;
α1, α2, β1, β2 —константы, α1α2 > 0, β1 > 0, β2 > 0. Известные функции f(u, v), g(u, v) являются
достаточно гладкими. Система (1) предложена в монографии [24] в качестве математической
модели взаимодействия двух популяций, в которой u и v—численности популяций «жертв» и
«хищников».

Предметом настоящего исследования являются нетривиальные решения системы (1) с нулевы-
ми фронтами, т.е. удовлетворяющие условиям

u
∣
∣
x=a(t)

= 0, v
∣
∣
x=b(t)

= 0, (2)

где функции a(t), b(t) предполагаются достаточно гладкими и могут быть как известными, так
и искомыми. Дополнительно будем предполагать, что a(0) = b(0) = 0, т.е. u(0, 0) = v(0, 0).

Можно убедиться, что на каждом нулевом фронте обращается в нуль множитель перед (хотя
бы) одной из старших производных, т.е. параболический тип системы вырождается. Отметим,
что ранее для случая a(t) = b(t) была доказана теорема существования и единственности (см. [4])
нетривиального решения задачи (1), (2).

Примем, что
f(0, 0) = g(0, 0) = 0. (3)

Это обусловливает наличие у системы (1) решения u ≡ 0, v ≡ 0 и позволяет рассматривать
решение с нулевым фронтом как часть диффузионной волны (см. [22]). Отметим, что упомянутая
выше теорема из [4] не обеспечивает существование решений с подобными свойствами. Напротив,
искомые функции всюду, за исключением общего нулевого фронта, имеют разные знаки, что не
позволяет предложить содержательную интерпретацию данного утверждения с точки зрения
предметной области.

В связи с вышесказанным сосредоточимся, в отличие от наших предыдущих работ [4–6, 22],
на рассмотрении случая, когда в каждый момент времени t > 0 графики функций u и v в неко-
торой точке между нулевыми фронтами a(t) и b(t) пересекаются и имеют разные направления
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Рис. 1. Взаимодействие популяций «хищников»(v) и «жертв» (u).

монотонности (см. рис. 1). Тогда решение естественным образом интерпретируется как динами-
ка численности двух популяций, взаимодействующих в области a(t) < x < b(t), за пределами
которой популяции существуют автономно и эволюция каждой из них описывается линейным
неоднородным уравнением переноса.

3. Точные решения. В данном разделе исследуются точные решения системы (1), имеющие
вид многочленов по степеням пространственной переменной, коэффициенты которых в общем
случае определяются при решении системы дифференциально-алгебраических уравнений. Рас-
сматривается также частный случай, в котором система интегрируется в квадратурах и решение
получается в явном виде, включая уравнения для нулевых фронтов (2).

3.1. Редукция к системе дифференциально-алгебраических уравнений. Будем искать точные ре-
шения системы (1) в виде многочленов по степеням пространственной переменной x с коэффи-
циентами, зависящими от времени t:

u =
n∑

k=0

Ak(t)x
k, v =

n∑

k=0

Bk(t)x
k, (4)

где степень многочленов n подлежит определению.
Пусть функции f(u, v), g(u, v) являются аналитическими, т.е. могут быть представлены в виде

кратного ряда Тейлора. C учетом условия (3) их тейлоровские разложения можно записать в
виде

f(u, v) = γ1u+ η1v +

∞∑

i,j=1

fiju
ivj , g(u, v) = γ2u+ η2v +

∞∑

i,j=1

giju
ivj . (5)

Подставив представление (4) в (1), и приравняв с учетом (5) коэффициенты при одинаковых
степенях x, можно убедиться, что в общем случае искомое решение существует только тогда,
когда все fij = gij = 0, т.е.

f(u, v) = γ1u+ η1v, g(u, v) = γ2u+ η2v, (6)

где γ1, γ2, η1, η2 —константы, и при выполнении равенств Ak(t) ≡ 0, Bk(t) ≡ 0 для k > 2 (ненуле-
вые значения возможны только в вырожденных частных случаях, которые не рассматриваются).

Для коэффициентов Ak(t), Bk(t) при k � 2 имеем три системы уравнений:
{
γ1A2 + 6β1A2B2 + η1B2 = 0,

γ2A2 − 6β2A2B2 + η2B2 = 0;
(7)

{

A′
1(t) = (γ1 + 4β1B2)A1 + (η1 + 2β1A2)B1 + 2α1A2,

B′
1(t) = (γ2 − 2β2B2)A1 + (η2 − 4β2A2)B1 + 2α2B2;

(8)

{

A′
0(t) = (γ1 + 2β1B2)A0 + η1B0 +A1(α1 + β1B1),

B′
0(t) = γ2A0 + (η2 − 2β2A2)B0 +B1(α2 − β2A1).

(9)

Ясно, что (7) — система алгебраических уравнений, (8) и (9) — системы дифференциальных урав-
нений первого порядка. Совместно (7)–(9) образуют систему дифференциально-алгебраических
уравнений, состоящую из двух алгебраических и четырех дифференциальных уравнений.

Из проведенных рассуждений вытекает справедливость следующих утверждений.
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Теорема 1. Пусть функции f(u, v), g(u, v) удовлетворяют системе (6). Тогда система (1)
имеет точное решение вида (4), где n = 2; A0, B0 удовлетворяют системе алгебраических
уравнений (7); A1, B1, A2, B2 удовлетворяют системе дифференциальных уравнений первого
порядка (8)–(9).

Следствие. Для функций f(u, v), g(u, v), не удовлетворяющих (6), система (1) решений вида
(4) не имеет.

3.2. Построение решения системы дифференциально-алгебраических уравнений. Система диф-
ференциально-алгебраических уравнений (7)–(9) является распадающейся и может быть решена
по нижеследующей процедуре, состоящей из трех этапов.

1. Можно видеть, что (7) — система квадратных уравнений, которая всегда имеет хотя бы одно
(тривиальное) решение A2 = 0, B2 = 0. Второе решение имеет вид

A2 =
γ1η2 − γ2η1

6(β1γ2 + β2γ1)
, B2 = − γ1η2 − γ2η1

6(β1η2 + β2η1)
, (10)

где β1γ2+β2γ1 �= 0, β1η2+β2η1 �= 0. Таким образом, A2, B2 —константы, которые, вообще говоря,
определяются неоднозначно, причем из равенства числителей следует, что они будут равны или
не равны нулю одновременно.

2. Если A2, B2 известны, то (8) — система линейных неоднородных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка относительно A1(t), B1(t), которая может быть записана в
следующем виде:
⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

A′
1(t) =

3β2γ1η1 + 2β1γ2η1 + β1γ1η2
3(β1η2 + β2η1)

A1 +
3β2γ1η1 + 2β1γ2η1 + β1γ1η2

3(β1γ2 + β2γ1)
B1 +

α1(γ1η2 − γ2η1)

3(β1γ2 + β2γ1)
,

B′
1(t) =

3β1γ2η2 + 2β2γ2η1 + β2γ1η2
3(β1η2 + β2η1)

A1 +
3β1γ2η2 + 2β2γ2η1 + β2γ1η2

3(β1γ2 + β2γ1)
B1 +

α2(γ2η1 − γ1η2)

3(β1η2 + β2η1)
,

(11)
где β1η2+β2η1 �= 0, β1γ2+β2γ1 �= 0. При этом в системе (11) неоднородности являются константа-
ми. Ее без труда можно решить методом вариации произвольной постоянной или численно (при
задании начальных условий).

3. Найдя A1(t), B1(t) и подставив их в (9), получим систему первого порядка относительно
A0(t), B0(t), которую можно решить стандартным методом вариации произвольной постоянной.
Выражения для A1(t), B2(t), а тем более для A0(t), B0(t) являются весьма громоздкими и здесь
не приводятся. При задании начальных данных полученную задачу Коши можно также проин-
тегрировать численно.

3.3. Пример точного решения. Поскольку общее решение систем (7)–(9) не слишком удобно для
рассмотрения из-за громоздкости и большого количества произвольных постоянных, разберем в
качестве примера один конкретный случай. Положим для определенности, что

3β2γ1η1 + 2β1γ2η1 + β1γ1η2 = 0, 3β1γ2η2 + 2β2γ2η1 + β2γ1η2 = 0. (12)

Тогда в правой части системы (8) обращаются в нуль коэффициенты перед искомыми функциями
A1(t), B1(t), и она существенно упрощается:

A′
1(t) = 2α1A2, B′

1(t) = 2α2B2,

откуда следует, что
A1(t) = 2α1A2t+ c1, B1(t) = 2α2B2t+ c2,

где A1, B2 определяются из (10), а c1, c2 —произвольные константы. В свою очередь, система (9)
преобразуется к виду

A′
0(t) =

γ1
2
A0 + η1B0(t) + (2α1A2t+ c1)

[

α1 + β1(2α2B2t+ c2)
]

,

B′
0(t) = γ2A0 +

η2
2
B0(t) + (2α2B2t+ c2)

[

α2 − β2(2α1A2t+ c1)
]

.
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Выберем конкретные значения входящих констант, при которых, в частности, выполняются ра-
венства (12). Пусть

α1 = α2 = α > 0, β1 = 1, β2 = β > 0, γ1 = 2γ > 0, γ2 = −γβ, η1 = η > 0, η2 = −2βη.

Тогда система (1) имеет следующее точное решение вида (4), удовлетворяющее условиям u(0, 0) =
v(0, 0) = 0:

u = −η
2
x2 + (c1 − αηt)x− α2η

2
t2 + αc1t+

c1c2
γ − βη

[

exp((γ − βη)t)− 1
]

,

v = −γ
2
x2 + (c2 − αγt)x− α2γ

2
t2 + αc2t− c1c2β

γ − βη

[

exp((γ − βη)t) − 1
]

,

(13)

где c1, c2 —произвольные константы, γ − βη �= 0. В этом случае уравнения

x±1 (t) =
c1 − αηt

η
±
√

(c1 − αηt)2

η2
− α2t2 +

2αc1
η

t+
2c1c2

η(γ − βη)

[

exp((γ − βη)t)− 1
]

,

x±2 (t) =
c2 − αγt

γ
±
√

(c2 − αγt)2

γ2
− α2t2 +

2αc2
γ

t− 2βc1c2
γ(γ − βη)

[

exp((γ − βη)t)− 1
]

определяют нулевые фронты для функций u и v соответственно.
Пусть α = 1, γ = η = 2. Если принять c2 < −1, c1β > 1, то x−1 (0) = 0, (x−1 )

′(0) > 0; x+2 (0) = 0,
(x+2 )

′(0) > 0, что может быть интерпретировано как динамика численности популяций «жертв»
и «хищников» в общей области обитания.

4. Приближенные решения.

4.1. Алгоритм численного решения. Найти аналитическое решение задачи (1), (2) на задан-
ном промежутке времени в общем случае вряд ли возможно вследствие нелинейности и наличия
вырождения. В связи с этим встает вопрос построения приближенных решений. Спектр числен-
ных методов решения уравнений и систем параболического типа довольно широк. Исторически
наиболее распространенными являются метод конечных разностей, методы конечных и гранич-
ных элементов. В последние десятилетия все большую популярность приобретают бессеточные
методы (см. [25]), особенно при решении нелинейных задач.

Опыт авторов показал, что для решения нелинейных параболических уравнений и систем с вы-
рождением хорошие результаты дают применение метода двойственной взаимности в сочетании
с методом граничных элементов и метод коллокаций при разностной аппроксимации по времени.
В обоих случаях используется аппроксимация радиальными базисными функциями (см. [16,18]).
При этом для решения систем более подходящим является метод коллокаций (см. [5,6]), который
обеспечивает более стабильную сходимость итерационных процессов.

В данной работе, аналогично упомянутым статьям, построим пошаговый итерационный чис-
ленный алгоритм, рассмотрев на этот раз, как и в предыдущих разделах, содержательный с точки
зрения динамики популяций случай, проиллюстрированный на рис. 1. Последнее означает, что
в каждый момент времени необходимо найти решение в интервале между нулевыми фронтами
a(t) и b(t).

Примем для определенности, что a(0) = b(0), a(t) < b(t) на некотором интервале t ∈ [0, T ], и
будем искать решение задачи (1), (2) в области взаимодействия двух популяций, x ∈ [a(t), b(t)].
Представим в этой области систему (1) в произвольный момент времени в виде двух уравнений
Пуассона

uxx =
α2vx − β2uxvx − vt + g(u, v)

β2v
, vxx =

−α1ux − β1uxvx + ut − f(u, v)

β1u
. (14)

Взяв в условиях (2) полные производные по времени, получим следующие соотношения, связыва-
ющие производные искомых функций по времени и по пространственной координате на нулевых
фронтах:

(

ut + uxa
′(t)
)
∣
∣
∣
x=a(t)

= 0,
(

vt + vxb
′(t)
)
∣
∣
∣
x=b(t)

= 0. (15)
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Выразив ut и vt из уравнений (15) и подставив их в (1), получим дополнительные граничные
условия на нулевых фронтах:

ux
∣
∣
x=b(t)

= U(t) =
1

β2

(

α2 + b′(t) +
g(u(b(t), 0))

vx(t, b(t))

)

,

vx
∣
∣
x=a(t)

= V (t) = − 1

β1

(

α1 + a′(t) +
f(0, v(a(t)))

ux(t, a(t))

)

.

(16)

Таким образом, в произвольный момент времени имеем краевую задачу (14), (2), (16). Решение
этой задачи на каждом шаге tk = kh, где h—размер шага, будем искать на отрезке x ∈ [lk, Lk],
lk = a(tk), Lk = b(tk), в виде

u(tk, x) = up(x) + uh(x), v(tk, x) = vp(x) + vh(x), (17)

где up(x), vp(x)—частное решение системы (14), uh(x), vh(x)—решение подходящей задачи для
однородной системы,

u′′h = 0, uh(lk) = −up(lk), u′h(Lk) = U(tk)− u′p(Lk);

v′′h = 0, vh(Lk) = −vp(Lk), v′h(lk) = V (tk)− u′p(lk).
(18)

При известном частном решении задача (18) имеет решение вида

uh = u′h[x− lk]− up(lk), vh = v′h[x− Lk]− vp(Lk). (19)

Здесь значения u′h, v
′
h —решение системы уравнений, получаемой из условий (16) после нижесле-

дующих подстановок с учетом (19):
u = up + uh, v = vp + vh,

ux = u′p + u′h, vx = v′p + v′h.
(20)

Решение на шаге tk будем строить по следующей итерационной процедуре, в которой u(n), up(n),
uh(n), v(n), vp(n), vh(n) — n-е итерации решений.

I. Задаем тривиальное частное решение на начальной итерации:

up(0) ≡ 0, vp(0) ≡ 0. (21)

II. На n-й итерации, при известном частном решении up(n), vp(n), решение задачи (18) имеет
вид

uh(n) = u′h(n)[x− lk]− up(n)(lk), vh(n) = v′h(n)[x− Lk]− vp(n)(Lk). (22)
Подставив (22) в условия (16), с учетом (20) получим систему двух алгебраических уравнений
относительно неизвестных u′h(n) и v

′
h(n):

u′p(n)(Lk) + u′h(n) =
1

β2

(

α2 + b′(tk) +
g(up(n)(Lk) + u′h(n)[Lk − lk]− up(n)(lk), 0)

v′p(n)(Lk) + v′h(n)

)

,

v′p(n)(lk) + v′h(n) = − 1

β1

(

α1 + a′(tk) +
f(0, vp(n)(lk) + v′h(n)[lk − Lk]− vp(n)(Lk))

u′p(n)(lk) + u′h(n)

)

.

(23)

Решив систему (23) и определив таким образом u′h(n) и v
′
h(n), найдем соответствующую итерацию

решения задачи (14), (2), (16):

u(n) = up(n) + u′h(n)[x− lk]− up(n)(lk), v(n) = vp(n) + v′h(n)[x− Lk]− vp(n)(Lk). (24)

III. Находим следующую итерацию частного решения как решение системы

u′′p(n+1) =
α2v

(n)
x − β2u

(n)
x v

(n)
x − v

(n)
t + g(u(n), v(n))

β2v(n)
,

v′′p(n+1) =
−α1u

(n)
x − β1u

(n)
x v

(n)
x + u

(n)
t − f(u(n), v(n))

β1u(n)
,

(25)

и переходим к шагу II.
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Система (25) может быть решена методом коллокаций через разложение правых частей по
системе радиальных базисных функций:

α2v
(n)
x − β2u

(n)
x v

(n)
x − v

(n)
t + g(u(n), v(n))

β2v(n)
=

N∑

i=1

c
(n+1)
i ϕi(x),

−α1u
(n)
x − β1u

(n)
x v

(n)
x + u

(n)
t − f(u(n), v(n))

β1u(n)
=

N∑

i=1

d
(n+1)
i ϕi(x).

(26)

где ϕi(x) = ϕi (|x− xi|)—радиальные базисные функции, x1, x2, . . . , xN — точки коллокации, рас-
положенные на отрезке [lk, Lk]. Для каждой функции ϕi существует такая функция ψi, что
ϕi = ψ′′

i . Коэффициенты c
(n+1)
i , d(n+1)

i , i = 1, . . . , N , определяются из решения двух систем ли-
нейных алгебраических уравнений:

α2v
(n)
x − β2u

(n)
x v

(n)
x − v

(n)
t + g(u(n), v(n))

β2v(n)

∣
∣
∣
∣
x=xk

=
N∑

i=1

c
(n+1)
i ϕi(xk), k = 1, . . . , N ;

−α1u
(n)
x − β1u

(n)
x v

(n)
x + u

(n)
t − f(u(n), v(n))

β1u(n)

∣
∣
∣
∣
x=xk

=
N∑

i=1

d
(n+1)
i ϕi(xk), k = 1, . . . , N.

(27)

Производные по времени в левых частях (27) вычисляются методом конечных разностей, с ис-
пользованием результатов решения на предыдущем шаге.

Решив (27), найдем следующую итерацию частного решения системы (14):

up(n+1) =

N∑

i=1

c
(n+1)
i ψi(x), vp(n+1) =

N∑

i=1

d
(n+1)
i ψi(x). (28)

Итерационный процесс (21)–(28)останавливается, если (n + 1)-я итерация достаточно близка к
n-й. В результате получим решение задачи (1), (2) в момент времени t = tk, непрерывное по x на
отрезке x ∈ [lk, Lk]:

u(tk, x) = up(n+1)(x) + uh(n+1)(x), v(tk, x) = vp(n+1)(x) + vh(n+1)(x). (29)

4.2. Пример численного решения. Верификация алгоритма. Рассмотрим задачу (1), (2) для слу-
чая, описанного в разделе 3.3. Пусть α = 1, β = 1,1, γ = 1, η = 1, c1 = 1,55, c2 = −1,1. Тогда
при a(t) = x−1 (t), b(t) = x+2 (t) задача (1), (2) имеет точное решение (13), которое может быть ис-
пользовано в качестве тестового для оценки корректности предложенного в предыдущем разделе
алгоритма.

Поскольку в рассматриваемом случае функции f(u, v), g(u, v) являются линейными, алгебраи-
ческие уравнения в системе (23) приводятся к билинейному виду. Решение этой системы методом
подстановки сводится к решению квадратного уравнения. Например, выразив из первого урав-
нения u′h(n) и подставив во второе, получим квадратное уравнение относительно v′h(n), имеющее
положительный дискриминант в случае, когда область x ∈ [lk, Lk] не пуста. С учетом того, что
функция v убывающая, отрицательный корень квадратного уравнения будет искомым значени-
ем v′h(n). Тогда u

′
h(n) находится однозначно из первого уравнения системы (23).

На рис. 2 сравниваются результаты расчетов и решение (13). Сравнение демонстрирует хорошее
совпадение приближенного решения с точным.

Интерпретируем полученные результаты с точки зрения взаимодействия популяций «хищни-
ков» (функция v(t, x)) и «жертв» (функция u(t, x)). На начальном этапе численность «жертв»
выше численности «хищников» (рис. 2(a), (b), при этом с течением времени область взаимо-
действия (отрезок [a(t), b(t)]) увеличивается. Далее численности двух популяций выравниваются
(рис. 2(c)), после чего начинается преобладание «хищников» и сокращение области взаимодей-
ствия (рис. 2(d), (e)).

Отметим, что начиная с момента времени t ≈ 0,44 области обитания двух популяций не пе-
ресекаются, т.е. хищники и жертвы перестают взаимодействовать. Далее поведение каждой из
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Рис. 2. Сравнение численного и точного решений в различные моменты времени: (а) t = 0,05;
(b) t = 0,1; (c) t = 0,2; (d) t = 0,3; (e) t = 0,4. Цифровые обозначения графиков: 1 — численное
решение u(t, x); 2 — точное решение u(t, x); 3 — численное решение v(t, x); 4 — точное решение

v(t, x).
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популяций описывается неоднородным полулинейным (в общем случае) уравнением переноса:
ut = α1ux + f(u, 0) («жертвы») и vt = α2vx + g(0, v) («хищники»).

5. Заключение. Настоящая работа продолжает исследования коллектива авторов (см. [4]) по
изучению модели популяционной динамики, предложенной Д. Мюрреем в [24], которая является
квазилинейной параболической системой второго порядка. Получен новый класс точных реше-
ний, имеющих вид многочленов второй степени с переменными коэффициентами, определяемыми
при решении системы дифференциально-алгебраических уравнений, для решения которой пред-
ложен специальный аналитический подход.

Для построения приближенных решений разработан оригинальный вычислительный алгоритм,
основанный на методе коллокаций с использованием разложения правых частей по системе ради-
альных базисных функций. Выполнены иллюстрирующие численные расчеты, для верификации
результатов которых использованы точные решения.

Наиболее важным научным результатом, который был получен в ходе проведенной работы,
по мнению авторов, является то, что удалось частично решить проблему, возникшую ранее при
доказательстве теоремы существования (см. [4, c. 1496]), и получить осмысленные с точки зре-
ния предметной области решения: с двумя нулевыми фронтами, между которыми обе искомые
функции положительны, что можно интерпретировать как динамику численности двух взаи-
модействующих популяций («жертв» и «хищников») в общей области обитания, за пределами
которой популяции эволюционируют автономно друг от друга, вследствие чего модель меняется
принципиальным образом.

Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть связаны с построением новых
классов точных решений с искомыми свойствами (с нулевыми фронтами). Еще одной важной,
хотя, вероятно, и трудно решаемой проблемой, является распространение теоремы существования
из [4] на задачу (1), (2) общего вида, когда нулевые фронты для искомых функций различны.
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