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ОПТИМАЛЬНОЕ ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ КОЛЕБАНИЯМИ

СТРУНЫ С ЗАДАННЫМИ ПРОМЕЖУТОЧНЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ

СКОРОСТЕЙ ПРИ МИНИМИЗАЦИИ ГРАНИЧНОЙ ЭНЕРГИИ
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Аннотация. Для уравнения колебания струны с заданными начальными и конечными условия-
ми рассматриваются задачи оптимального граничного управления с заданными промежуточными
условиями на значения скоростей с критериями качеств интегралов граничных энергий. Управ-
ление осуществляется смещениями концов струны. Интегралы граничных энергий рассматрива-
ются на всем промежутке времени. Предложен конструктивный подход построения оптимальных
граничных управлений колебаниями струны, использующий методы разделения переменных и
проблем моментов. Проведен вычислительный эксперимент и сделан анализ полученных резуль-
татов.

Ключевые слова: граничное управление, оптимальное управление колебаниями, промежуточ-
ные условия, интеграл граничной энергии, разделение переменных.

OPTIMAL BOUNDARY CONTROL OF OSCILLATIONS

OF A STRING WITH GIVEN INTERMEDIATE VALUES

OF THE SPEED FOR MINIMIZING BOUNDARY ENERGY
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Abstract. For the equation of oscillation of a string with given initial and terminal conditions, we
consider optimal boundary control problems with given intermediate conditions on the values of the
speed with criteria for the qualities of the integrals of the boundary energies. The control is perform
by displacements of ends of the string. Boundary energy integrals are considered over the entire time
interval. We propose a constructive approach to constructing optimal boundary controls for oscillations
based on the methods of separation of variables and moment problems. A computational experiment
was carried out and the results obtained were analysed.
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1. Введение. Задачи оптимального управления колебательными процессами как распреде-
ленными, так и граничными воздействиями исследованы, в частности, в [1, 5, 6, 9, 17]. В рабо-
тах [2–4,7,10–16] рассмотрены задачи для динамических (как с распределенными, так и с сосре-
доточенными параметрами) процессов, в которых наряду с классическими краевыми (начальным
и конечным) условиями заданы также многоточечные промежуточные (как разделенные, так и
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неразделенные) условия. Задачи оптимального граничного управления колебательными процес-
сами с многоточечными промежуточными условиями и функционалом интеграла от квадратов
граничных смещений исследованы, в частности, в [2, 3, 15, 16].
В настоящей работе рассматриваются задачи оптимального управления колебаниями струны с

заданными начальными, конечными условиями и промежуточными значениями скоростей точек
струны с критериями качеств интегралов граничных энергий, заданными на весь промежуток
времени. Предложен конструктивный подход построения для каждой задачи, функции опти-
мального граничного управления, с использованием метода разделения переменных и проблем
моментов, который допускает распространение на другие неодномерные колебательные систе-
мы. Благодаря конструктивности проведены численные расчеты и сделан анализ полученных
результатов.

2. Постановка задачи. Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые по-
перечные колебания натянутой струны), т.е. отклонение от состояния равновесия, описывается
функцией Q(x, t), 0 � x � l, 0 � t � T , которая подчиняется волновому уравнению

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
, 0 < x < l, t > 0, (1)

с начальными и конечными условиями

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x), 0 � x � l, (2)

Q(x, T ) = ϕT (x),
∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x), 0 � x � l, (3)

и граничными условиями:
(a) при смещении левого конца при закрепленном правом конце

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = 0, 0 � t � T, (4)

(b) или при смещении обоих концов

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, (5)

где функции μ(t) и ν(t)— граничные управления, a2 = T0/ρ, где T0 —натяжение, а ρ—плотность
струны.
Пусть в промежуточные моменты времени tk (k = 1, . . . ,m), 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = T ,

∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x), 0 � x � l, j = 1, . . . ,m. (6)

Минимизируемые интегралы граничной энергии имеют следующий вид:
(a) при смещении левого конца при закрепленном правом конце

T∫

0

[μ̇(t)]2 dt, (7)

(b) или при смещении обоих концов

T∫

0

{

[μ̇(t)]2 + [ν̇(t)]2
}

dt. (8)

Предположим, что выполнены условия Q(x, t) ∈ C2(Ω), где Ω =
{

(x, t), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ]
}

,
ϕ0(x), ϕT (x) ∈ C2[0, l], ψj(x) ∈ C1[0, l], j = 0, 1, . . . ,m+1. Предполагается также, что все функции
удовлетворяют следующим условиям согласования:
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(a) для задач со смещением левого конца при закрепленном правом конце:
μ(0) = ϕ0(0), μ̇(0) = ψ0(0), ϕ0(l) = ψ0(l) = 0,

μ̇(tj) = ψj(0), j = 1, . . . ,m,

μ(T ) = ϕT (0), μ̇(T ) = ψT (0), ϕT (l) = ψT (l) = 0;

(9)

(b) для задач со смещением обоих концов:
μ(0) = ϕ0(0), μ̇(0) = ψ0(0), ν(0) = ϕ0(l), ν̇(0) = ψ0(l),

μ̇(tj) = ψj(0), ν̇(tj) = ψj(l), j = 1, . . . ,m,

μ(T ) = ϕT (0), μ̇(T ) = ψT (0), ν(T ) = ϕT (l), ν̇(T ) = ψT (l).

(10)

Сформулируем следующие задачи оптимального граничного управления колебаниями струны.

Задача 1 (смещение левого конца при закрепленном правом конце). Требуется найти опти-
мальное граничное управление μ0(t), 0 � t � T , под воздействием которого колебательное дви-
жение системы (1) из заданного начального состояния (2) переходит в конечное состояние (3),
обеспечивая выполнение промежуточных условий (6) и минимизируя функционал (7).

Задача 2 (смещение двух концов). Требуется найти оптимальные граничные управления
μ0(t) и ν0(t), 0 � t � T , под воздействием которых колебательное движение системы (1) из
заданного начального состояния (2) переходит в конечное состояние (3), обеспечивая выполнение
промежуточных условий (6) и минимизируя функционал (8).

3. Сведение исходных задач к задачам с нулевыми граничными условиями. Постав-
ленные задачи, описываемые однородным уравнением (1) с неоднородными (ненулевыми) гранич-
ными условиями ((4) или (5)), сводятся к задачам оптимального управления с распределенными
воздействиями (описываемым неоднородным уравнением) с нулевыми граничными условиями.
Подробности указанного сведения с выкладками здесь не приводим, так как они приведены,
в частности, в [4, 11]. Для корректного изложения дальнейших построений решения напомним
используемые формулы.

3.1. Сведение неоднородных граничных условий к нулевым граничным условиям. Решение урав-
нения (1) ищем в виде

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t), (11)
где V (x, t)—неизвестная функция с граничными условиями

V (0, t) = V (l, t) = 0. (12)

При граничных условиях (4) (т.е. Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = 0) имеем

W (0, t) = μ(t), W (l, t) = 0. (13)

При граничных условиях (5) (т.е. Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t)) имеем

W (0, t) = μ(t), W (l, t) = ν(t). (14)

Функция W (x, t) для граничных условий (13) и (14), соответственно, представляется в виде

W (x, t) =
(

1− x

l

)

μ(t), (15)

W (x, t) =
(

ν(t)− μ(t)
)x

l
+ μ(t). (16)

Для определения функции V (x, t) получим следующее неоднородное уравнение:

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (17)

где для задачи со смещением левого конца при закрепленном правом конце с функцией W (x, t)
вида (15)

F (x, t) =
(x

l
− 1
)

μ̈(t), (18)
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а для задачи со смещением двух концов с функцией W (x, t) вида (16)

F (x, t) =
(

μ̈(t)− ν̈(t)
)x

l
− μ̈(t). (19)

3.2. Сведение начальных, промежуточных и конечных условий к соответствующим условиям
для неоднородного уравнения. Учитывая выражения (15), (16) для функции W (x, t) и условия
согласования (9), (10), из начальных (2), промежуточных (6) и конечных условий (3) получим
соответствующие условия для функции V (x, t).
Для задачи оптимального граничного управления колебаниями струны со смещением левого

конца при закрепленном правом конце, т.е. для функции V (x, t), получим следующие начальные
условия:

V (x, 0) = ϕ0(x) +
(x

l
− 1
)

ϕ0(0),
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x) +
(x

l
− 1
)

ψ0(0), (20)

промежуточные условия
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x) +
(x

l
− 1
)

ψj(0), j = 1, . . . ,m, (21)

конечные условия

V (x, t) = ϕT (x) +
(x

l
− 1
)

ϕT (0),
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x) +
(x

l
− 1
)

ψT (0). (22)

Для задачи оптимального граничного управления колебаниями струны со смещением двух кон-
цов, т.е. для функции V (x, t), получим следующие начальные условия:

V (x, 0) = ϕ0(x)−
(

ϕ0(l)− ϕ0(0)
)x

l
− ϕ0(0),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x)−
(

ψ0(l)− ψ0(0)
)x

l
− ψ0(0),

(23)

промежуточные условия
∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x)−
(

ψj(l)− ψj(0)
)x

l
− ψj(0), j = 1, . . . ,m, (24)

конечные условия
V (x, T ) = ϕT (x)−

(

ϕT (l)− ϕT (0)
)x

l
− ϕT (0),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x)−
(

ψT (l)− ψT (0)
)x

l
− ψT (0).

(25)

4. Применение метода разделения переменных и сведение решения задач к пробле-
ме моментов. Решение уравнения (17) ищем в виде

V (x, t) =

∞∑

k=1

Vk(t) sin
πk

l
x. (26)

Представим функции F (x, t), ϕ0(x), ϕT (x) и ψj(x) в виде рядов Фурье и, подставив их значения
вместе с V (x, t) в уравнения (17)–(19) и в условия (20)–(25), получим:

V̈
(s)
k (t) + λ2kV

(s)
k (t) = F

(s)
k (t), λ2k =

(
aπk

l

)2

, s = 1, 2, k = 1, 2, . . . , (27)

F
(1)
k (t) = − 2a

λkl
μ̈(t), (28)

F
(2)
k (t) =

2a

λkl

[

ν̈(t)(−1)k − μ̈(t)
]

. (29)

Здесь и далее значение буквы «s» в верхнем индексе характеризует при s = 1 задачу 1 и при
s = 2 задачу 2.
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Для задач со смещением левого конца при закрепленном правом конце начальные, промежу-
точные и конечные условия представляются в виде

V
(1)
k (0) = ϕ

(0)
k − 2a

λkl
ϕ0(0), V̇

(1)
k (0) = ψ

(0)
k − 2a

λkl
ψ0(0), (30)

V̇
(1)
k (tj) = ψ

(j)
k − 2a

λkl
ψj(0), j = 1, . . . ,m, (31)

V
(1)
k (T ) = ϕ

(T )
k − 2a

λkl
ϕT (0), V̇

(1)
k (T ) = ψ

(T )
k − 2a

λkl
ψT (0). (32)

Для задач со смещением двух концов начальные, промежуточные и конечные условия представ-
ляются в виде

V
(2)
k (0) = ϕ

(0)
k − 2a

λkl

[

ϕ0(0) − ϕ0(l)(−1)k
]

, V̇
(2)
k (0) = ψ

(0)
k − 2a

λkl

[

ψ0(0)− ψ0(l)(−1)k
]

, (33)

V̇
(2)
k (tj) = ψ

(j)
k − 2a

λkl

[

ψj(0)− ψj(l)(−1)k
]

, j = 1, . . . , m, (34)

V
(2)
k (T ) = ϕ

(T )
k − 2a

λkl

[

ϕT (0)− ϕT (l)(−1)k
]

, V̇
(2)
k (T ) = ψ

(T )
k − 2a

λkl

[

ψT (0)− ψT (l)(−1)k
]

. (35)

Через F (s)
k (t), V (s)

k (t), ϕ(0)
k , ϕ

(T )
k и ψ(j)

k , s = 1, 2, обозначены коэффициенты Фурье, соответствую-
щие функциям F (x, t), V (x, t), ϕ0(x), ϕT (x) и ψj(x).
Общее решение уравнения (27) и ее производная имеют вид

V
(s)
k (t) = V

(s)
k (0) cos λkt+

1

λk
V̇

(s)
k (0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

F
(s)
k (τ) sin λk(t− τ)dτ,

V̇
(s)
k (t) = −λkV (s)

k (0) sin λkt+ V̇
(s)
k (0) cos λkt+

t∫

0

F
(s)
k (τ) cos λk(t− τ)dτ, s = 1, 2.

(36)

Учитывая начальные, промежуточные и конечные условия, из (36) получим, что функции Fk(τ)
для каждого k должны удовлетворять следующим интегральным соотношениям:

T∫

0

F
(s)
k (τ) sinλk(T − τ)dτ = C̃

(s)
1k (T ),

T∫

0

F
(s)
k (τ) cos λk(T − τ)dτ = C̃

(s)
2k (T ),

tj∫

0

F
(s)
k (τ) cos λk(tj − τ) dτ = C̃

(s)
2k (tj), j = 1, . . . ,m, s = 1, 2,

(37)

где

C̃
(s)
1k (T ) = λkV

(s)
k (T )− λkV

(s)
k (0) cos λkT − V̇

(s)
k (0) sin λkT,

C̃
(s)
2k (T ) = V̇

(s)
k (T ) + λkV

(s)
k (0) sin λkT − V̇

(s)
k (0) cos λkT,

C̃
(s)
2k (tj) = V̇

(s)
k (tj) + λkV

(s)
k (0) sin λktj − V̇

(s)
k (0) cos λktj,

(38)

j = 1, . . . ,m. Для задачи со смещением левого конца при закрепленном правом конце, подставляя
выражение функции F (1)

k (t) из (28) в соотношения (37) и интегрируя по частям с учетом условий
согласования, получим, что функции μ̇(t) для каждого k должны удовлетворять следующим
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интегральным соотношениям:

T∫

0

μ̇(τ) cos λk(T − τ)dτ = C
(1)
1k (T ),

T∫

0

μ̇(τ) sin λk(T − τ)dτ = C
(1)
2k (T ),

T∫

0

μ̇(τ)g
(1)
k (τ)dτ = C

(1)
2k (t1), . . . ,

T∫

0

μ̇(τ)g
(m)
k (τ)dτ = C

(1)
2k (tm),

(39)

где

C
(1)
1k (T ) =

ψ0(0)

λk
sinλkT − l

2a
C̃

(1)
1k (T ),

C
(1)
2k (T ) =

ψT (0)

λk
− ψ0(0)

λk
cos λkT +

l

2a
C̃

(1)
2k (T ),

C
(1)
2k (tj) =

ψj(0)

λk
− ψ0(0)

λk
cos λktj +

l

2a
C̃

(1)
2k (tj),

g
(j)
k (τ) =

{

sinλk(tj − τ), 0 � τ � tj ,

0, tj < τ � T.

(40)

Для дальнейшей компактной записи интегральных соотношений (39) введем следующие обозна-
чения:

H̄
(1)
k (τ) =

(

cos λk(T − τ) sinλk(T − τ) g
(1)
k (τ) . . . g

(m)
k (τ)

)′
,

C
(1)
k (t1, . . . , tm, T ) =

(

C
(1)
1k (T ) C

(1)
2k (T ) C

(1)
2k (t1) . . . C

(1)
2k (tm)

)′
;

(41)

Здесь и далее «′» в верхнем индексе означает операцию транспонирования.
Теперь для задачи со смещением двух концов, подставляя выражение функции F (2)

k (t) из (29)
в соотношения (37) и интегрируя по частям с учетом условий согласования (10), получим, что
функции μ̇(t) и ν̇(t) для каждого k должны удовлетворять следующим интегральным соотноше-
ниям:

T∫

0

μ̇(τ) cos λk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν̇(τ)(−1)k cos λk(T − τ)dτ = C
(2)
1k (T ),

T∫

0

μ̇(τ) sinλk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν̇(τ)(−1)k sinλk(T − τ)dτ = C
(2)
2k (T ),

T∫

0

μ̇(τ)g
(j)
k (τ)dτ −

T∫

0

ν̇(τ)(−1)kg
(j)
k (τ)dτ = C

(2)
2k (tj), j = 1, . . . ,m,

(42)

где

C
(2)
1k (T ) =

1

λk

[

−λkl
2a

C̃
(2)
1k (T )− (−1)kψ0(l) sin λkT + ψ0(0) sin λkT

]

,

C
(2)
2k (T ) =

1

λk

[
λkl

2a
C̃

(2)
2k (T ) + (−1)kψ0(l) cos λkT + ψT (0)− (−1)kψT (l)− ψ0(0) cos λkT

]

,

C
(2)
2k (tj) =

1

λk

[
λkl

2a
C̃

(2)
2k (tj)− (−1)kψj(l) + ψj(0) + (−1)kψ0(l) cos λktj − ψ0(0) cos λktj

]

,

(43)

j = 1, . . . ,m. Отметим, что выражения C̃(s)
1k (T ), C̃

(s)
2k (T ), C̃

(s)
2k (tj) и g

(j)
k (τ) приведены в (38) и (40).
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Для компактной записи интегральных соотношений (42) введем следующие обозначения:

H̄
(2)
k (τ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos λk(T − τ) (−1)k+1 cos λk(T − τ)
sinλk(T − τ) (−1)k+1 sinλk(T − τ)

g
(1)
k (τ) (−1)k+1g

(1)
k (τ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g
(m)
k (τ) (−1)k+1g

(m)
k (τ)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, C
(2)
k (t1, . . . , tm, T ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

C
(2)
1k (T )

C
(2)
2k (T )

C
(2)
2k (t1)

. . . . . . . .

C
(2)
2k (tm)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (44)

На практике обычно выбираются несколько первых n гармоник колебаний и с помощью мето-
дов теории управления конечномерными системами решается задача синтеза управлений. В даль-
нейших построениях будем придерживаться этого подхода.
Учитывая введенные обозначения (41) и (44), для первых n гармоник соотношения (39) и (42)

запишем следующим образом:
T∫

0

H(s)
n (τ)U (s)

n (τ)dτ = η(s)n , s = 1, 2, (45)

где

U (1)
n (τ) = μ̇(1)n (τ) = μ̇(τ), U (2)

n (τ) =

(

μ̇
(2)
n (τ)

ν̇
(2)
n (τ)

)

=

(

μ̇(τ)
ν̇(τ)

)

,

H(s)
n (τ) =

(

H̄
(s)
1 (τ) H̄

(s)
2 (τ) . . . H̄(s)

n (τ)
)′
,

η(s)n =
(

C
(s)
1 (t1, . . . , tm, T ) C

(s)
2 (t1, . . . , tm, T ) . . . C(s)

n (t1, . . . , tm, T )
)′

;

(46)

размеры матриц H(s)
n (τ) и η(s)n равны соответственно (n(m+2)× s) и (n(m+2)× 1). Таким обра-

зом, интегральные условия (39) и (42) представлены условием (45). Из (45) вытекает следующая
теорема.

Теорема 1. Первые n гармоник системы (27) с условиями (30)–(32) (или (33)–(35)) вполне
управляемы тогда и только тогда, когда для любого вектора η(s)n из (46) можно найти управ-
ление U (s)

n (t), t ∈ [0, T ], удовлетворяющее условию (45).

5. Решение задач. Отметим, что левая часть условия (45) — линейная операция, порожден-
ная функцией управления U (s)

n (τ) на промежутке времени [0, T ], а функционалы (7) или (8) яв-
ляются нормами некоторого пространства L2. Следовательно, задачи оптимального управления
с интегральным условием (45) при функционале (7) или (8) можно рассматривать как проблему
моментов, а решение этих задач следует искать с помощью алгоритма решения проблемы момен-
тов (см. [8]). Для решения конечномерной (при k = 1, 2, . . . , n) проблемы моментов для задачи 1 с
функционалом (7) и интегральными условиями (39) (или (45) при s = 1) нужно найти величины
p
(1)
k , q

(1)
k , σ

(1)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, связанные условием

n∑

k=1

[

p
(1)
k C

(1)
1k (T ) + q

(1)
k C

(1)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik C

(1)
2k (ti)

]

= 1, (47)

для которых

(ρ1n)
2 = min

(47)

T∫

0

(h1n)
(2)(τ)dτ, (48)

где

h1n(τ) =
n∑

k=1

[

p
(1)
k cos λk(T − τ) + q

(1)
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik g

(i)
k (τ)

]

. (49)
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Для определения величин p(1)0k , q(1)0k , σ(1)0ik , k = 1, . . . , n, минимизирующих (48) и удовлетворяю-
щих (47), введем функцию

f1n =

T∫

0

(h1n(τ))
2 dτ + β1n

[
n∑

k=1

(

p
(1)
k C

(1)
1k (T ) + q

(1)
k C

(1)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik C

(1)
2k (ti)

)

− 1

]

,

где β1n —неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, вычисляя производ-
ные функции f1n по p

(1)
k , q

(1)
k , σ

(1)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, и приравнивая их к нулю, с учетом

обозначения (49), (40), после присоединения к полученным уравнениям условия (47), получим за-
мкнутую систему 2n +mn+ 1 алгебраических уравнений относительно стольких же неизвестных
величин p(1)k , q

(1)
k , σ

(1)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, и β1n:

n∑

j=1

[

a
(1)
jk p

(1)
j + b

(1)
jk q

(1)
j +

m∑

α=1

c
(1α)
jk σ

(1)
αj

]

= −β1n
2
C

(1)
1k (T ),

n∑

j=1

[

d
(1)
jk p

(1)
j + e

(1)
jk q

(1)
j +

m∑

α=1

f
(1α)
jk σ

(1)
αj

]

= −β1n
2
C

(1)
2k (T ),

n∑

j=1

[

a
(1i)
jk p

(1)
j + b

(1i)
jk q

(1)
j +

m∑

α=1

ϑ
(1αi)
jk σ

(1)
αj

]

= −β1n
2
C

(1)
2k (ti),

n∑

k=1

[

p
(1)
k C

(1)
1k (T ) + q

(1)
k C

(1)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(1)
ik C

(1)
2k (ti)

]

= 1,

(50)

где

a
(1)
jk =

T∫

0

cos λj(T − τ) cos λk(T − τ)dτ, b
(1)
jk =

T∫

0

sinλj(T − τ) cos λk(T − τ)dτ,

c
(1α)
jk =

T∫

0

g
(α)
j (τ) cos λk(T − τ)dτ, d

(1)
jk =

T∫

0

cos λj(T − τ) sin λk(T − τ)dτ,

e
(1)
jk =

T∫

0

sinλj(T − τ) sinλk(T − τ)dτ, f
(1α)
jk =

T∫

0

g
(α)
j (τ) sinλk(T − τ)dτ,

a
(1i)
jk =

T∫

0

cos λj(T − τ)g
(i)
k (τ)dτ, b

(1i)
jk =

T∫

0

sinλj(T − τ)g
(i)
k (τ)dτ,

ϑ
(1αi)
jk =

T∫

0

g
(α)
j (τ)g

(i)
k (τ)dτ.

(51)

Пусть величины p
(1)0
k , q(1)0k , σ(1)0ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, и β01n являются решением замкнутой

системы алгебраических уравнений (50). Тогда согласно (48), (49) будем иметь

(ρ01n)
2 =

T∫

0

(

h01n(τ)
)2
dτ,

h01n(τ) =
n∑

k=1

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

.

(52)
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Оптимальные функции μ̇(1)0n (τ) и μ̇(1)0n (τ) для любого n = 1, 2, . . . представляются в виде

μ̇(1)0n (τ) =
1

(ρ01n)
2
h01n(τ), μ(1)0n (t) =

1

(ρ01n)
2

t∫

0

h01n(τ)dτ + S1, t ∈ [0, T ], (53)

где S1 —постоянная интегрирования. Учитывая, что μ
(1)0
n (0) = S1, то из условия согласования

(9) получим S1 = ϕ0(0).
Для явного выражения оптимального управления μ(1)0n (τ), τ ∈ [0, T ], надо вычислить следую-

щий интеграл:

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ)

]

dτ +

t∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
.

При tj−1 < t � tj, j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0 имеем

t∫

0

n∑

k=1

[

p
(1)0
k cosλk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ)

]

dτ =

=
n∑

k=1

1

λk

{[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cos λk(T − t)

]

+
[

p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT

]}

. (54)

Согласно (40) для второго интеграла будем иметь

t∫

0

n∑

k=1

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ =

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
=

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[
j
∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
=

=

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t1∫

0

[
j
∑

i=1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ +

t2∫

t1

[
j
∑

i=2

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ + . . .+

+

tj−1∫

tj−2

⎡

⎣

j
∑

i=j−1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

⎤

⎦ dτ +

t∫

tj−1

[

σ
(1)0
jk sinλk (tj − τ)

]

dτ

⎫

⎪⎬

⎪⎭

=

=
n∑

k=1

⎧

⎪⎨

⎪⎩

j−1
∑

s=1

⎡

⎢
⎣

ts∫

ts−1

(
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

)

dτ

⎤

⎥
⎦+

t∫

tj−1

[

σ
(1)0
jk sinλk (tj − τ)

]

dτ

⎫

⎪⎬

⎪⎭

=

=
n∑

k=1

1

λk

{
j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik

[

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − tj−1)
]
]

+

+ σ
(1)0
jk

[

cosλk (tj − t)− cos λk (tj − tj−1)
]
}

.

Таким образом, при tj−1 < t � tj , j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0 имеем

t∫

0

h01n(τ)dτ =

t∫

0

{
n∑

k=1

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]}

dτ =

=
n∑

k=1

1

λk

{[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cosλk(T − t)

]

+ σ
(1)0
jk cosλk (tj − t)

}

+
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+
n∑

k=1

1

λk

{

p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT − σ

(1)0
jk cos λk (tj − tj−1)+

+

j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik (cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − tj−1))

]}

. (55)

Рассмотрим случай, когда tm < t � tm+1 = T :
t∫

0

h01n(τ)dτ =

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

t∫

0

[

p
(1)0
k cos λk(T − τ) + q

(1)0
k sinλk(T − τ)

]

dτ +

t∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
.

Значение первого интеграла представляется формулой (54), а для второго интеграла согласно
(40) будем иметь

n∑

k=1

⎡

⎣

t∫

0

m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)dτ

⎤

⎦ =
n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

tm∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
,

tm∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ =

t1∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ +

t2∫

t1

[
m∑

i=2

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ+

+ · · ·+
tm−1∫

tm−2

[
m∑

i=m−1

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ +

tm∫

tm−1

[

σ
(1)0
mk sinλk (tm − τ)

]

dτ =

=

m∑

s=1

⎧

⎪⎨

⎪⎩

ts∫

ts−1

[
m∑

i=s

σ
(1)0
ik sinλk (ti − τ)

]

dτ

⎫

⎪⎬

⎪⎭

=

=

m∑

s=1

{
m∑

i=s

1

λk
σ
(1)0
ik [cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − ts−1)]

}

.

Следовательно,

n∑

k=1

⎧

⎨

⎩

tm∫

0

[
m∑

i=1

σ
(1)0
ik g

(i)
k (τ)

]

dτ

⎫

⎬

⎭
=

n∑

k=1

{
m∑

s=1

[
m∑

i=s

1

λk
σ
(1)0
ik

(

cos λk(ti − ts)− cos λk(ti − ts−1)
)
]}

.

Таким образом, при tm < t � tm+1 = T имеем

t∫

0

h01n(τ)dτ =
n∑

k=1

1

λk

{
m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(1)0
ik

(

cos λk(ti − ts)− cos λk(ti − ts−1)
)
]}

+

+
n∑

k=1

1

λk

{[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cos λk(T − t)

]

+
[

p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT

]}

. (56)

Итак, оптимальное управление μ(1)0n (τ), τ ∈ [0, T ], согласно формулам (55) и (56), представляется
в следующем виде:

μ(1)0n (t) =
1

(ρ01n)
2

n∑

k=1

1

λk

[

F
(1)
jk

(

p
(1)0
k , q

(1)0
k , σ

(1)0
jk , λk, T, ti, t

)

+

+G
(1)
jk

(

p
(1)0
k , q

(1)0
k , σ

(1)0
jk , λk, T, ti

)]

+ ϕ0(0), (57)
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F
(1)
jk

(

p
(1)0
k , q

(1)0
k , σ

(1)0
jk , λk, T, ti, t

)

=

=
[

−p(1)0k sinλk(T − t) + q
(1)0
k cosλk(T − t)

]

+ σ
(1)0
jk cosλk(tj − t),

G
(1)
jk

(

p
(1)0
k q

(1)0
k , γ

(1)0
jk , λk, T, ti

)

= p
(1)0
k sinλkT − q

(1)0
k cos λkT−

− σ
(1)0
jk cos λk(tj − tj−1) +

j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(1)0
ik

(

cos λk(ti − ts)− cos λk(ti − tj−1)
)
]

при tj−1 < t � tj, j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0 и

μ(1)0n (t) =
1

(ρ01n)
2

n∑

k=1

1

λk

{

− p
(1)0
k sinλk(T − t) + q

(1)0
k cosλk(T − t) + p

(1)0
k sinλkT−

− q
(1)0
k cos λkT +

m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(1)0
ik

(

cosλk(ti − ts)− cosλk(ti − ts−1)
)
]}

+ ϕ0(0) (58)

при tm < t � tm+1 = T . Таким образом, решение задачи 1 представлено формулами (57) и (58).
Для решения конечномерной (при k = 1, 2, . . . , n) проблемы моментов для задачи 2 с функци-

оналом (8) и интегральными условиями (42) (или (39) при s = 2) нужно найти величины p
(2)
k ,

q
(2)
k , σ

(2)
ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, связанные условием

n∑

k=1

[

p
(2)
k C

(2)
1k (T ) + q

(2)
k C

(2)
2k (T ) +

m∑

i=1

σ
(2)
ik C

(2)
2k (ti)

]

= 1, (59)

для которых

(ρ2n)
2 = min

(59)

T∫

0

[

h21n(τ) + h22n(τ)
]

dτ, (60)

где

h1n(τ) =
n∑

k=1

[

p
(2)
k cos λk(T − τ) + q

(2)
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)
ik g

(i)
k (τ)

]

,

h2n(τ) =

n∑

k=1

(−1)k+1

[

p
(2)
k cos λk(T − τ) + q

(2)
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)
ik g

(i)
k (τ)

]

.

(61)

Решая по аналогии с вышеизложенным задачу минимизации функционала (60) с условием (59),
находим искомые величины p

(2)0
k , q(2)0k , σ(2)0ik , k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. Далее из (60) и (61) будем

иметь

(ρ02n)
2 =

T∫

0

[(

h01n(τ)
)2

+
(

h02n(τ)
)2
]

dτ,

где

h01n(τ) =

n∑

k=1

[

p
(2)0
k cos λk(T − τ) + q

(2)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)0
ik g

(i)
k (τ)

]

,

h02n(τ) =
n∑

k=1

(−1)k+1

[

p
(2)0
k cos λk(T − τ) + q

(2)0
k sinλk(T − τ) +

m∑

i=1

σ
(2)0
ik g

(i)
k (τ)

]

.

(62)
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Таким образом, оптимальные управления μ(2)0n (t) и ν(2)0n (t), τ ∈ [0, T ], согласно формулам (40)
и (62), представляются в следующем виде:

μ(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

1

λk

[

F
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti, t

)

+

+G
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti

)]

+ ϕ0(0),

ν(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

(−1)k+1

λk

[

F
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti, t

)

+

+G
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti

)]

+ ϕ0(l)

(63)

при tj−1 < t � tj, j = 1, 2, . . . ,m, t0 = 0, где

F
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti, t

)

=

=
[

−p(2)0k sinλk(T − t) + q
(2)0
k cos λk(T − t)

]

+ σ
(2)0
jk cos λk (tj − t) ,

G
(2)
jk

(

p
(2)0
k , q

(2)0
k , γ

(2)0
jk , λk, T, ti

)

= p
(2)0
k sinλkT − q

(2)0
k cos λkT−

− σ
(2)0
jk cos λk (tj − tj−1) +

j−1
∑

s=1

[
j
∑

i=s

σ
(2)0
ik

(

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − tj−1)
)
]

;

при tm < t � tm+1 = T оптимальные управления имеют вид

μ(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

1

λk

{

− p
(2)0
k sinλk(T − t) + q

(2)0
k cos λk(T − t) + p

(2)0
k sinλkT−

− q
(2)0
k cosλkT +

m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(2)0
ik

(

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − ts−1)
)
]}

+ ϕ0(0),

ν(2)0n (t) =
1

(ρ02n)
2

n∑

k=1

(−1)k+1

λk

{

− p
(2)0
k sinλk(T − t) + q

(2)0
k cos λk(T − t) + p

(2)0
k sinλkT−

− q
(2)0
k cosλkT +

m∑

s=1

[
m∑

i=s

σ
(2)0
ik

(

cos λk (ti − ts)− cos λk (ti − ts−1)Big)

]}

+ ϕ0(l).

(64)

Решение задачи 2 представлено формулами (63) и (64).
Таким образом, имея явные виды функций оптимальных граничных управлений μ

(s)0
n (t) и

ν
(s)0
n (t), τ ∈ [0, T ], s = 1, 2, можно построить соответствующую функцию прогиба Q(s)0

n (x, t).
Подставляя полученные выражения для оптимальных управлений μ(s)0n (t) и ν(s)0n (t), τ ∈ [0, T ],
s = 1, 2, в (28) и (29), а найденное для F (s)0

k (t) выражение — в (36), получим функцию V
(s)0
k (t),

t ∈ [0, T ], s = 1, 2, k = 1, . . . , n. Далее из формулы (26) будем иметь

V (s)0
n (x, t) =

n∑

k=1

V
(s)0
k (t) sin

πk

l
x, (65)

где

V
(s)0
k (t) = V

(s)
k (0) cos λkt+

1

λk
V̇

(s)
k (0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

F
(s)0
k (τ) sin λk(t− τ)dτ,

а из (15) и (16) следует, что функции W (s)0
n (x, t), s = 1, 2, принимают следующий вид:

W (1)0
n (x, t) =

(

1− x

l

)

μ(1)0n (t), W (2)0
n (x, t) =

[

ν(2)0n (t)− μ(2)0n (t)
] x

l
+ μ(2)0n (t). (66)
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Далее, согласно (11), с учетом (65) и (66) будем иметь

Q(1)0
n (x, t) =

n∑

k=1

V
(1)0
k (t) sin

πk

l
x+

(

1− x

l

)

μ(1)0n (t),

Q(2)0
n (x, t) =

n∑

k=1

V
(2)0
k (t) sin

πk

l
x+

[

ν(2)0n (t)− μ(2)0n (t)
] x

l
+ μ(2)0n (t).

(67)

Таким образом, для первых n гармоник оптимальные функции прогиба струны Q
(1)0
n (x, t) и

Q
(2)0
n (x, t) имеем выражения (67).

6. Пример с вычислительным экспериментом в случае m = 1. Приведем иллюстрацию
вышеизложенного для задачи 1. Предположим, что в промежуточный момент времени t1 (0 =
t0 < t1 < t2 = T ) заданы значения скоростей точек струны в виде

∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=t1

= ψ1(x), 0 � x � l. (68)

Применяя предложенный выше подход, построим оптимальное граничное управление μ0n(t) при
n = 1 (следовательно, k = 1). В этом случае для определения значения величин p1, q1, σ11 и β1,
согласно (50) и (51), будем иметь следующую систему алгебраических уравнений (i = 1, α = 1):

a11p1 + b11q1 + c
(1)
11 σ11 = −β1

2
C11(T ), d11p1 + e11q1 + f

(1)
11 σ11 = −β1

2
C21(T ),

a
(1)
11 p1 + b

(1)
11 q1 + g

(11)
11 σ11 = −β1

2
C21(t1), C11(T )p1 + C21(T )q1 + C21(t1)σ11 = 1,

(69)

где

a11 =
T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T, b11 = d11 =

1

2λ1
sin2 λ1T, e11 =

T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T,

a
(1)
11 = c

(1)
11 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T − t1

2
sinλ1(T − t1),

b
(1)
11 = f

(1)
11 =

t1
2

cosλ1(T − t1)− 1

2λ1
sinλ1t1 cos λ1T,

g
(11)
11 =

t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1.

Здесь для простоты записи индекс 1, характеризующий задачу 1, опущен.
Положим a = 1/6, t1 = 2l/a, T = 4l/a, l = 1. Пусть состояние струны и скорости точек при

t = 0 заданы в виде

ϕ0(x) =
1

2
x3 − 2

5
x2 − 1

10
x, ψ0(x) =

4

5
x2 − 4

5
x.

Пусть при t = t1 = 12 задано промежуточное состояние струны в виде функции (68) в форме

ψ1(x) =
1

7
x2 − 1

7
x,

а при t = T = 24 задано следующее конечное состояние: ϕT (x) = 0, ψT (x) = 0. Из (69) имеем

12 p1 − 7

10π2
= 0, 12 q1 + 6σ11 +

48

5π3
= 0,

6 q1 + 6σ11 +
276

35π3
= 0, − 7

5π2
p1 +

96

5π3
q1 +

552

35π3
σ11 = 1.

(70)

Решение системы (70)

p01 = − 1715

638208 + 2401π2
π4, q01 =

8400

638208 + 2401π2
π3, σ011 = − 29400

638208 + 2401π2
π6,

так что
(

ρ0k
)2

=
14700

638208 + 2401π2
π6.
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Рис. 1. График функции V 0
1 (t).
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Рис. 2. Графики Q0
1(x, 0) и ϕ0(x).
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Рис. 3. Графики Q̇0
1(x, 0) и ψ0(x).
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Рис. 4. Графики Q̇0
1(x, 12) и ψ1(x).
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0 004
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Рис. 5. Графики Q0
1(x, 24) и ϕT (x) = 0.

Для функции колебания Q0
1(x, t) получаем:

Q0
1(x, t) =

⎧

⎨

⎩

V
(1)0
1 (t) sinπx+ (1− x)μ

(1)0
1 (t) при 0 � t � t1,

V
(2)0
1 (t) sinπx+ (1− x)μ

(2)0
1 (t) при t1 < t � T ,

где функция управления μ01(t) равна

μ01(t) =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

552

35π4

(

cos
πt

6
− 1

)

− 7

10π3
sin

πt

6
, при 0 � t � t1,

24

7π4

(

cos
πt

6
− 1

)

− 7

10π3
sin

πt

6
, при t1 < t � T ,

а V 0
1 (t) имеет вид

V 0
1 (t) =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(
7t

60π3
− 14

5π3

)

cos
πt

6
+

(
92t

35π4
− 391

10π4

)

sin
πt

6
, при 0 � t � t1,

(
7t

60π3
− 14

5π3

)

cos
πt

6
+

(
4t

7π4
− 1009

70π4

)

sin
πt

6
, при t1 < t � T .

График V 0
1 (t) представлен на рис. 1. Выражения и графики функций прогиба струны и ее про-

изводной представлены на рис. 2–5. При t = 0 функции Q0
1(x, 0) и Q̇0

1(x, 0) равны соответственно

Q0
1(x, 0) = − 14

5π3
sinπx,

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= − 32

5π3
sin πx.

При t = t1 = 12 и t = T = 24 функции Q̇0
1(x, 12), Q0

1(x, 24), Q̇0
1(x, 24) имеют вид

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=12

= − 8

7π3
sinπx− 7

60π2
(1− x), Q0

1(x, 24) = 0,
∂Q0

1(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=24

= − 7

60π2
(1− x).

На рис. 2–5 графики функций Q0
1(x, 0), Q̇0

1(x, 0), Q̇0
1(x, 12), Q0

1(x, 24) изображены сплошной
линией, а ϕ0(x), ψ0(x), ψ1(x)—пунктирной линией. Для сравнительного анализа полученных
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результатов введем обозначения

ε1(x, ti) =
∣
∣
∣Q0

1(x, ti)− ϕi(x)
∣
∣
∣, ε̂1(x, tj) =

∣
∣
∣Q̇0

1(x, tj)− ψj(x)
∣
∣
∣,

где i = 0, j = 0, 1, 2 (i = j = 2 соответствуют моменту времени t2 = T ). Тогда

max
0�x�1

ε1(x, 0) ≈ 0,027,

1∫

0

ε1(x, 0) dx ≈ 0,016,

max
0�x�1

ε̂1(x, 0) ≈ 0,012, max
0�x�1

ε̂1(x, 12) ≈ 0,012, max
0�x�1

ε̂1(x, 24) ≈ 0,012,

1∫

0

ε̂1(x, 0) dx ≈ 0,006,

1∫

0

ε̂1(x, 12) dx ≈ 0,006,

1∫

0

ε̂1(x, 24) dx ≈ 0,006.

7. Заключение. Предложен конструктивный метод построения оптимального граничного
управления процессом колебаний однородной струны с заданными промежуточными условиями
на значения скоростей точек струны с критерием качества, являющимся интегралом граничной
энергии, заданным на всем промежутке времени. Проведенный вычислительный эксперимент и
сравнительный анализ подтверждают эффективность подхода. Полученные результаты могут
быть использованы при проектировании оптимального граничного управления колебаниями в
физических и технологических системах.
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