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Аннотация. Рассматривается вариационная задача с запаздыванием при вырождении условия
Вейерштрасса. Получены необходимые условия типа равенства и неравенства как для сильно-
го, так и для слабого локального минимума. Приведен конкретный пример, демонстрирующий
эффективность полученных результатов.
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Abstract. This article examines the minimum of an extremal in the variational problem with delay
under the degeneracy of the Weierstrass condition. We obtain necessary conditions of equality type
and inequality type for a strong as well as for a weak local minimum. Necessary conditions of equality
and inequality types are obtained for strong as well as weak local minimum. A specific example
demonstrating the effectiveness of the results in this paper is provided.
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1. Введение и постановка задачи. В настоящей работе рассматривается следующая век-
торная вариационная задача с запаздывающим аргументом:

S(x(·)) =
t1∫

t0

L
(
t, x(t), x(t− h), ẋ(t), ẋ(t− h)

)
dt → min

x(·)
, (1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0 − h, t0], x(t1) = x1, x0, x1 ∈ R
n. (2)

Здесь R
n — n-мерное пространство, t0, t1 ∈ (−∞,+∞), x0 и x1 — заданные точки, h = const > 0,

t1 − t0 > h,

L
(
t, x, y, ẋ, ẏ

)
: [t0, t1]× R

n × R
n × R

n×R
n → R := (−∞,+∞), ϕ(t) ∈ C1

(
[t0 − h, t0],R

n
)
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— заданные непрерывно дифференцируемые функции по совокупности аргументов, y = y(t) =

x(t − h), ẏ := ẏ(t) = ẋ(t − h), t ∈ I := [t0, t1]; более того, x(t) ∈ KC1(Î ,Rn), Î := [t0 − h, t1] и
KC1

(
Î ,Rn)—класс кусочно гладких функций.

Функции x(t), удовлетворяющие граничным условиям (2), назовем допустимыми функциями.
Пусть x(·)—допустимая функция. Для сокращения записи и удобства введем следующие обо-

значения:
L̄(τ) := L

(
τ, x̄(τ), ȳ(τ), ˙̄x(τ), ˙̄y(τ)

)
,

L̄
(
τ, ξ; ˙̄x(·)) := L

(
τ, x̄(τ), ȳ(τ), ˙̄x(τ) + ξ, ˙̄y(τ)),

L̄
(
τ, ξ; ˙̄y(·)) := L

(
τ, x̄(t), ȳ(τ), ˙̄x(τ), ˙̄y(τ) + ξ

)
;

(3)

аналогичный смысл имеют обозначения L̄x(τ), L̄y(τ), L̄ẋ(τ), L̄ẏ(τ), L̄x(τ, ξ; ˙̄x(·)) и L̄y(τ, ξ; ˙̄y(·)),
где τ ∈ I, ξ ∈ R

n;

E(L̄)
(
τ, ξ; ˙̄x(·)) := L̄

(
τ, ξ; ˙̄x(τ)

) − L̄(τ)− L̄T
ẋ (τ)ξ,

E(L̄)
(
ν, ξ; ˙̄y(·)) := L̄

(
ν, ξ; ˙̄y(·))− L̄(ν)− L̄T

ẏ (ν)ξ;
(4)

Qk(L̄)
(
τ, λ, ξ; ˙̄x(·)) := λkE(L̄)

(
τ, ξ; ˙̄x(·)) + (1− λk)E(L̄)

(
τ,

λ

λ− 1
ξ; ˙̄x(·)

)
,

Qk(L̄)
(
ν, λ, ξ; ˙̄y(·)) := λkE(L̄)

(
ν, ξ; ˙̄y(·)) + (1− λk)E(L̄)

(
ν,

λ

λ− 1
ξ; ˙̄y(·)

)
,

(5)

где λ ∈ (0, 1), k = 1, 2;

M(L̄x)
(
τ, λ, ξ; ˙̄x(·)) := λ

[
L̄T
x

(
τ, ξ; ˙̄x(·)) − L̄T

x (τ)
]
ξ + (1− λ)

[
L̄T
x

(
τ,

λ

λ− 1
ξ; ˙̄x(·)

)
− L̄T

x (τ)

]
ξ,

M(L̄y)
(
ν, λ, ξ; ˙̄y(·)) := λ

[
L̄T
y

(
ν, ξ; ˙̄y(·)) − L̄T

y (ν)
]
ξ + (1− λ)

[
L̄T
y

(
ν,

λ

λ− 1
ξ; ˙̄y(·)

)
− L̄T

y (ν)

]
ξ,

(6)

где τ, ν ∈ {t, t+ h}, ξ ∈ R
n, λ ∈ (0, 1).

Напомним некоторые понятия, необходимые в дальнейшем (см., например, [20, 22]). Допусти-
мая функция x(·) называется сильным (слабым) локальным минимумом в задаче (1)–(2), если
существует такое число δ̄ > 0 (соответственно, δ̂ > 0), что неравенство S(x(·)) � S(x̄(·)) выпол-
няется для всех допустимых функций x(·), для которых∥∥x(·)− x̄(·)∥∥

C(Î ,Rn)
= δ̂;

соответственно,

max
{∥∥x(·)− x̄

∥∥
C(Î ,Rn)

,
∥∥x(·)− ˙̄x(·)∥∥

L∞(Î ,Rn)

}
= δ̂.

Очевидно, что любой сильный локальный минимум одновременно является и слабым, но обратное
верно не всегда (см. [20]).

Напомним также (см. [13]) некоторые известные необходимые условия сильного и слабого ло-
кального минимума для рассматриваемой задачи (1)-(2):

(a) если допустимая функция x̄(·) является слабым локальным минимумом в задаче (1)–(2),
то вдоль функции x̄(·) первая вариация функционала (1) равна нулю, т.е. с учетом (3)
равенство

δS
(
x̄(·); δx(·)) =

t1∫

t0

{[
L̄T
x (t) + L̄T

y (t+ h)
]
δx(t) +

[
L̄T
ẋ (t) + L̄T

ẏ (t+ h)
]
δẋ(t)

}
dt = 0 (7)

выполняется для всех δx(t) ∈ KC1(Î ,Rn) и δx(t) = 0 при t ∈ [t0 − h, t0] ∪ {t1} (см. [13]);
(b) если допустимая функция x̄(·) является слабым локальным минимумом в задаче (1)–(2), а

функция ẍ(·) непрерывна в точках множества Ĩ ⊂ I, где I \ Ĩ является конечным множе-
ством, причем функции L(·), ϕ(·) дважды непрерывно дифференцируемы по совокупности



НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ МИНИМУМА В ЗАДАЧАХ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 27

переменных, то функция является решением уравнения Эйлера (см. [13]):

d

dt
L̄ẋ(t) = L̄x(t), t ∈ Ĩ ∩ (t1 − h, t1],

d

dt

[
L̄ẋ(t) + L̄ẏ(t+ h)

]
= L̄x(t) + L̄y(t+ h), t ∈ Ĩ ∩ [t0, t1 − h);

(8)

(c) если допустимая функция x̄(·) является сильным локальным минимумом в задаче (1)–(2),
то вдоль нее выполняется аналог условия Вейерштрасса, т.е. для всех ξ ∈ R

n справедливы
следующие неравенства (см. [22]):

E(L̄)
(
t, ξ; ˙̄x(·)) � 0 ∀ t ∈ I∗ ∩ [t1 − h, t1],

E(L̄)
(
t, ξ; ˙̄x(·)) +E(L̄)

(
t+ h, ξ; ˙̄y(·)) � 0 ∀ t ∈ I∗ ∩ [t0, t1 − h];

(9)

здесь I∗ ⊆ [t0, t1]—множество точек, в которых функции ẋ(·) непрерывны; функции
E(L̄)(·; ẋ(·)) и E(L̄)(·; ẏ(·)) определяются формулой (4);

(d) если допустимая функция x̄(·) является слабым локальным минимумом в задаче (1)–(2),
то существует такое число δ > 0, что для любого ξ ∈ Bδ(0) выполняются неравенства (9),
где Bδ(0)—шар радиуса δ с центром в точке 0 ∈ R

n (см. [22]).
Допустимая функция x̄(·) называется экстремалью задачи (1)–(2), если она удовлетворяет

уравнению (7). Следует отметить, что применение условия Вейерштрасса (9) как необходимо-
го условия минимума более эффективно, если в каждой точке t ∈ I неравенства (9) переходят
в равенство только при ξ = 0. Однако может случиться так, что хотя бы в одной точке θ ∈ I
неравенства (9) перейдут в равенство в нескольких точках ξ ∈ R

n. В этом случае говорят, что
условия Вейерштрасса (9) вырождаются в точке θ.

Ясно, что задача (1)–(2) в терминах теории оптимального управления принимает вид

S
(
x(·), xn+1(·)

)
= xn+1(t1) → min

u(·)
, (10)

{
ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ KC(Î ,Rn),

ẋn+1(t) = L
(
t, x(t), x(t− h), u(t), u(t− h)

)
, t ∈ (t0, t1];

(11)

x(t) = ϕ(t), u(t) = ϕ̇(t), t ∈ [t0 − h, t0], x(t1) = x1, xn+1(t0) = 0, (12)

где KC(Î,Rn)—класс кусочно непрерывных функций.
Как известно, вырожденные случаи в теории оптимального управления изучаются в терминах

особых управлений. Для оптимальности особых управлений в задачах управления, описываемых
обыкновенными дифференциальными уравнениями, получен ряд важных результатов (см., на-
пример, [1,3–5,8,11,12,14–16,20]). В дальнейшем некоторые из этих результатов были существенно
обобщены на задачи управления с запаздываниями только в фазовых переменных (см., напри-
мер, [2,6,7,9,10,17–19,21]) и на задачи с запаздываниями в управлении (см., например, [6,17,19]).

2. Специальные вариации экстремали. Пусть допустимая функция x̄(·) является экстре-
малью задачи (1)–(2) и υ := (θ, λ, ξ) ∈ [t0, t1−h]× (0, 1)×R

n\{0}—произвольная фиксированная
точка. Следуя [21], введем следующие специальные вариации экстремали x̄(·):

(i) вариация, введенная справа относительно точки θ ∈ [t0, t1 − h):

x(+)(t;ϑ, ε) = x̄(t) + q(+)(t;ϑ, ε), t ∈ Î , (13)

где функция q(+)(t;ϑ, ε) определена соотношением

q(+)(t;ϑ, ε) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(t− θ)ξ, t ∈ [θ, θ + λε),

λ

λ− 1
(t− θ − ε)ξ, t ∈ [θ + λε, θ + ε),

0, t ∈ Î \ [θ, θ + ε),

(14)

где λ ∈ (0, 1), ξ ∈ R
n \ {0}, ϑ = (θ, λ, ξ) и ε ∈ (0, ε), ε = min{h, t1 − θ − h};
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(ii) вариация, введенная слева относительно точки θ ∈ (t0, t1 − h]:

x(−)(t;ϑ, ε) = x̄(t) + q(−)(t;ϑ, ε), t ∈ Î , (15)

q(−)(t;ϑ, ε) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(t− θ)ξ, t ∈ (θ − λε, θ],

λ

λ− 1
(t− θ + ε)ξ, t ∈ (θ − ε, θ − λε],

0, t ∈ Î \ (θ − ε, θ],

(16)

где λ ∈ (0, 1), ξ ∈ R
n \ {0}, ϑ = (θ, λ, ξ) и ε ∈ (0, ε̃), ε̃ = min{h, θ − t0}.

Далее вычисляются приращения функционала (1), соответствующие вариациям (13), (15), и до-
казываются следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть функции L(·) и ϕ(·) непрерывно дифференцируемы по совокупности аргу-
ментов и допустимая функция x̄(·) является экстремалью задачи (1)–(2), вдоль которой для

векторов η ∈ R
n \ {0} и λ̄

λ̄− 1
η, λ̄ ∈ (0, 1), условия Вейерштрасса в любой точке интервала

(t̄0, t̄1) ⊂ [t0, t1 − h] вырождаются, т.е. имеют место равенства

E(L̄)
(
t, η; ˙̄x(·)) + E(L̄)

(
t+ h, η; ˙̄y(·)) = 0 ∀t ∈ (t̄0, t̄1),

E(L̄)

(
t,

λ

λ− 1
η; ˙̄x(·)

)
+ E(L̄)

(
t,

λ

λ− 1
η; ˙̄y(·)

)
= 0 ∀t ∈ (t̄0, t̄1).

(17)

Кроме того, пусть функция x̄(·) непрерывно дифференцируема в интервалах (t̄0 − h, t̄1 − h),
(t̄0, t̄1) и (t̄0 + h, t̄1 + h). Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) если функция x̄(·) является сильным локальным минимумом в задаче (1)–(2), то выпол-
няется равенство

M(L̄x)
(
t, λ̄, η; ˙̄x(·))+M(L̄y)

(
t+ h, λ̄, η; ˙̄y(·)) = 0 ∀t ∈ (t̄0, t̄1), (18)

где функции M(L̄x)
(·, ˙̄x(·)) и M(L̄y)

(·, ˙̄y(·)) определяются по формуле (6);
(ii) если функция x̄(·) является слабым локальным минимумом в задаче (1)–(2), то суще-

ствует число δ > 0, при котором для каждого
(
λ, η,

λ

λ− 1
η

)
∈ (0, 1) × Bδ(0) × Bδ(0),

удовлетворяющего условиям (17), выполняется равенство (18), где Bδ(0)— замкнутый
шар радиуса δ с центром в точке 0 ∈ R

n.

Теорема 2. Пусть функции L(·), Lẋ(·) и Lẏ(·) являются непрерывно дифференцируемыми
по совокупности аргументов, а функция ϕ(·) дважды непрерывно дифференцируема. Кроме то-
го, пусть допустимая функция x̄(·) является сильным локальным минимумом задачи (1)–(2).
Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) если θ ∈ [t0, t1−h) (θ ∈ (t0, t1−h]) и функция x̄(·) дважды непрерывно дифференцируема в
правой (левой) полуокрестности каждой из точек θ−h, θ и θ+h; кроме того, вдоль неё
для числа λ̄ ∈ (0, 1), а также для векторов η �= 0 и (λ̄−1)−1λη условия Вейерштрасса (9)
вырождаются справа (слева) в точке θ, т.е. имеют место равенства

E(L̄)
(
θ+, η; ˙̄x(·)) + E(L̄)

(
(θ + h)+, η; ˙̄y(·)) =

= E(L̄)
(
θ+, λ̄(1− λ̄)−1η; ˙̄x(·)) + E(L̄)

(
(θ + h)+, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄y(·)) = 0, (19)

или

E(L̄)
(
θ−, η; ˙̄x(·)) + E(L̄)

(
(θ + h)−, η; ˙̄y(·)) =

= E(L̄)
(
θ−, λ̄(1− λ̄)−1η; ˙̄x(·)) + E(L̄)

(
(θ + h)−, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄y(·)) = 0, (20)
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то выполняются следующие неравенства:

λ̄
[
M(L̄x)

(
θ+, λ̄, η; ˙̄x(·)) +M(L̄y)

(
(θ + h)+, λ̄, η; ˙̄y(·))]+

+
d

dt

[
Q2(L̄)

(
θ+, λ̄, η; ˙̄x(·)) +Q2(L̄)

(
(θ + h)+, λ̄, η; ˙̄y(·))] � 0 (21)

или

λ̄
[
M(L̄x)

(
θ−, λ̄, η; ˙̄x(·)) +M(L̄y)

(
(θ + h)−, λ̄, η; ˙̄y(·))]+

+
d

dt

[
Q2(L̄)

(
θ−, λ̄, η; ˙̄x(·)) +Q2(L̄)

(
(θ + h)−, λ̄, η; ˙̄y(·))] � 0, (22)

где E(L̄)(·), Q2(L̄)(·), M(L̄x)(·) и M(L̄y)(·) определяются по формулам (4)–(6);
(ii) если θ ∈ (t0, t1 − h), функция x̄(·) дважды непрерывно дифференцируема в некоторой
окрестности каждой из точек θ−h, θ и θ+h; кроме того, вдоль неё для числа λ̄ ∈ (0, 1), а
также для векторов η �= 0 и (λ̄−1)−1λ̄η условия Вейерштрасса вырождаются в точке θ,
т.е. имеют место равенства

E(L̄)
(
θ, η; ˙̄x(·))+ E(L̄)

(
θ + h, η; ˙̄y(·)) = 0,

E(L̄)
(
θ, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄x(·))+ E(L̄)

(
θ + h, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄y(·)) = 0,

(23)

то справедливо равенство

M(L̄x)
(
θ, λ̄, η; ˙̄x(·)) +M(L̄y)

(
θ + h, λ̄, η; ˙̄y(·)) = 0. (24)

Теорема 3. Пусть функции L(·), Lẋ(·) и Lẏ(·) являются непрерывно дифференцируемыми по
совокупности аргументов, функция ϕ(·) дважды непрерывно дифференцируема, а допустимая
функция является слабым локальным минимумом задачи (1)–(2). Тогда существует число δ >
0, при котором справедливы следующие утверждения:

(i) если выполняются предположения, сделанные в части (i) теоремы 2, то вдоль функ-
ции x̄(·) для всех точек (

η, (λ̄ − 1)−1λ̄η, λ̄
) ∈ Bδ(0) × Bδ(0) × (0, 1), удовлетворяющих

условию (19) (соответственно, (20)), имеет место неравенство (21) (соответствен-
но, (22));

(ii) если выполняются предположения, сделанные в части (ii) теоремы 2, то для всех
(η, (λ̄−1)−1λ̄η, λ̄

) ∈ Bδ(0)×Bδ(0)× (0, 1), удовлетворяющих условию (23), имеет место
равенство (24).

Для показа эффективности полученных результатов, например, эффективности теоремы 1,
рассмотрим следующий пример.

Пример. Рассмотрим задачу

S(x(·)) =
3∫

0

[
(1− x)ẋ2 − (1 + y)ẏ2 + ẋẏ

]
dt → min

x(·)
, (25)

x(t) = 0, t ∈ [−1, 0], q x(3) = 0, (26)

где y = y(t) = x(t− 1), h = 1, L(t, x, y, ẋ, ẏ) = (1− x)ẋ2 − (1 + y)ẏ2 + ẋẏ.
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Исследуем на минимум допустимую функцию x(t) = 0, t ∈ [−1, 3]. Вдоль этой функции с
учетом (3), (4) и (6) проведем следующие вычисления:

L̄(t) = L̄x(t) = L̄y(t) = L̄ẋ(t) = L̄ẏ(t) = 0, t ∈ [0, 3],

L̄ẏ(t+ 1) = L̄y(t+ 1) = 0, t ∈ [0, 2];

L̄(t, ξ; ẋ(·)) = ξ2, t ∈ [0, 3]; L̄
(
t+ 1, ξ; ẏ(·)) = −ξ2, t ∈ [0, 2];

L̄x(t, ξ; ẋ(·)) = −ξ2, t ∈ [0, 3]; L̄y(t+ 1, ξ; ẏ(·)) = −ξ2, t ∈ [0, 2];

E(L̄)(t, ξ; ẋ(·)) = ξ2, t ∈ [0, 3]; E(L̄)(t+ 1, ξ; ẏ(·)) = −ξ2, t ∈ [0, 2];

M(L̄x)(t, λ, ξ; ˙̄x(·)) = −λξ2 − (1− λ)

(
λ

λ− 1
ξ

)2

= − λ

λ− 1
ξ2, t ∈ [0, 3];

M(L̄y)(t+ 1, λ, ξ; ˙̄y(·)) = −λξ2 − (1− λ)

(
λ

λ− 1
ξ

)2

= − λ

λ− 1
ξ2, t ∈ [0, 2].

В силу этих вычислений приходим к следующим выводам:
(a) в силу (7) или (8) допустимая функция x̄(·) = 0 является экстремалью задачи (25)–(26);
(b) функция x̄(·) = 0 удовлетворяет условиям Вейерштрасса (9):

ξ2 � 0 ∀ξ ∈ R, ∀t ∈ [2, 3] и ξ2 = 0 ∀t ∈ [0, 2], ∀ξ ∈ R;

(c) ясно, что вдоль функции x̄(·) = 0 для всех точек
(
λ, η,

λ

λ− 1
η

)
∈ (0, 1) × R × R условия

Вейерштрасса (9) вырождаются в любой точке интервала (0, 2).
Отсюда, применяя теорему 2, заключаем, что утверждение (18) не выполняется:

2λ

λ− 1
η2 = 0 ∀(t, λ, η) ∈ (0, 2) × (0, 1) × R \ {0}.

Поэтому в силу части (i) теоремы 1 экстремаль x̄(·) = 0 не может быть сильным локальным
минимумом задачи (25)–(26).

Далее, так как для всех η �= 0 и λ ∈ (0, 1) равенство (18) не выполняется, то ясно, что в
силу части (ii) теоремы 1 экстремаль x̄(·) = 0 не является даже слабым локальным минимумом
задачи (25)–(26).

Насколько нам известно, в теории особого оптимального управления аналоги теорем 1, 2 и 3
не доказаны.

Сравнивая данную работу с [21], легко приходим к заключению, что если в задаче (1)–(2) число
h = 0, то теоремы 1, 2 и 3 совпадают с аналогичными результатами работы [21].
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