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КОМБИНАТОРНЫЙ АЛГОРИТМ ПЕРЕЧИСЛЕНИЯ

И ПЕРЕСЧЕТА КОМПОЗИЦИЙ НАТУРАЛЬНОГО ЧИСЛА

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ
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Аннотация. Предложен алгоритм перечисления и пересчета композиций натурального числа
на основе комбинаторных объектов иерархической структуры, таких как треугольник Паскаля,
пирамида Паскаля и гиперпирамиды Паскаля. Получено рекуррентное соотношение, лежащее в
основе перечисления и пересчета композиций натурального числа с произвольным количеством
ограничений на значения его натуральных частей, а также формула для пересчета в явном виде
и производящая функция числа композиций.

Ключевые слова: композиция числа, гиперпирамида Паскаля, пирамида Паскаля, треугольник
Паскаля, полиномиальные коэффициенты, триномиальные коэффициенты, биномиальные коэф-
фициенты, рекуррентное соотношение, производящая функция, числа Фибоначчи, числа Трибо-
наччи, числа Тетраначчи, числа Пентаначчи.

THE LISTING AND COUNTING COMBINATORIAL ALGORITHM

FOR COMPOSITIONS OF A NATURAL NUMBER

WITH CONSTRAINTS
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Abstract. In this paper, we propose a listing and counting algorithm for compositions of a natural
number based on combinatorial objects of a hierarchical structure, such as Pascal’s triangle, Pascal’s
pyramid, and Pascal’s hyperpyramids. We obtain the recurrent relation that is the basis for listing and
counting of compositions of a natural number with an arbitrary constraints on the values of its natural
parts and the formula for explicit counting of compositions and a generating function for the number
of compositions.

Keywords and phrases: composition of number, Pascal’s hyperpyramid, Pascal’s pyramid, Pascal’s
triangle, polynomial coefficients, trinomial coefficients, binomial coefficients, recurrence relation,
generating function, Fibonacci numbers, Tribonacci numbers, Tetranacci numbers, Pentanacci numbers.
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1. Введение. Структура многих информационных объектов может быть представлена в виде
иерархической или рекурсивной зависимости, что приводит к возможности описания этих объек-
тов с помощью формальных комбинаторных множеств, для которых применимы различного рода
алгоритмы комбинаторной генерации (см. [1–3]). Для реализации процедуры построения элемен-
тов ряда комбинаторных множеств в конце XX в. было введено понятие обобщенной пирамиды
Паскаля (см. [4]). В 2010 г. были изучены сечения обобщенной пирамиды Паскаля (см. [6]), кото-
рые позволили расширить число исследуемых комбинаторных множетсв и получить ряд новых
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иерархических и рекурсивных зависимостей. Частными случаями обобщенной пирамиды Паска-
ля являются треугольник и пирамида Паскаля (см. [4]). Данная работа является продолжением
изучения композиций натурального числа с ограничениями (см. [5]), в которой были выведены
формулы для пересчета числа композиций с тремя ограничениями на основе плоских сечений
пирамиды Паскаля и получены рекуррентные соотношения и производящие функции числа та-
ких композиций. Получено новое рекуррентное соотношение между элементами гиперпирамиды
Паскаля, которое позволит пересчитывать и перечислять композиции натурального числа с про-
извольным количеством ограничений на значения его натуральных частей.

2. Основные понятия. Композицией натурального числа называется его представление в ви-
де упорядоченной суммы других натуральных чисел (см. [8]). Слагаемые, составляющие компо-
зицию, называются ее частями, а количество частей называется длиной композиции. Известно,
что для числа n существует 2n−1 композиций, из которых

(n−1
k−1

)
композиций имеют длину k.

Числа (
n

k

)
=

n!

k! (n − k)!

называются биномиальными коэффициентами. Например, для числа 5 существует 25−1 = 16

композиций, из которых
(
5− 1

3− 1

)
=

4!

2! 2!
= 6 композиций имеют длину 3:

5 = 5 = 4 + 1 = 1 + 4 = 3 + 2 = 2 + 3 =

= 3 + 1 + 1 = 1 + 3 + 1 = 1 + 1 + 3 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 2 = 1 + 2 + 2 =

= 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1,

В данной работе мы накладываем ограничения на значения натуральных частей, а именно, ис-
следуем композиции натурального числа m, состоящие строго из частей m1, m2, . . . , ms, которые,
для определенности в дальнейшем, образуют упрорядоченное множество натуральных чисел, т.е.
m1 < m2 < · · · < ms. Например, для числа m = 5 существует 13 композиций, состоящих строго
из частей m1 = 1, m2 = 2 и m3 = 3:

5 = 3 + 2 = 2 + 3 =

= 3 + 1 + 1 = 1 + 3 + 1 = 1 + 1 + 3 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 2 = 1 + 2 + 2 =

= 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Не умаляя общности, далее положим, наибольший общий делитель всех частей равным 1, т.е.
gcd(m1,m2, . . . ,ms) = 1. В противном случае, если gcd(m1,m2, . . . ,ms) = μ �= 1, то рассматрива-
емые композиции числа m будут существовать только в случае m = μk, k ∈ B = {1, 2, 3, . . . }, и
число таких композиций будет совпадать с числом композиций числа k, составленных из частей
m1/μ, m2/μ, . . . , ms/μ, где gcd(m1/μ,m2/μ, . . . ,ms/μ) = 1.

Треугольником Паскаля (см. [4]) называется бесконечная иерархическая треугольная структу-
ра, элементы которой для целых неотрицательных n, k удовлетворяют рекуррентным соотноше-
ниям (

n+ 1

k

)
=

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)

с начальными условиями
(0
0

)
= 1;

(n
k

)
= 0, если min(n, k, n − k) < 0, где, как упоминалось ра-

нее, числа
(
n

k

)
=

n!

k! (n − k)!
являются биномиальными коэффициентами, т.е. коэффициентами

разложения степени бинома

(x0 + x1)
n =

n∑

k=0

(
n

k

)
xk0x

n−k
1 .

Биномиальные коэффициенты удовлетворяют граничным условиям
(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1
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и равенству (правилу симметрии) (
n

k

)
=

(
n

n− k

)
,

подтверждающему наличие оси симметрии в треугольнике Паскаля.
Пирамидой Паскаля (см. [4]) называется бесконечная иерархическая трехгранная пирамидаль-

ная структура, элементы которой для целых неотрицательных n, k, l удовлетворяют рекуррент-
ным соотношениям (

n+ 1

k, l

)
=

(
n

k − 1, l

)
+

(
n

k, l − 1

)
+

(
n

k, l

)
,

с граничными условиями
(

0

0, 0

)
= 1,

(
n

k, l

)
= 0, если min(n, k, l, n − k − l) < 0.

В n-м сечении (треугольнике) пирамиды (n = 0, 1, 2, . . . ), параллельном основанию, располага-
ются триномиальные коэффициенты

(
n

k, l

)
=

n!

k! l! (n − k − l)!

—коэффициенты разложения степени тринома в форме

(x0 + x1 + x2)
n =

n∑

k=0

n−k∑

l=0

(
n

k, l

)
xk0x

l
1x

n−k−l
2 .

Любой внутренний элемент пирамиды Паскаля, стоящий в n-м сечении, равен сумме трех эле-
ментов, расположенных в углах элементарного треугольника (n− 1)-го сечения пирамиды.

Триномиальные коэффициенты
( n
k,l

)
удовлетворяют граничным условиям

(
n

0, 0

)
=

(
n

n, 0

)
=

(
n

0, n

)
= 1

и равенствам (
n

k, l

)
=

(
n

l, k

)
=

(
n

n− k − l, l

)
=

(
n

k, n− k − l

)
,

подтверждающим наличие трех осей симметрии в пирамиде Паскаля.
Полиномиальными коэффициентами называются числа вида

(
n

k1, k2, . . . , ks−1

)
=

n!

k1! k2! . . . ks−1! (n− k1 − k2 − · · · − ks−1)!
, (1)

которые являются обобщениями биномиальных и триномиальных коэффициентов на случай раз-
мерности s и совпадают с коэффициентами разложения степени многочлена:

(x0 + x1 + · · ·+ xs−1)
n =

=

n∑

k1=0

n−k1∑

k2=0

· · ·
n−k1−k2−···−ks−2∑

ks−1=0

(
n

k1, k2, . . . , ks−1

)
x0

k1x1
k2 . . . xs−1

n−k1−k2−···−ks−1 .

Гиперпирамидой Паскаля (см. [9]) называется бесконечный иерархический s-мерный массив
полиномиальных коэффициентов, элементы которого для целых неотрицательных n, k1, k2, . . . ,
ks−1 удовлетворяют следующим рекуррентным соотношениям:
(

n+ 1

k1, k2, . . . , ks−1

)
=

(
n

k1 − 1, k2, . . . , ks−1

)
+

(
n

k1, k2 − 1, . . . , ]ks−1

)
+

+ · · · +
(

n

k1, k2, . . . , ks−1 − 1

)
+

(
n

k1, k2, . . . , ks−1

)
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и граничным условиям
(

0

0, 0, . . . , 0

)
= 1;

(
n

k1, k2, . . . , ks−1

)
= 0,

если min(n, k1, k2, . . . , ks−1, n − k1 − k2 − · · · − ks−1) < 0.
Применяемое представление (1) упорядочивает расположение полиномиальных коэффициен-

тов в гиперпирамиде Паскаля, подобно тому, как расположены биномиальные и триномиальные
коэффициенты соответственно в треугольнике и пирамиде Паскаля (см. [4]).

3. Соотношения для перечисления и пересчета композиций. Для удобства дальнейше-
го изложения определим декартовые координаты элементов гиперпирамиды Паскаля, для чего
разместим вершину

( 0
0, 0, ..., 0

)
гиперпирамиды Паскаля в точке (0, 0, 0, . . . , 0) s-мерного евкли-

дова пространства, а ее элементы
( n
k1, k2, ..., ks−1

)
— соответственно в точках (n, k1, k2, . . . , ks−1)

s-мерной целочисленной решетки, имеющих неотрицательные координаты. Тем самым устанав-
ливается соответствие между точками s-мерного евклидова пространства и элементами гиперпи-
рамиды Паскаля, которая в декартовых кординатах будет ограничена гиперплоскостями

k1 = 0, k2 = 0, . . . , ks−1 = 0, n− k1 − k2 − · · · − ks−1 = 0.

Рассмотрим произвольное сечение (см. [7]) гиперпирамиды Паскаля гиперплоскостью, пред-
ставляющее собой некоторый (s−1)-мерный массив полиномиальных коэффициентов. Уравнение
гиперплоскости такого сечения будет иметь вид

n+ λ1 · k1 + λ2 · k2 + · · ·+ λs−1 · ks−1 = const, (2)

где λi —некоторые рациональные коэффициенты, i = 1, 2, . . . , s− 1.
Для нахождения композиций натурального числа m, состоящих из частей m1, m2 , . . . , ms,

пронумеруем все сечения гиперпирамиды Паскаля, заданные уравнением вида (2), начиная от
вершины гиперпирамиды, и положим

λi =
mi

ms
− 1, i = 1, 2, . . . , s− 1;

m1,m2, . . . ,ms ∈ B, m1 < m2 < · · · < ms, gcd(m1,m2, . . . ,ms) = 1.

В этом случае все λi > −1, поэтому число элементов сечения конечно, и уравнение m-го гипер-
плоского сечения гиперпирамиды Паскаля принимает вид

n+

(
m1

ms
− 1

)
k1 +

(
m2

ms
− 1

)
k2 + · · · +

(
ms−1

ms
− 1

)
ks−1 =

m

ms
. (3)

Рассмотрим сумму

Sm (m1,m2, . . . ,ms) , m1,m2, . . . ,ms ∈ B,m1 < m2 < · · · < ms, gcd (m1,m2, . . . ,ms) = 1,

элементов m-го гиперплоского сечения гиперпирамиды Паскаля.

Теорема 1. Сумма элементов m-го сечения гиперпирамиды Паскаля с параметрами
m1,m2, . . . ,ms ∈ B, m1 < m2 < · · · < ms, gcd(m1,m2, . . . ,ms) = 1, гиперплоскостью (3), опреде-
ляется по формуле

Sm(m1,m2, . . . ,ms) =

[
m
m1

]
∑

i1=0

[
m
m2

−i1
]

∑

i2=0

. . .

[
m

ms−1
−i1−i2−···−is−2

]
∑

is−1=0
⎛

⎝
m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1

i1, i2, . . . , is−1

⎞

⎠ . (4)
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Доказательство. Поскольку элементу вида
⎛

⎝
m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1

i1, i2, . . . , is−1

⎞

⎠

в декартовых координатах соответствует точка
(

m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1, i1, i2, . . . , is−1

)

и при подстановке ее координат в уравнение гиперплоскости (3) получаем верное равенство
(

m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1

)
+

+

(
m1

ms
− 1

)
i1 +

(
m2

ms
− 1

)
i2 + · · · +

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1 =

m

ms
,

то все элементы этого вида содержатся в гиперплоскости, определяемой уравнением (3). Никаких
других элементов гиперпирамиды Паскаля в этой гиперплоскости нет, так как рассмотрены все
возможные целые неотрицательные значения величин i1, i2, . . . , is−1 для элементов гиперпира-
миды Паскаля, расположенных в узлах s-мерной целочисленной решетки.

Точки пересечения гиперплоскости сечения (3) с ограничивающими гиперпирамиду Паскаля
гиперплоскостями

k1 = 0, k2 = 0, . . . , ks−1 = 0, n− k1 − k2 − · · · − ks−1 = 0,

определяют граничные точки сечения гиперпирамиды Паскаля, а именно, элементы
(

m/ms

0, 0, . . . , 0

)
,

(
m/m1

m/m1, 0, . . . , 0

)
,

(
m/m2

0, m/m2, 0, . . . , 0

)
, . . . ,

(
m/ms−1

0, 0, . . . , 0, m/ms−1

)
,

которые, в свою очередь, задают верхние и нижние пределы суммирования. Следовательно, сум-
ма элементов m-го гиперплоского сечения гиперпирамиды Паскаля гиперплоскостью вида (3)
определяется по формуле (4), что и требовалось доказать. �

4. Число композиций с произвольными значениями частей. Докажем, что сумма m-го
гиперплоского сечения гиперпирамиды Паскаля вида (4) есть число композиций натурального
числа m с ограничениями на значения натуральных частей m1, m2, . . . , ms, m1 < m2 < · · · < ms,
gcd(m1,m2, . . . ,ms) = 1.

Теорема 2. Число различных композиций натурального числа m, состоящих из натураль-
ных частей m1, m2, . . . , ms, где m1 < m2 < · · · < ms, gcd(m1,m2, . . . ,ms) = 1, равно сумме
полиномиальных коэффициентов, составляющих m-е гиперплоское сечение гиперпирамиды Пас-
каля вида (4).

Доказательство. Обозначим через xi1,i2,...,is−1 количество различных композиций числа m, со-
стоящих из i1 частей вида m1, i2 частей вида m2, . . . , is−1 частей вида ms−1 и соответственно
(m−m1i1 −m2i2 − · · · −ms−1is−1)/ms частей вида ms:

m = m1 +m1 + · · ·+m1︸ ︷︷ ︸
i1

+m2 +m2 + · · · +m2︸ ︷︷ ︸
i2

+ · · ·+ms−1 +ms−1 + · · ·+ms−1︸ ︷︷ ︸
is−1

+

+ms +ms +ms + · · · +ms +ms︸ ︷︷ ︸
(m−m1i1−m2i2−···−ms−1is−1)/ms

.

Поскольку длины таких композиций равны

i1 + i2 + · · ·+ is−1 +
m−m1i1 −m2i2 − · · · −ms−1is−1

ms
=

=
m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1,
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имеем

xi1,i2,...,is−1 =

(
m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1

)
!

i1! i2! . . . is−1!

(
m

ms
− m1

ms
i1 − m2

ms
i2 − · · · − ms−1

ms
is−1

)
!

=

=

⎛

⎝
m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1

i1, i2, . . . , is−1

⎞

⎠ .

Таким образом, общее число различных композиций натурального числа m, состоящих из нату-
ральных частей m1, m2, . . . , ms равно

[
m
m1

]
∑

i1=0

[
m
m2

−i1
]

∑

i2=0

. . .

[
m

ms−1
−i1−i2−···−is−2

]
∑

is−1=0

xi1,i2,...,is−1 =

=

[
m
m1

]
∑

i1=0

[
m
m2

−i1
]

∑

i2=0

. . .

[
m

ms−1
−i1−i2−···−is−2

]
∑

is−1=0
⎛

⎝
m

ms
−
(
m1

ms
− 1

)
i1 −

(
m2

ms
− 1

)
i2 − · · · −

(
ms−1

ms
− 1

)
is−1

i1, i2, . . . , is−1

⎞

⎠ =

= Sm(m1,m2, . . . ,ms),

что и требовалось доказать. �

Замечание. Число S0 =
( 0
0,0,...,0

)
соответствует вершине гиперпирамиды Паскаля и условно

определяет количество композиций числа m = 0, состоящих из любых натуральных частей. По-
этому далее берем значения m из множества неотрицательных целых чисел, т.е. считаем, что
m ∈ B0, это позволит в дальнейшем получить рекуррентные соотношения и производящие функ-
ции для числа композиций.

5. Рекуррентное соотношение. Введем обозначение Sm = Sm(m1,m2, . . . ,ms) и рассмот-
рим последовательность {Sm}, m ∈ B0, композиций натурального числа m, состоящих из строго
натуральных частей m1, m2, . . . , ms, где m1 < m2 < · · · < ms, gcd(m1,m2, . . . ,ms) = 1.

Теорема 3. Последовательность чисел {Sm}, m ∈ B0, удовлетворяет рекуррентному соот-
ношению

Sm = Sm−m1 + Sm−m2 + · · · + Sm−ms (5)
с начальными условиями

S0 = 1, S1 = S2 = · · · = Sm1−1 = 0; (6)
величины Sm при m = m1, . . . ,m2 − 1 задаются соотношениями

Sm = Sm−m1 ; (7)

величины Sm при m = m2, . . . ,m3 − 1 задаются соотношениями

Sm = Sm−m1 + Sm−m2 ; . . . ; (8)

величины Sm при m = ms−1, . . . ,ms − 1 задаются соотношениями

Sm = Sm−m1 + Sm−m2 + · · ·+ Sm−ms−1 . (9)

Доказательство. Действительно, имеется только s возможностей для того, чтобы составить ком-
позицию числа m из частей m1, m2, . . . , ms. В первом случае можно сначала составить компо-
зицию числа (m − m1) при помощи чисел m1, m2, . . . , ms, а затем добавить в сумму справа
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число m1. Во втором случае можно сначала составить композицию числа (m−m2) при помощи
чисел m1, m2, . . . , ms, а затем добавить в сумму справа число m2 и т. д. В s-м случае можно сна-
чала составить композицию числа (m−ms) при помощи чисел m1, m2, . . . , ms, а затем добавить
в сумму справа число ms. Указанные возможности и образуют рекуррентное соотношение (5).

Если m = 0, то имеем условие S0 = 1, оговоренное отдельно в приведенном выше замечании.
Если же 1 � m � m1−1, то не существует ни одной композиции числа m, составленной из частей
m1, m2, . . . , ms. Таким образом, получаем начальные условия (6).

Если m1 � m � m2−1, то существует ровно столько композиций числа m, сколько существует
композиций числа m−m1. Получили соотношение (7).

Если m2 � m � m3 − 1, то можно составить композицию числа m только из частей m1 и m2.
В данном случае имеется только две возможности сделать это. В первом случае можно сначала
составить композицию числа (m − m1) при помощи чисел m1 и m2, а затем добавить в сумму
справа число m1. Во втором случае можно сначала составить композицию числа (m − m2) при
помощи чисел m1 и m2, а затем добавить в сумму справа число m2. Указанные возможности и
образуют рекуррентную формулу (8).

Рассуждая аналогично, приходим к соотношению (9), справедливому при ms−1 � m � ms − 1.
�

6. Производящая функция. Поставим в соответствие последовательности сумм {Sm}, m ∈
B, формальный степенной ряд и запишем производящую функцию для этих сумм.

Теорема 4. Производящая функция сумм {Sm}, m ∈ B0, имеет вид

f(x) =
1

1− xm1 − xm2 − · · · − xms
. (10)

Доказательство. В силу теоремы 2 последовательность сумм {Sm}, m ∈ B0, удовлетворяет ре-
куррентным соотношениям (5)–(9), где S0 = 1. Перепишем рекуррентное соотношение (5) в виде

Sm+ms = Sm+ms−m1 + Sm+ms−m2 + · · ·+ Sm.

Умножим это рекуррентное соотношение почленно на xm+ms и просуммируем по m в пределах
от нуля до бесконечности:

∞∑

m=0

Sm+msx
m+ms = xm1

∞∑

m=0

Sm+ms−m1x
m+ms−m1+

+ xm2

∞∑

m=0

Sm+ms−m2x
m+ms−m2 + · · ·+ xms

∞∑

m=0

Smxm.

Пусть

f(x) =

∞∑

m=0

Smxm;

тогда из предыдущего равенства имеем

f(x)−
ms−1∑

m=0

Smxm = xm1

(

f(x)−
ms−m1−1∑

m=0

Smxm

)

+ xm2

(

f(x)−
ms−m2−1∑

m=0

Smxm

)

+ · · ·+ xmsf(x).

Раскрывая скобки, получаем

f(x)−
ms−1∑

m=0

Smxm = xm1f(x)− xm1

ms−m1−1∑

m=0

Smxm+

+ xm2f(x)− xm2

ms−m2−1∑

m=0

Smxm + · · ·+ xmsf(x),

Перенесем слагаемые, содержащие f(x), в левую часть равенства:
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f(x)− xm1f(x)− xm2f(x)− · · · − xmsf(x) =

=

ms−1∑

m=0

Smxm − xm1

ms−m1−1∑

m=0

Smxm − xm2

ms−m2−1∑

m=0

Smxm − · · · − xms−1

ms−ms−1−1∑

m=0

Smxm.

Обозначим через y правую часть равенства и преобразуем ее отдельно, учитывая начальные
условия (6) и рекуррентные соотношения (7)–(9):

y =

⎛

⎝S0 +

m1−1∑

m=1

Smxm +

m2−1∑

m=m1

Smxm + · · ·+
ms−1∑

m=ms−1

Smxm

⎞

⎠−

− xm1

⎛

⎝
m2−m1−1∑

m=0

Smxm +

m3−m1−1∑

m=m2−m1

Smxm + · · ·+
ms−m1−1∑

m=ms−1−m1

Smxm

⎞

⎠−

− xm2

⎛

⎝
m3−m2−1∑

m=0

Smxm + · · ·+
ms−m2−1∑

m=ms−1−m2

Smxm

⎞

⎠− · · · − xms−1

ms−ms−1−1∑

m=0

Smxm =

=

⎛

⎝1 +

m1−1∑

m=1

0 · xm +

m2−1∑

m=m1

Smxm + · · ·+
ms−1∑

m=ms−1

Smxm

⎞

⎠−

−
⎛

⎝
m2−m1−1∑

m=0

Smxm+m1 +

m3−m1−1∑

m=m2−m1

Smxm+m1 + · · · +
ms−m1−1∑

m=ms−1−m1

Smxm+m1

⎞

⎠−

−
⎛

⎝
m3−m2−1∑

m=0

Smxm+m2 + · · ·+
ms−m2−1∑

m=ms−1−m2

Smxm+m2

⎞

⎠− · · · −
ms−ms−1−1∑

m=0

Smxm+ms−1 =

=

⎛

⎝1 + 0 +

m2−1∑

m=m1

Smxm +

m3−1∑

m=m2

Smxm + · · ·+
ms−1∑

m=ms−1

Smxm

⎞

⎠−

−
⎛

⎝
m2−1∑

m=m1

Sm−m1x
m +

m3−1∑

m=m2

Sm−m1x
m + · · ·+

ms−1∑

m=ms−1

Sm−m1x
m

⎞

⎠−

−
⎛

⎝
m3−1∑

m=m2

Sm−m2x
m + · · ·+

ms−1∑

m=ms−1

Sm−m2x
m

⎞

⎠− · · · −
ms−1∑

m=ms−1

Sm−ms−1x
m =

= 1 +

m2−1∑

m=m1

(Sm − Sm−m1) x
m +

m3−1∑

m=m2

(Sm − Sm−m1 − Sm−m2) x
m + · · ·+

+

ms−1∑

m=ms−1

(
Sm − Sm−m1 − Sm−m2 − · · · − Sm−ms−1

)
xm =

= 1 +

m2−1∑

m=m1

0 · xm +

m3−1∑

m=m2

0 · xm + · · ·+
ms−1∑

m=ms−1

0 · xm = 1.

Следовательно,

f(x) (1− xm1 − xm2 − · · · − xms) = 1 ⇒ f(x) =
1

1− xm1 − xm2 − · · · − xms
,

что и требовалось доказать. �
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7. Алгоритм перечисления и пересчета композиций. Используя полученные выше ре-
куррентные соотношения (5)–(9), можно составить следующий комбинаторный алгоритм для пе-
речисления и пересчета композиций натурального числа m с ограничениями на значения его
натуральных частей. Приведем пример для четырех частей, т.е. считаем, что s = 4.
1. Задаем значения натурального числа m и, в порядке возрастания, значения частей

m1,m2,m3,m4, так, чтобы gcd(m1,m2,m3,m4) = 1.
2. Находим число композиций, используя рекуррентные соотношения (5)–(9), и составляем ком-

позиции по следующему правилу:
2.1. Для m = 0 согласно замечанию, приведенному после теоремы 1, в любом случае формаль-

но считаем, что S0 = 1. Благодаря этому в дальнейшем сможем найти композиции самих
частей.

2.2. Если 1 � m � m1 − 1, то согласно начальным условиям (6) не существует ни одной
композиции числа m, составленной из частей m1,m2,m3,m4.

2.3. Если m1 � m � m2 − 1, то согласно соотношению (7) существует столько композиций
числа m, сколько существует композиций числа (m − m1) и все они состоят только из
частей вида m1. Находим их путем добавления к имеющимся композициям числа (m−m1)
справа числа m1.

2.4. Если m2 � m � m3−1, то количество композиций находим согласно рекуррентной форму-
ле (8) и составляем композицию числа m только из частей m1 и m2 следующим образом:
ко всем существующим композициям числа (m − m1) добавляем справа число m1, а ко
всем имеющимся композициям числа (m−m2) добавляем справа число m2.

2.5. Если m3 � m � m4 − 1, то количество композиций находим согласно соотношению (9) и
составляем композицию числа m только из частей m1, m2 и m3 следующим образом: ко
всем найденным композициям числа (m−m1) добавляем справа число m1, ко всем суще-
ствующим композициям числа (m−m2) добавляем справа число m2, а ко всем имеющимся
композициям числа (m−m3) добавляем справа число m3.

2.6. Начиная с m = m4 количество композиций находим согласно формуле (5) и составляем
композицию числа m уже из всех частей m1, m2, m3 и m4 следующим образом: ко всем
существующим композициям чисел (m−m1), (m−m2), (m−m3) и (m−m4) добавляем
справа соответственно числа m1, m2, m3 и m4.

3. Как только m достигает заданного значения, получаем окончательный результат.

8. Числа Фибоначчи. Рассмотрим последовательность композиций числа m, состоящих из
натуральных частей m1 = 1 и m2 = 2.
При m = 1 получаем одну композицию: m = 1.
При m = 2 получаем две композиции: m = 1 + 1 = 2.
При m = 3 получаем три композиции: m = 1 + 1 + 1 = 1 + 2 = 2 + 1.
При m = 4 получаем пять композиций: m = 1+1+1+1 = 1+1+2 = 1+2+1 = 2+1+1 = 2+2.
В итоге, учитывая, что S0 = 1, образуется последовательность

1, 1 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .

сумм вида Sm(1, 2), m ∈ B0, расположенных в сечениях треугольника Паскаля при λ1 = −1/2.
Число композиций в данном случае согласно (4) может быть вычислено по формуле

Sm = Sm(1, 2) =
m∑

i=0

(
(m+ i)/2

i

)

и удовлетворяет, исходя из (5)–(9), рекуррентному соотношению

Sm = Sm−1 + Sm−2, S0 = S1 = 1.

Заметим, что эта последовательность совпадает с последовательностью чисел Фибоначчи (см. [10,
A000045]):

Fm = Fm−1 + Fm−2, F0 = 0, F1 = 1;
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при этом Sm = Fm+1. Исходя из (10), заключаем, что производящая функция рассматриваемой
последовательности имеет вид

f(x) =
1

1− x− x2
.

9. Числа Трибоначчи. Рассмотрим последовательность композиций числа m, состоящих из
натуральных частей m1 = 1, m2 = 2 и m3 = 3.
При m = 1 получаем одну композицию: m = 1.
При m = 2 получаем две композиции: m = 1 + 1 = 2.
При m = 3 получаем четыре композиции: m = 1 + 1 + 1 = 1 + 2 = 2 + 1 = 3.
При m = 4 получаем семь композиций: m = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 =

2 + 2 = 1 + 3 = 3 + 1.
В итоге, учитывая, что S0 = 1, получаем последовательность

1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, . . .

сумм вида Sm(1, 2, 3), m ∈ B0, плоских сечений пирамиды Паскаля при λ1 = −2/3, λ2 = −1/3.
Число композиций в данном случае может быть вычислено по формуле

Sm = Sm(1, 2, 3) =

m∑

i1=0

[m/2−i1]∑

i2=0

(
(m+ 2i1 + i2)/3

i1, i2

)

и удовлетворяет рекуррентному соотношению

Sm = Sm−1 + Sm−2 + Sm−3, S0 = S1 = 1, S2 = 2.

Заметим, что полученная последовательность композиций числа m совпадает с последователь-
ностью чисел Трибоначчи (см. [10, A000073]), определяемой при помощи рекуррентного соотно-
шения

am = am−1 + am−2 + am−3, a0 = a1 = 0, a2 = 1;

при этом Sm = am+2. Производящая функция рассматриваемой последовательности имеет вид

f(x) =
1

1− x− x2 − x3
.

10. Числа Тетраначчи. Рассмотрим последовательность композиций числа m, состоящих из
натуральных частей m1 = 1, m2 = 2, m3 = 3, m4 = 4.
При m = 1 получаем одну композицию: m = 1.
При m = 2 получаем две композиции: m = 1 + 1 = 2.
При m = 3 получаем четыре композиции: m = 1 + 1 + 1 = 1 + 2 = 2 + 1 = 3.
При m = 4 получаем восемь композиций: m = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 =

2 + 2 = 1 + 3 = 3 + 1 = 4.
В итоге, учитывая, что S0 = 1, получаем последовательность

1, 1, 2, 4, 8, 15, 29, 56, 108, 208, 401, 773, . . .

сумм вида Sm(1, 2, 3, 4), m ∈ B0, гиперплоских сечений четырехмерной гиперпирамиды Паскаля
при λ1 = −3/4, λ2 = −1/2, λ3 = −1/4. Число композиций в данном случае может быть вычислено
по формуле

Sm = Sm(1, 2, 3, 4) =

m∑

i1=0

[m/2−i1]∑

i2=0

[m/3−i1−i2]∑

i3=0

(
(m+ 3i1 + 2i2 + i3)/4

i1, i2, i3

)

и удовлетворяет рекуррентному соотношению

Sm = Sm−1 + Sm−2 + Sm−3 + Sm−4, S0 = S1 = 1, S2 = 2, S3 = 4.

Заметим, что полученная последовательность композиций числа m совпадает с последователь-
ностью чисел Тетраначчи (см. [10, A000078]), определяемой при помощи рекуррентного соотно-
шения

am = am−1 + am−2 + am−3 + am−4, a0 = a1 = a2 = 0, a3 = 1;
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при этом Sm = am+3. Производящая функция рассматриваемой последовательности имеет вид

f(x) =
1

1− x− x2 − x3 − x4
.

11. Числа Пентаначчи, числа k-наччи. В результате пересчета композиций натурального
числа m, состоящих из натуральных частей m1 = 1, m2 = 2, m3 = 3, m4 = 4 и m5 = 5 получаем
последовательность

1, 1, 2, 4, 8, 16, 31, 61, 120, 236, 464, 912, . . . ,

которая образуется на гиперплоских сечениях пятимерной гиперпирамиды Паскаля при λ1 =
−4/5, λ2 = −3/5, λ3 = −2/5, λ4 = −1/5. Число композиций в данном случае может быть вычис-
лено по формуле

Sm = Sm(1, 2, 3, 4, 5) =
m∑

i1=0

[m/2−i1]∑

i2=0

[m/3−i1−i2]∑

i3=0

[m/4−i1−i2−i3]∑

i4=0

(
(m+ 4i1 + 3i2 + 2i3 + i4)/5

i1, i2, i3, i4

)

и удовлетворяет рекуррентному соотношению

Sm = Sm−1 + Sm−2 + Sm−3 + Sm−4 + Sm−5, S0 = S1 = 1, S2 = 2, S3 = 4, S4 = 8.

Заметим, что полученная последовательность композиций числа m совпадает с последователь-
ностью чисел Пентаначчи (см. [10, A001591]), определяемой при помощи рекуррентного соотно-
шения

am = am−1 + am−2 + am−3 + am−4 + am−5, a0 = a1 = a2 = a3 = 0, a4 = 1;

при этом Sm = am+4. Производящая функция рассматриваемой последовательности имеет вид

f(x) =
1

1− x− x2 − x3 − x4 − x5
.

В общем случае числа k-наччи получаются в результате пересчета композиций натурального
числа m, состоящих из натуральных частей m1 = 1, m2 = 2, . . . , mk = k, которые образуются на
гиперплоских сечениях k-мерной гиперпирамиды Паскаля при λ1 = −(k− 1)/k, λ2 = −(k− 2)/k,
. . . , λk−1 = −1/k. Число композиций в данном случае может быть вычислено по формуле

Sm = Sm(1, 2, . . . , k) =

m∑

i1=0

[m/2−i1]∑

i2=0

. . .

[m/k−1−i1−i2−···−ik−2]∑

ik−1=0
(
(m+ (k − 1)i1 + (k − 2)i2 + · · ·+ ik−1)/k

i1, i2, . . . , ik−1

)

и удовлетворяет рекуррентному соотношению

Sm = Sm−1 + Sm−2 + · · ·+ Sm−k,

S0 = S1 = 1, S2 = S0 + S1, . . . , Sk−1 = S0 + S1 + · · ·+ Sk−2.

Производящая функция последовательности чисел k-наччи имеет вид

f(x) =
1

1− x− x2 − · · · − xk
.

12. Заключение. В работе рассмотрены композиции натурального числа m, состоящие из
произвольных частей m1, m2, . . . , ms, где для определенности m1 < m2 < · · · < ms и
gcd(m1,m2, . . . ,ms) = 1. Выявлена взаимосвязь между количеством композиций числа m и со-
ответствующей ему суммой элементов m-го гиперплоского сечений иерархической комбинатор-
ной конфигурации, называемой гиперпирамидой Паскаля. Доказано рекуррентное соотношение,
на основе которого построен комбинаторный алгоритм перечисления и пересчета композиций и
найдена формальная производящая функция числа композиций. В частных случаях приведены
примеры таких известных комбинаторных числел, как числа Фибоначчи, Трибоначчи, Тетранач-
чи, Пентаначчи и k-наччи, которые получаются при подсчете числа композиций из различных
частей.
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Полученные в данной работе соотношения позволяют совершенствовать известные алгоритмы
перечисления композиций (см. [1, 2]) или строить новые, вычислять длины и количество ком-
позиций чисел фиксированной длины, а также вычислять количество композиций, и находить
соотвествующие коэффициенты производящих функций в явном виде через суммы элементов
гиперплоских сечений гиперпирамиды Паскаля.
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