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УСЛОВИЕ СЕКУЛЯРНОСТИ

КИНЕТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ БРОДУЭЛЛА

c© 2025 г. С. А. ДУХНОВСКИЙ

Аннотация. В работе исследуется кинетическая система уравнений Бродуэлла четырех групп
частиц с периодическими начальными данными в весовом пространстве. Решение ищется в
окрестности состояния равновесия. Возмущение разложено в ряд Фурье. Найдены условия ло-
кального равновесия для решений задачи Коши.

Ключевые слова: кинетическая система Бродуэлла, ряд Фурье, весовое пространство, задача
Коши.

SECULARITY CONDITION

FOR THE BROADWELL KINETIC SYSTEM

c© 2025 S. A. DUKHNOVSKY

Abstract. In this paper, we study the Broadwell kinetic system for four groups of particles with
periodic initial data in a weight space. The solution is sought in a neighborhood of the equilibrium
state. The perturbation is expanded in a Fourier series. Conditions for local equilibria for solutions of
the Cauchy problem are found.

Keywords and phrases: Broadwell kinetic system, Fourier series, weighted space, Cauchy problem.
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1. Введение. В этой статье мы продолжим исследование стабилизации (асимптотической
устойчивости) решений нелинейных гиперболических уравнений в частных производных на при-
мере так называемых дискретных моделей кинетического уравнения Больцмана, а именно, ис-
следованием стабилизации решений задачи Коши для двумерного системы Бродуэлла (см. [4,7]):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tn1 + ∂xn1 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn2 − ∂xn2 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn3 + ∂yn3 =
1

ε
(n1n2 − n3n4),

∂tn4 − ∂yn4 =
1

ε
(n1n2 − n3n4),

(1)

n1b
∣
∣
t=0

= n0
1, n2

∣
∣
t=0

= n0
2, n3

∣
∣
t=0

= n0
3, n4

∣
∣
t=0

= n0
4. (2)

Система (1)–(2) является кинетическим уравнением Больцмана модельного двумерного газа ча-
стиц движущихся на двумерной плоскости, скорости которых((1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)) будем
предполагать направленными вдоль координатных осей. Здесь u = n1(x, y, t), v = n2(x, y, t),
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w = n3(x, y, t), z = n4(x, y, t)—плотность частиц (число частиц на единицу площади) соответ-
ствующих четырех групп. Все частицы распределены по четырем группам со скоростями (1, 0),
(−1, 0), (0, 1), (0,−1). Первая группа частиц, взаимодействуя со второй, переходит в третью и
четвертую соответственно. Аналогично, третья группа, взаимодействуя со четвертой, переходит
в первую и вторую. Предполагаем, что периодические начальные данные являются периодиче-
скими.

Исследованию кинетических уравнений посвящено множество работ. В недавних работах с
помощью разложения Пенлеве были найдены решения кинетических систем (см. [5,7,9,12]), раз-
работаны различные аналитические методы (см. [6, 10]). Библиографические ссылки на работы
по изучению стабилизации решения приведены в [1,2,8]. В данной работе будут найдены условия
секулярности для системы (1) на основе техники, представленной в [11].

2. Малые возмущения. Рассмотрим задачу Коши (1) для малых возмущений состояния рав-
новесия weze = ueve. Положим

n1 = ue + ε2u1/2e û, n2 = ve + ε2v1/2e v̂, n3 = we + ε2w1/2
e ŵ, n4 = ze + ε2z1/2e ẑ.

Рассмотрим периодические возмущения равновесного состояния с ограниченной энергией

û =
∑

k,l∈Z
uk,le

ikxeily, v̂ =
∑

k,l∈Z
vk,le

ikxeily,

ŵ =
∑

k,l∈Z
wk,le

ikxeily, ẑ =
∑

k,l∈Z
zk,le

ikxeily.

Введем весовые пространства L2,γ(R+;Hσ), Hσ:

‖û‖2L2,γ (R+;Hσ)
=

∞∫

0

e2γt|u0(t)|2 dt+
∞∫

0

e2γt
∑

k∈Z0

|k|2σ |uk(t)|2 dt,

|||û|t=0|||2Hσ
= |u00|2 +

∑

k∈Z0

|k|2σ |u0k|2,

где γ > 0, σ = const. Система примет следующий вид:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tû+ ∂xû− 1

ε
v1/2e

(
w1/2
e ẑ + z1/2e ŵ − u1/2e v̂ − v1/2e û

)
= v1/2e ε

(
ŵẑ − ûv̂

)
,

∂tv̂ − ∂xv̂ − 1

ε
u1/2e

(
w1/2
e ẑ + z1/2e ŵ − u1/2e v̂ − v1/2e û

)
= u1/2e ε

(
ŵẑ − ûv̂

)
,

∂tŵ + ∂yŵ +
1

ε
z1/2e

(
w1/2
e ẑ + z1/2e ŵ − u1/2e v̂ − v1/2e û

)
= −z1/2e ε

(
ŵẑ − ûv̂

)
,

∂tẑ − ∂y ẑ +
1

ε
w1/2
e

(
w1/2
e ẑ + z1/2e ŵ − u1/2e v̂ − v1/2e û

)
= −w1/2

e ε
(
ŵẑ − ûv̂

)
,

(3)

û
∣
∣
t=0

= û0, v̂
∣
∣
t=0

= v̂0, ŵ
∣
∣
t=0

= ŵ0, ẑ
∣
∣
t=0

= ẑ0. (4)

Отсюда вытекают законы сохранения

u1/2e (∂tû+ ∂xû) = v1/2e (∂tv̂ − ∂xv̂), w1/2
e (∂tŵ + ∂yŵ) = z1/2e (∂tẑ − ∂y ẑ).

В образах Фурье

uk,l =

(

u0k,l −
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ikt +
v
1/2
e

u
1/2
e

vk,l − 2ik
v
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eik(s−t)vk,lds,

wk,l =

(

w0
k,l −

z
1/2
e

w
1/2
e

z0k,l

)

e−ilt +
z
1/2
e

w
1/2
e

zk,l − 2il
z
1/2
e

w
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)zk,lds.
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Из соотношений
d

dt
vk,l − ikvk,l − 1

ε
u1/2e

(
w1/2
e zk,l + z1/2e wk,l − u1/2e vk,l − v1/2e uk,l

)
= u1/2e ε

(
ŵẑ − ûv̂

)

k,l
,

d

dt
zk,l − ilzk,l +

1

ε
w1/2
e

(
w1/2
e zk,l + z1/2e wk,l − u1/2e vk,l − v1/2e uk,l

)
= −w1/2

e ε
(
ŵẑ − ûv̂

)

k,l

получим еще один закон сохранения:

d

dt
zk,l − ilzk,l = −w

1/2
e

u
1/2
e

(
d

dt
vk,l − ikvk,l

)

,

или

zk,l = z0k,le
ilt − eilt

t∫

0

e−ilsw
1/2
e

u
1/2
e

(
d

ds
vk,l − ikvk,l

)

ds =

=

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

eilt − w
1/2
e

u
1/2
e

vk,l + i(k − l)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds.

Отсюда

wk,l = − z
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ilt + i(k − l)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds+

+ 2il
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)vk,lds− 2ili(k − l)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)

s∫

0

e−il(p−s)vk,l(p) dp ds =

= − z
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ilt + i(k + l)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)vk,lds.

3. Сведение к одному уравнению. Имеем следующую замену перехода к одному уравне-
нию:

uk,l =
v
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

u0k,l −
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ikt − 2ik
v
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eik(s−t)vk,lds,

wk,l = − z
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ilt + i(k + l)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)vk,lds,

zk,l = −w
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

eilt + i(k − l)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds.

(5)

Для k = 0, l = 0 имеем

u0,0 =
v
1/2
e

u
1/2
e

v0,0 +

(

u00,0 −
v
1/2
e

u
1/2
e

v00,0

)

,

w0,0 = − z
1/2
e

u
1/2
e

v0,0 +

(

w0
0,0 +

z
1/2
e

u
1/2
e

v00,0

)

,

z0,0 = −w
1/2
e

u
1/2
e

v0,0 +

(

z00,0 +
w

1/2
e

u
1/2
e

v00,0

)

.
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Потребуем, чтобы
u00,0 = w0

0,0 = z00,0 = 0.

Тогда

u0,0 =
v
1/2
e

u
1/2
e

v0,0, w0,0 = − z
1/2
e

u
1/2
e

v0,0, z0,0 = −w
1/2
e

u
1/2
e

v0,0.

Теперь заметим, что

u1/2e

(
w1/2
e zk,l + z1/2e wk,l − u1/2e vk,l − v1/2e uk,l

)
=

= −
(

ue + ve + u1/2e z1/2e

z
1/2
e

u
1/2
e

+ u1/2e w1/2
e

w
1/2
e

u
1/2
e

)

vk,l + u1/2e w1/2
e

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

eilt+

+ u1/2e z1/2e

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ilt − v1/2e

(
u1/2e u0k,l − v1/2e v0k,l

)
e−ikt+

+ i(k + l)u1/2e z1/2e

z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)vk,lds+ 2ikve

t∫

0

eik(s−t)vk,lds+

+ i(k − l)u1/2e w1/2
e

w
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds.

Положим Le = ue + ve + we + ze > 0. Отсюда

d

dt
vk,l − ikvk,l +

1

ε
Levk,l−

− 1

ε

⎛

⎝i(k + l)ze

t∫

0

eil(s−t)vk,lds+ 2ikve

t∫

0

eik(s−t)vk,lds + i(k − l)we

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds

⎞

⎠ =

=
1

ε

(

u1/2e w1/2
e

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

))

eilt +
1

ε

(

u1/2e z1/2e

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

))

e−ilt+

+
1

ε

(
−v1/2e

(
u1/2e u0k,l − v1/2e v0k,l

))
e−ikt + u1/2e ε

(
ŵẑ − ûv̂

)

k,l
. (6)

4. Комплексификация. Перепишем систему (6) в виде

d

dt
vk,l − ikvk,l +

1

ε
Levk,l−

− 1

ε

⎛

⎝i(k + l)ze

t∫

0

eil(s−t)vk,lds+ 2ikve

t∫

0

eik(s−t)vk,lds + i(k − l)we

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds

⎞

⎠ =

=
1

ε

(

u1/2e w1/2
e

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

))

eilt +
1

ε

(

u1/2e z1/2e

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

))

e−ilt+

+
1

ε

(
−v1/2e

(
u1/2e u0k,l − v1/2e v0k,l

))
e−ikt + u1/2e ε

1

2

(
ŵẑ + ẑŵ − ûv̂ − v̂û

)

k,l
. (7)

Отсюда

d

dt
vk,l − ikvk,l +

1

ε
Levk,l−

− 1

ε

⎛

⎝i(k + l)ze

t∫

0

eil(s−t)vk,lds+ 2ikve

t∫

0

eikc(s−t)vk,lds+ i(k − l)we

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds

⎞

⎠ =
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=
1

ε
u1/2e D+

l e
ilt +

1

ε
u1/2e D−

l e
−ilt +

1

ε
u1/2e D−

k e
−ikt +

1

2
εu1/2e T add

k,l (v)+

+
1

2
εu1/2e

(
Lk,l(v) +Bk,l(v, v)

)
, (8)

vk
∣
∣
t=0

= v0k, (9)

где

D+
l = w1/2

e

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

+
1

2
ε2

∑

k1+k2=k,
l1+l2=l,

k1,k2,l1,l2 �=0

(

z0k2,l2 +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

)(

w0
k1,l1

+
z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)

,

D−
l = z1/2e

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

+
1

2
ε2

∑

k1+k2=k,
l1+l2=l,

k1,k2,l1,l2 �=0

(

w0
k1,l1 +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)(

z0k2,l2 +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

)

,

D−
k = −v1/2e

(

u0k,l −
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

,

Lk,l(v) =
∑

k1+k2=k,
l1+l2=l,
k1,k2 �=0

[

− z
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1

(

z0k2,l2+
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

)

e−il2t −
(

w0
k1,l1+

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)

e−il1tw
1/2
e

u
1/2
e

vk2,l2−

−
(

w0
k1,l1 +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)

e−il1ti(k2 − l2)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil2(s−t)vk2,l2ds−

+ i(k1 + l1)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil1(s−t)vk1,l1ds

(

z0k2,l2 +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

)

e−il2t−

− w
1/2
e

u
1/2
e

vk2,l2

(

w0
k1,l1

+
z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)

eil1t −
(

z0k2,l2 +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

)

eil2t
z
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1−

−
(

z0k2,l2 +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

)

eil2ti(k1 + l1)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il1(s−t)vk1,l1ds+

+ i(k2 − l2)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il2(s−t)vk2,l2ds

(

w0
k1,l1

+
z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)

eil1t−

−
(

u0k1,l1 −
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)

e−ik1tvk2,l2 − vk2,l2

(

u0k1,l1 −
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)

eik1t

]

,

Bk,l(v, v) =
∑

k1+k2=k,
l1+l2=l,
k1,k2 �=0

⎡

⎢
⎣
z
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1
w

1/2
e

u
1/2
e

vk2,l2 −
z
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1 i(k2 − l2)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il2(s−t)vk2,l2ds−

− i(k1 − l1)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il1(s+t)vk1,l1ds
w

1/2
e

u
1/2
e

vk2,l2−
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+ i(k1 − l1)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il1(s+t)vk1,l1ds i(k2 − l2)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il2(s−t)vk2,l2ds+

+
w

1/2
e

u
1/2
e

vk2,l2
z
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1 −
w

1/2
e

u
1/2
e

vk2,l2 i(k1 − l1)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il1(s+t)vk1,l1ds−

− i(k2 − l2)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il2(s−t)vk2,l2ds
z
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1−

+ i(k2 − l2)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il2(s−t)vk2,l2ds i(k1 − l1)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il1(s+t)vk1,l1ds−

−
⎛

⎝
v
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1 − 2ik1
v
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eik1(s−t)vk1,l1ds

⎞

⎠ vk2,l2−

−vk2,l2

⎛

⎜
⎝

v
1/2
e

u
1/2
e

vk1,l1 − 2ik1
v
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eik1(s−t)vk1,l1ds

⎞

⎟
⎠

⎤

⎥
⎦ ,

T add
k,l (v) = − z

1/2
e

u
1/2
e

v0,0

⎛

⎝−w
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ilt − i(k − l)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)vk,lds

⎞

⎠+

+

⎛

⎝− z
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ilt + i(k + l)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eil(s−t)vk,lds

⎞

⎠

(

−w
1/2
e

u
1/2
e

v0,0

)

−

− w
1/2
e

u
1/2
e

v0,0

⎛

⎝− z
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

w0
k,l +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

eilt − i(k + l)
z
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds

⎞

⎠+

+

⎛

⎝−w
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

z0k,l +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

eilt + i(k − l)
w

1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−il(s−t)vk,lds

⎞

⎠

(

− z
1/2
e

u
1/2
e

v0,0

)

−

− v
1/2
e

u
1/2
e

v0,0vk,l −
⎛

⎝
v
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

u0k,l −
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

e−ikct − 2ik
v
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

eikc(s−t)vk,lds

⎞

⎠ v0,0−

− v0,0

⎛

⎝
v
1/2
e

u
1/2
e

vk,l +

(

u0k,l −
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l

)

eikt + 2ik
v
1/2
e

u
1/2
e

t∫

0

e−ik(s−t)vk,lds

⎞

⎠− vk,l
v
1/2
e

u
1/2
e

v0,0.

5. Сведение к однородным данным задачи Коши. Выполним замену

vk,l = v0k,l exp

(

t

(

ik − 1

ε
Le

))

+ yk,l(t).

Тогда
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d

dt
yk,l − ikyk,l +

1

ε
Leyk,l−

− 1

ε

⎛

⎝i(k + l)ze

t∫

0

eil(s−t)yk,lds+ 2ikve

t∫

0

eik(s−t)yk,lds+ i(k − l)we

t∫

0

e−il(s−t)yk,lds

⎞

⎠ =

=
1

ε
u1/2e D+

l e
ilt +

1

ε
u1/2e D−

l e
−ilt +

1

ε
u1/2e D−

k e
−ikt + e−

1
ε
Let

(
1

2
εu1/2e

(
fL
k,l(t) + fB

k,l(t)
)
+ f int

k,l

)

+

+
1

2
εu1/2e T add

k,l (y) +
1

2
εu1/2e

(
Lk,l(y) +Bk,l(y, y)

)
, (10)

yk,l
∣
∣
t=0

= 0.

Здесь

Lk,l(y) = Lk,l(y) +Bk,l

(

v0 exp

(

t

(

ik − 1

ε
Le

))

, y

)

+Bk,l

(

y, v0 exp

(

t

(

ik − 1

ε
Le

)))

,

f int
k,l =

1

ε

(

v0k,lze
i(k + l)

i(k + l)− 1
εLe

+ v0k,lve
2ik

2ik − 1
εLe

+ v0k,lwe
i(k − l)

i(k − l)− 1
εLe

)

eikt,

1

ε
u1/2e D−

l =
1

ε
u1/2e z1/2e

(

w0
k,l −

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l
1
εLe

i(k + l)− 1
εLe

)

+

+
1

2
εu1/2e

∑

k1+k2=k,
l1+l2=l,

k1,k2,l1,l2 �=0

(

z0k2,l2 −
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2
1
εLe

i(k2 − l2)− 1
εLe

)(

w0
k1,l1 −

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1
1
εLe

i(k1 + l1)− 1
εLe

)

,

1

ε
u1/2e D+

l =
1

ε
u1/2e w1/2

e

(

z0k,l −
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k,l
1
εLe

i(k − l)− 1
εLe

)

+

+
1

2
εu1/2e

∑

k1+k2=k,
l1+l2=l,

k1,k2,l1,l2 �=0

(

z0k2,l2 −
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2
1
εLe

i(k2 − l2)− 1
εLe

)(

w0
k1,l1

− z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1
1
εLe

i(k1 + l1)− 1
εLe

)

,

1

ε
u1/2e D−

k = −1

ε
u1/2e v1/2e

(

u0k,l +
v
1/2
e

u
1/2
e

v0k,l
1
εLe

2ik − 1
εLe

)

.

Фурье-решением задачи Коши для системы (1) будем называть систему абсолютно непрерывных
коэффициентов Фурье Uk = (uk, vk, wk, zk), k ∈ Z, удовлетворяющих (5), (6) для почти всех
t ∈ R+.

6. Ликвидация секулярных членов. Перейдем к конечномерной аппроксимации:

Tk,l(y
(m)) =

d

dt
y
(m)
k,l − iky

(m)
k,l +

1

ε
Ley

(m)
k,l −

− 1

ε

(

i(k + l)ze

t∫

0

eil(s−t)y
(m)
k,l ds+ 2ikve

t∫

0

eik(s−t)y
(m)
k,l ds + i(k − l)we

t∫

0

e−il(s−t)y
(m)
k,l ds

)

=

=
1

ε
u1/2e D+

l,meilt +
1

ε
u1/2e D−

l,me−ilt +
1

ε
u1/2e D−

k,me−ikt+
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+ e−
1
ε
Let

(
1

2
εu1/2e

(
f
(m)
k,l,L(t) + f

(m)
k,l,B(t)

)
+ f

(m)
k,l,int

)

+
1

2
εu1/2e T add

k,l (y(m))+

+
1

2
εu1/2e

(
L(m)
k,l (y

(m)) +B
(m)
k,l (y(m), y(m))

)
, (11)

y
(m)
k,l

∣
∣
∣
t=0

= 0. (12)

Положим

yk,l(t) = Qk,−lT
−1
k,l (e

−ilt) +Qk,lT
−1
k,l (e

ilt) +Q−k,lT
−1
k,l (e

−ikt) + T−1
k,l (zk,l), k, l ∈ Z0.

Если подставить это выражение в Lk,l(y), Bk,l(y, y) и сделать соответствующие преобразования,
выделяющие секулярные члены, то можно найти секулярное уравнение. Выделим в данных ин-
тегралах неинтегрируемые в R+ члены, используя наш оператор:

i(k + l)

t∫

0

eil(s−t)Qk,−lT
−1
k,l (e

−ils)ds =

= − ε

ze
Qk,−le

−ilt +
ε

ze

(
d

dt
Qk,−lT

−1
k,l (e

−ilt)− ikQk,−lT
−1
k,l (e

−ilt) +
1

ε
LeQk,−lT

−1
k,l (e

−ilt)

)

−

− 1

ze

⎛

⎝2ikve

t∫

0

eik(s−t)Qk,−lT
−1
k,l (e

−ils)ds+ i(k − l)we

t∫

0

e−il(s−t)Qk,−lT
−1
k,l (e

−ils)ds

⎞

⎠ .

Аналогично получается для остальных интегралов. Суммируя, получим редукцию задачи Ко-
ши (11)–(12) к интегральному уравнению в гильбертовом пространстве L2,γ(R+):

z
(m)
k,l +Qk,l e

ilt +Qk,−l e
−ilt +Q−k,l e

−ikt =

=
1

2
εu1/2e

(
Sk,−l(Qk,−l, Qk,l)e

−ilt + Sk,l(Qk,−l, Qk,l)e
ilt
)
+

1

ε
u1/2e D+

l,meilt +
1

ε
u1/2e D−

l,me−ilt+

+
1

ε
u1/2e D−

k,me
−ikt + e−

1
ε
Let

(
1

2
εu1/2e (F

(m)
k,l,L(t) + F

(m)
k,l,B(t)) + f

(m)
k,l,int

)

+

+
1

2
εu1/2e

(

H
(m)
k,l,L(t) +H

(m)
k,l,B(t) + U (m)

k,l

(
T−1
k,l (z

(m))
)
+B

(m)
k,l

(
T−1
k,l (z

(m)), T−1
k,l (z

(m))
)
+

+Bk,l

(
Qk,−lT

−1
k,l (e

−ilt) +Qk,lT
−1
k,l (e

ilt) +Q−k,lT
−1
k,l (e

−ikt), T−1
k,l (z

(m)
k,l )

)
+

+Bk,l

(
T−1
k,l (z

(m)
k,l ), Qk,−lT

−1
k,l (e

−ilt) +Qk,lT
−1
k,l (e

ilt) +Q−k,lT
−1
k,l (e

−ikt)
)
)

, (13)

где
F

(m)
k,l,L(t) + F

(m)
k,l,B(t) = F

(m)
k,l,L,2(t) + F

(m)
k,l,B,2(t) + F

(m)
k,l,L,1(t) + F

(m)
k,l,B,1(t),

U (m)
k,l (T−1

k,l (z
(m))) =

= L(m)
k,l (T

−1
k,l (z

(m))) +B
(m)
k,l

(
v0et(ik−

1
ε
Le), T−1

k,l (z
(m))

)
+B

(m)
k,l

(
T−1
k,l (z

(m)), v0et(ik−
1
ε
Le)
)
.

Чтобы свести задачу Коши (11) к интегральному уравнению в гильбертовом пространстве
L2,γ(R+), мы должны аннулировать секулярные члены, потребовав, чтобы

Qk,l e
ilt +Qk,−l e

−ilt +Q−k,l e
−ikt =

1

2
εu1/2e

(
Sk,−l(Qk,−l, Qk,l)e

−ilt+

+ Sk,l(Qk,−l, Qk,l)e
ilt
)
+

1

ε
u1/2e D+

l,meilt +
1

ε
u1/2e D−

l,me−ilt +
1

ε
u1/2e D−

k,me−ikt. (14)

Тогда окончательно получим
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z
(m)
k,l = e−

1
ε
Let

(
1

2
εu1/2e

(
F

(m)
k,l,L(t) + F

(m)
k,l,B(t)

)
+ f

(m)
k,l,int

)

+

+
1

2
εu1/2e

(

H
(m)
k,l,L(t) +H

(m)
k,l,B(t) + U (m)

k,l

(
T−1
k,l (z

(m))
)
+B

(m)
k,l

(
T−1
k,l (z

(m)), T−1
k,l (z

(m))
)
+

+Bk,l

(
Qk,−lT

−1
k,l (e

−ilt) +Qk,lT
−1
k,l (e

ilt) +Q−k,lT
−1
k,l (e

−ikt), T−1
k,l (z

(m)
k,l )

)
+

+Bk,l

(
T−1
k,l (z

(m)
k,l ), Qk,−lT

−1
k,l (e

−ilt) +Qk,lT
−1
k,l (e

ilt) +Q−k,lT
−1
k,l (e

−ikt)
)
)

. (15)

Условие на секулярные члены можно переписать как алгебраическую систему для Qk,l, Qk,−l,
Q−k,l:

Qk,l =
1

ε
u1/2e D+

l,m +
1

2
εu1/2e Sk,l(Qk,−l, Qk,l),

Qk,−l =
1

ε
u1/2e D−

l,m +
1

2
εu1/2e Sk,−l(Qk,−l, Qk,l),

Q−k,l =
1

ε
u1/2e D−

k,m, |k| = 1, . . . ,m,

(16)

где

Sk,−l

(
Qk,−l, Qk,l

)
e−ilt + Sk,l

(
Qk,−l, Qk,l

)
eilt =

=
∑

k1+k2=k,
l1+l2=l,

|k1|,|k2|,|l1|,|l2|=1,...,m

{
ε

ze

ε

we

z
1/2
e

u
1/2
e

w
1/2
e

u
1/2
e

(
Qk1,−l1Qk2,l2e

−ilt +Qk2,l2Qk1,−l1e
ilt
)
+

+

(
z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1i(k1 + l1)

i(k1 + l1)− 1
εLe

w
1/2
e

u
1/2
e

ε

we
Qk2,l2 +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2i(k2 − l2)

i(k2 − l2) +
1
εLe

w
1/2
e

u
1/2
e

ε

ze
Qk1,−l1

)

e−ilt+

+

(
z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1i(k1 + l1)

i(k1 + l1) +
1
εLe

w
1/2
e

u
1/2
e

ε

we
Qk2,l2 +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2i(k2 − l2)

i(k2 − l2) +
1
εLe

w
1/2
e

u
1/2
e

ε

we
Qk1,−l1

)

eilt−

−
((

w0
k1,l1 +

z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)
w

1/2
e

u
1/2
e

ε

we
Qk2,l2 +

z
1/2
e

u
1/2
e

(

z0k2,l2 +
w

1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

)
ε

ze
Qk1,−l1

)

e−ilt−

−
(
(
z0k2,l2 +

w
1/2
e

u
1/2
e

v0k2,l2

) ε

ze
Qk1,−l1

z
1/2
e

u
1/2
e

+

(

w0
k1,l1

+
z
1/2
e

u
1/2
e

v0k1,l1

)
w

1/2
e

u
1/2
e

ε

we
Qk2,l2

)

eilt

}

.

7. Заключение. Рассмотрена двумерная дискретная кинетическая система Бродуэлла. Дан-
ная система сводится к нелинейному уравнению в весовом пространстве, при условии что вы-
полнены условия секулярности. Данные условия позволяют исследовать нелинейное уравнение и
доказать в дальнейшем экспоненциальную устойчивость к состоянию равновесия.
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