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рассматриваемых задач являются системы дифференциальных уравнений с периодическими ко-
эффициентами. Представлен строгий аналитический подход к изучению этой проблемы, который
позволяет эффективно и корректно строить алгоритмы стабилизации. Метод основан на приво-
димости нестационарных систем, описывающих указанные задачи, к стационарным системам.
Предложены решения ряда задач стабилизации стационарных движений спутника при помощи
магнитных систем. Представлены результаты математического моделирования предложенных ал-
горитмов, подтверждающие эффективность разработанной методики. Настоящая статья являет-
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Глава 2

АНАЛИЗ И СИНТЕЗ ПРИВОДИМЫХ ЛИНЕЙНЫХ
НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

В этой главе кратко изложены подходы к решению задач управления и оценивания линейных
нестационарных систем (ЛНС) определенного класса, приводимых к стационарным системам.
Более подробно эта теория изложена в [7].

В разделе 2.1 формулируются основные понятия линейной теории управления.
В разделе 2.2 рассмотрен класс ЛНС, содержащих управления и измерения, которые допускают

приведение к стационарным системам большего порядка, чем исходная система.
В разделе 2.3 рассматриваются алгоритмы управления и оценивания для приводимых неста-

ционарных систем.
В разделе 2.4 приведены методические примеры, иллюстрирующие представленные теорети-

ческие результаты.

2.1. Основные понятия линейной теории управления

Рассматривается динамическая система, поведение которой описывается системой обыкновен-
ных линейных дифференциальных уравнений

dx

dt
= A(t)x+B(t)u, σ = C(t)x. (2.1.1)

Здесь x(t)— n-мерный вектор состояния линейной системы; u(t)— r-мерный вектор входных пе-
ременных (управляющих воздействий или возмущений); σ(t)— -мерный вектор наблюдаемых пе-
ременных системы (или измерений); A(t), B(t), C(t)—известные матрицы с действительными
кусочно-непрерывными элементами размерности (n× n), (n× r), (l × n) соответственно.

Задачи оценивания и управления, часто возникающие на практике, можно сформулировать
следующим образом.

Задача оценивания. По измерениям величин σ(τ) и u(τ) на отрезке τ ∈ [t0, t] определить к мо-
менту времени t вектор состояния системы (2.1.1).

Задача управления. Пусть заданы начальное x(t0) и конечное x(t) состояния системы (2.1.1).
Требуется сформировать такое управление u(τ), t0 � τ � t, которое переводило бы систему из
состояния x(t0) в состояние x(t).

Одной из задач управления является задача стабилизации, т. е. построение управления в виде
обратной связи по состоянию, которое обеспечит асимптотическую устойчивость нулевого реше-
ния системы, замкнутой этим управлением.

Совместная задача оценивания и управления.
По измерениям величины σ(τ), на отрезке τ ∈ [t0, t] сформировать такое управление u(τ)

(t0 � τ � t), которое переводило бы систему из начального состояния x(t0) в некоторое заданное
состояние x(t).
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Очевидно, что приступать к решению указанных задач разумно лишь в случае, когда установ-
лено, что они разрешимы. Разрешимость этих задач математически формализуется при помощи
понятий наблюдаемости и управляемости, введенных Р. Е. Калманом [10,11, 54].

2.1.1. Наблюдаемость. По известному вектору измерений σ(t), t ∈ [t0, t1] требуется опреде-
лить вектор состояния, считая функцию u(t) известной на интервале [t0, t1].

Определение 2.1. Система (2.1.1) называется наблюдаемой в момент времени t, если суще-
ствует конечный момент t0 < t такой, что можно определить состояние системы x(t) по вектору
измерений σ(τ) при τ ∈ [t0, t].

Система
C(t)x(t) = σ(t)

представляет собой систему l уравнений с n неизвестными. В большинстве практических случаев
количество измерений меньше размерности вектора состояния, поэтому l < n,

Знание вектора σ(t) в фиксированный момент времени t не дает достаточной информации для
восстановления вектора состояния x. Для решения поставленной задачи следует учитывать всю
имеющуюся информацию σ(τ) о векторе x(τ) на отрезке времени τ ∈ [t0, t].

Далее при исследовании наблюдаемости рассматривается система
dx

dt
= A(t)x, σ = C(t)x. (2.1.2)

Вектор σ(τ) в момент τ ∈ [t0, t] можно представить в виде

σ(τ) = C(τ)Φ(τ, t)x(t), (2.1.3)

где Φ(t, t0)—переходная матрица, удовлетворяющая уравнению
dΦ(t, t0)

dt
= A(t)Φ(t, t0), Φ(t0, t0) = En.

Уравнение (2.1.3) должно удовлетворяться при единственном значении x(t) для любого τ ∈ [t0, t].
Введем матрицу

G(t, t0) =

t∫

t0

Φ�(τ, t)C�(τ)C(τ)Φ(τ, t)dτ. (2.1.4)

Очевидно, что матрица G(t, t0) является симметрической и неотрицательно определенной (это
означает, что для любого вектора η ∈ R

n квадратичная форма η�Gη � 0).
Имеет место следующий общий критерий наблюдаемости системы (2.1.2) [7, 11, 54].

Теорема 2.1. Система (2.1.2) наблюдаема в момент времени t тогда и только тогда, когда
существует такой момент времени t0 < t, что матрица G(t, t0) является положительно
определенной.

Доказательство этой теоремы можно найти в [11,54].
Основной недостаток критерия наблюдаемости, даваемого этой теоремой, состоит в том, что

фундаментальная матрица Φ(t, t0) системы (2.1.2) должна быть известна. Но, за исключением
специальных случаев, матрица Φ(t, t0) не может быть найдена в замкнутой форме.

Для системы (2.1.2), элементы матриц A(t) и C(t) которой являются непрерывно дифференци-
руемыми функциями n− 2 и n− 1 раз соответственно, существует алгебраический достаточный
критерий наблюдаемости, не требующий знания фундаментальной матрицы системы. Имеет ме-
сто

Теорема 2.2 (см. [7, 13, 43]). Если на отрезке [t0, t] можно указать точку t∗, в которой
rank(N(t∗)) = n, N(t∗) = [L1(t∗), . . . , Ln(t∗)],

L1(t∗) = C�(t∗), Lk(t∗) = A�(t∗)Lk−1(t∗) + L̇k−1(t∗) (k = 2, . . . , n),
(2.1.5)

то система (2.1.2) является наблюдаемой в момент t.
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2.1.2. Управляемость. Рассмотрим систему
dx

dt
= A(t)x+B(t)u. (2.1.6)

Определение 2.2. Система (2.1.6) называется управляемой в момент t0, если для любой пары
точек ξ и η в пространстве состояний {x} существуют конечный момент t � t0 и допустимое
управление u(τ), τ ∈ [t0, t], переводящее систему (2.1.6) из состояния x(t0) = ξ в состояние
x(t) = η.

Управление u(τ) называется допустимым, если оно ограничено и кусочно-непрерывно на [t0, t].

Введем симметричную неотрицательно определенную матрицу (Грамиан управляемости)

W (t, t0) =

t∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)B�(τ)Φ�(t, τ)dτ.

Теорема 2.3 (см. [7, 11, 54]). Система (2.1.6) управляема в момент t0 тогда и только тогда,
когда существует такой конечный момент времени t � t0, для которого матрица W (t, t0)
положительно определена.

Достаточное условие управляемости для класса нестационарных систем (2.1.6), элементы мат-
риц A(t) и B(t) которых являются непрерывно дифференцируемыми функциями соответственно
n− 2 и n− 1 раз, дается следующей теоремой.

Теорема 2.4 (см. [7, 13, 43]). Если на отрезке [t0, t] можно указать такую точку t∗, в кото-
рой

rankU(t∗) = n, U(t∗) =
[
L1(t∗), . . . , Ln(t∗)

]
,

L1(t∗) = B(t∗), Lk(t∗) = A(t∗)Lk−1(t∗)− L̇k−1(t∗) (k = 2, . . . , n),

то система (2.1.6) является управляемой в момент t0.

Доказательство теорем из п. 2.1.1 и п. 2.1.2 можно найти в [13,43].

2.1.3. Принцип двойственности задач наблюдения и управления. Рассмотрим две си-
стемы

dx

dt
= A(t)x+B(t)u, σ = C(t)x, (2.1.7)

dξ

dt
= −A�(t)ξ + C�(t)v, ζ = B�(t)ξ. (2.1.8)

Обозначим их переходные матрицы через Φ(t, t0) и Ψ(t, t0)

dΦ(t, t0)

dt
= A(t)Φ(t, t0), Φ(t0, t0) = En,

dΨ(t, t0)

dt
= −A�(t)Ψ(t, t0), Ψ(t0, t0) = En.

Матрицы управляемости и наблюдаемости систем (2.1.7) и (2.1.8) имеют соответственно вид

Gx(t, t0) =

t∫

t0

Φ�(τ, t)C�(τ)C(τ)Φ(τ, t)dτ,

Wx(t, t0) =

t∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)B�(τ)Φ�(t, τ)dτ,

Gξ(t, t0) =

t∫

t0

Ψ�(τ, t)C�(τ)C(τ)Ψ(τ, t)dτ,
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Wξ(t, t0) =

t∫

t0

Ψ(t, τ)B(τ)B�(τ)Ψ�(t, τ)dτ.

Из свойств сопряженных систем следует

Φ(t, t0)Ψ(t, t0) = En или Φ�(t, t0) = Ψ(t0, t),

откуда
Gx(t, t0) = Wξ(t, t0); Wx(t, t0) = Gξ(t, t0).

Это означает, что справедлива

Теорема 2.5 (см. [25, 54]). Система (2.1.7) управляема (соответственно наблюдаема) то-
гда и только тогда, когда наблюдаема (соответственно управляема) сопряженная ей систе-
ма (2.1.8).

Содержание теоремы составляет принцип двойственности задач наблюдения и управления.
Двойственность этих задач имеет большое значение и в теоретическом, и в практическом отно-

шении, так как позволяет переносить результаты, полученные в задаче наблюдения (управления)
на задачи управления (наблюдения).

В ряде случаев двойственность оказывает существенную помощь при доказательствах. Прин-
цип двойственности может быть эффективен при решении практических задач, так как однотип-
ность математического аппарата позволяет использовать одинаковые вычислительные програм-
мы при решении как задач управления (стабилизации), так и оценивания.

2.1.4. Критерии управляемости и наблюдаемости для стационарных систем. Для ста-
ционарных систем имеют место эффективные критерии управляемости и наблюдаемости, выра-
женные через элементы матриц A, B, C.

Теорема 2.6 (см. [2, 7, 13, 25, 54]). Для наблюдаемости линейной стационарной системы

dx

dt
= Ax, σ = Cx (2.1.9)

необходимо и достаточно, чтобы rankN = n, где

N =

⎡
⎢⎢⎣

C
CA
. . .

CAn−1

⎤
⎥⎥⎦ —

матрица наблюдаемости.

Теорема 2.7 (см. [7, 50]). Линейная стационарная система (2.1.9) наблюдаема тогда и толь-
ко тогда, когда

rank

[
A− λEn

C

]
= n ∀λ ∈ Λ, (2.1.10)

где Λ = {λ : det(λEn −A) = 0}.
Теорема 2.8 (см. [2, 7, 13, 25, 54]). Для управляемости линейной стационарной системы

ẋ = Ax+Bu (2.1.11)

необходимо и достаточно, чтобы ранг

rankU = n,

где U =
[
B AB . . . An−1B

]
—матрица управляемости.

Замечание 2.1. Если в системе (2.1.11) существует линейный интеграл, не зависящий от
управления, то система, очевидно, не является управляемой.
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Теорема 2.9 (см. [7, 50]). Стационарная система (2.1.11) управляема тогда и только тогда,
когда

rank
[
A− λEn B

]
= n ∀λ ∈ Λ, Λ = {λ : det(λEn −A) = 0}. (2.1.12)

Критерии наблюдаемости (2.1.10) и управляемости (2.1.12) особенно удобны, если известны
собственные значения матрицы системы. С их помощью можно устанавливать и достаточные
условия ненаблюдаемости (неуправляемости), т. к. если хотя бы для одного собственного значения
матрицы A нарушаются условия (2.1.10), ((2.1.12)), то система ненаблюдаема (неуправляема).

2.1.5. Критерии управляемости и наблюдаемости для стационарных многомерных
систем второго порядка. Рассмотрим стационарную систему

Mẍ+Dẋ+Kx = Bu,

σ = C1x+C2ẋ. (2.1.13)

Здесь x— вектор (n×1),M ,D,K —постоянные квадратные (n×n)-матрицы, матрица M является
положительно определенной, u(r×1)— вектор управляющих воздействий, B —постоянная (n×r)-
матрица, σ(l × 1)— вектор измерений, C1, C2 —постоянные (l × n)-матрицы.

Теорема 2.10 (см. [7, 55]). Для управляемости системы (2.1.13) необходимо и достаточно,
чтобы ∀λ ∈ Λ Λ = {λ : det(Mλ2 +Dλ+K) = 0} выполнялось условие

rank
[
Mλ2 +Dλ+K B

]
= n. (2.1.14)

Теорема 2.11 (см. [7, 55]). Для наблюдаемости системы (2.1.13) необходимо и достаточно,
чтобы

rank

[
Mλ2 +Dλ+K

C1 + C2λ

]
= n ∀λ ∈ Λ, Λ = {λ : det(Mλ2 +Dλ+K) = 0}. (2.1.15)

Критерии управляемости (2.1.14) и наблюдаемости (2.1.15) особенно удобны для механиче-
ских систем, так как уравнения движения записываются, как правило, в виде уравнений второго
порядка (уравнения Лагранжа 2-го рода).

Критерии управляемости и наблюдаемости для нестационарных систем, сформулированные
в этом параграфе, достаточно сложны и не очень конструктивны, в отличие от критериев для
стационарных систем, поэтому целесообразно выделить те классы ЛНС, для которых эти крите-
рии будут подобны критериям для стационарных систем. Об этом пойдет речь в разделе 2.2.

2.2. Приведение линейных систем, нестационарных по управлению
и наблюдению к стационарным системам

Понятие приводимости, введенное Ляпуновым для линейных однородных нестационарных си-
стем, было распространено на линейные нестационарные системы, содержащие управления и на-
блюдения [7].

Рассмотрим линейную нестационарную систему

ẋ = Ax+B(t)u, σ = C(t)x, (2.2.1)

где x(n× 1)— вектор состояния системы; u(r× 1)—вектор управляющих воздействий; σ(l× 1)—
вектор измерений; A(n×n) = const, B(t)(n× r), C(t)(l×n)—матрицы, элементы которых непре-
рывно дифференцируемые функции t, t ∈ I, I = [0 � t0 � t < ∞).

Нестационарная система (2.2.1) может быть преобразована в полностью стационарную систему
того же порядка в очень редких случаях [7]. Более реалистичным и применимым на практике,
в частности для тех задач, которые рассматриваются в этой реботе, является случай, когда воз-
можно приведение исходной нестационарной системы к стационарной системе большего порядка.

Далее рассмотрим отдельно приведение к стационарным системам, систем, нестационарных по
управлению

ẋ = Ax+B(t)u (2.2.2)
и систем, нестационарных по наблюдению

ẋ = Ax, σ = C(t)x. (2.2.3)
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2.2.1. Приведение систем, нестационарных по управлению. Рассмотрим линейную си-
стему (2.2.2), нестационарную по управлению.

Пусть матрица B(t) представляется в виде

B(t) =
s∑

j=1

βj(t)Bj , (2.2.4)

где Bj(n × r)—постоянные матрицы; βj(t) (j = 1, 2, . . . , s) — линейно независимые непрерывно
дифференцируемые функции времени t.

Будем предполагать, что функции βj(t) таковы, что можно ввести вектор f(t)(m×1), s компо-
нент которого представляют собой функции βj(t), а остальные компоненты fj(t) (j = s+1, . . . ,m)
выбраны так, чтобы поведение вектора f(t) описывалось некоторой линейной системой диффе-
ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами

ḟ(t) = Sf(t), S(m×m) = const. (2.2.5)

Это означает, что к выделенному таким образом классу функций βj(t), входящих в матрицу
B(t), относятся такие функции fi(t) как полиномы, экспоненты, синусы, косинусы произвольных
частот и всевозможные комбинации этих функций.

Замечание 2.2. Вектор-функция β(t) =
[
β1 β2 . . . βs

]� в общем случае не удовлетворяет
системе вида (2.2.5) порядка s (пример см. ниже).

Замена переменных
x = F�(t)y, F�(t) = f�(t)⊗En (2.2.6)

приводит систему (2.2.2) к стационарной системе большей размерности

ẏ = Gy +Byu, y(mn× 1), (2.2.7)

где

G
(mn×mn)

= Em ⊗A− S� ⊗ En, B�
y

(r×mn)

=

[
B�

1
(r×n)

. . . B�
s

(r×n)

O
(r×n)

. . . O
(r×n)

]
;

O
(r×n)

—нулевая матрица; символом ⊗ обозначено кронекеровское произведение [7, 42].

Кронекеровским произведением матриц P
(k×l)

=
[
pij

]
и Q

(k′×l′)
=

[
qij

]
называется — блочная

матрица R = P ⊗Q (kk′ × ll′), определяемая по формуле R =
[
pijQ

]
[42].

Преобразование (2.2.6), в котором вектор y удовлетворяет системе (2.2.7) с начальным усло-
вием y(t0) = y0, дает возможность связать вектор y с вектором состояния x, поведение которого
описывается системой (2.2.2) с начальным условием x(t0) = F�(t0)y(t0).

2.2.2. Приведение систем, нестационарных по наблюдению. Рассмотрим линейную си-
стему (2.2.3), нестационарную по наблюдению.

Пусть матрица C(t) представима в виде

C(t) =

p∑
j=1

αj(t)Cj (p � ln); Cj = const, (2.2.8)

где αj(t)—линейно независимые функции, являющиеся решениями некоторой системы линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Обозначим через f(t) вектор f(t) =
[
f1 f2 . . . fm

]�, первые компонент являются функци-
ями α1(t), . . . , αp(t), который удовлетворяет уравнению вида (2.2.5) с соответствующей матрицей
S.

Замена переменных
y = F (t)x, F (t)

(mn×n)

= f(t)⊗En (2.2.9)
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приводит систему (2.2.3) к стационарной системе большего порядка

ẏ = Gy, σ = Cyy, (2.2.10)

где y(mn× 1)— вектор состояния,

G
(mn×mn)

= S ⊗ En + Em ⊗A, Cy
(l×mn)

=
[
C1 C2 . . . Cp O . . . O

]
.

2.2.3. Приведение линейных нестационарных сиcтем второго порядка. Рассмотрим
систему второго порядка, нестационарную по управлению

ẍ+ 2Dẋ+Nx = B(t)u, (2.2.11)

где x(n×1)— вектор состояния системы; u(r×1)— вектор управляющих воздействий; D(n×n) =
const, N(n×n) = const, B(t)(n×r)—матрица, элементы которой непрерывно дифференцируемые
функции t, t ∈ I, I = [0 � t0 � t < ∞).

Матрица B(t) представима в виде (2.2.4):

B(t) =

s∑
j=1

βj(t)Bj , f� =
[
β1 . . . βs fs+1 . . . fm

]
, ḟ(t) = Sf(t), (2.2.12)

где Bj(n × r), S(m × m) = const. Нестационарная по управлению система (2.2.10), в которой
матрица B(t) удовлетворяет условиям (2.2.11), при помощи преобразования

x = F�(t)y, F�(t) = f�(t)⊗En (2.2.13)

приводится к стационарной системе с расширенным mn-мерным вектором состояния y(t) [7, 8]

ÿ + 2Gẏ +My = Qu, (2.2.14)

где

G = S� ⊗ En + Em ⊗D, M = (S�)2 ⊗ En + 2(S� ⊗D) + Em ⊗N,

Q
(r×mn)

� =

[
B�

1
(r×n)

, . . . B�
s

(r×n)

, O
(r×n)

, . . . , O
(r×n)

]
.

Отметим, что управляемость и наблюдаемость приводимых ЛНС можно исследовать, как ис-
ходя из нестационарных систем, так и анализируя соответствующие приведенные стационар-
ные системы. Как уже указывалось, полученные стационарные системы являются избыточными
по отношению к исходным системам. Если приведенная стационарная система управляема (на-
блюдаема), то управляема (наблюдаема) и исходная нестационарная система. Однако, в силу ее
избыточности, неуправляемость (ненаблюдаемость) стационарной системы может и не повлечь
неуправляемость (ненаблюдаемость) исходной нестационарной системы.

2.3. Алгоритмы оценивания и управления

Наличие свойств наблюдаемости и управляемости линейных систем позволяет строить алго-
ритмы оценивания и управления с заранее заданными свойствами.

2.3.1. Алгоритмы оценивания. Рассмотрим систему

ẋ = A(t)x+ q(t), (2.3.1)
z(t) = C(t)x+ r(t). (2.3.2)

Здесь x(t)— n-мерный вектор состояния; z(t)— l-мерный вектор выходных переменных (измере-
ний); A(t), C(t)—известные ограниченные матрицы с действительными кусочно-непрерывными
элементами размерности (n×n), (l×n) соответственно; функции q(t)— n-мерный вектор погреш-
ностей в системе и r(t)— l-мерный вектор погрешностей измерения, состоящие из систематиче-
ских и случайных составляющих.
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Задача оценивания вектора состояния линейной системы (2.3.1) по данным измерениям (2.3.2)
заключается в том, чтобы на некотором интервале времени t ∈ [t0, T ] найти оценку x̃(t), в опре-
деленном смысле близкую к вектору состояния x(t), при этом критерии малости ошибки оценки
Δx = x− x̃ могут быть различными.

Существуют различные типы алгоритмов оценивания вектора состояния, зависящие от моде-
лей погрешностей q(t) и r(t), и выбранного критерия малости ошибок оценки.

Известно, что структура линейного фильтра для нахождения оценок x̃ вектора x имеет вид [2,
7, 54]

˙̃x = A(t)x̃+ L(t)(z −C(t)x̃), x̃(t0) = x̃0. (2.3.3)
Матрица L(t)(n × l) подлежит выбору. Поведение ошибок оценки описывается уравнением

Δẋ = [A(t) − L(t)C(t)]Δx+ q(t)− L(t)r(t), Δx(t0) = Δx0. (2.3.4)

Для работоспособности алгоритма оценивания (2.3.3) необходимо, чтобы имела место асимпто-
тическая устойчивость тривиального решения уравнений ошибок оценки (2.3.4) при q = 0, r = 0.
Если система наблюдаема, то выполнение этого условия при наличии наблюдаемости системы
можно обеспечить путем соответствующего выбора матрицы L(t).

Если в качестве моделей погрешностей принять случайные процессы типа белого шума с ну-
левыми средними и заданными корреляционными матрицами

M
[
q(t) q�(τ)

]
= Q(t)δ(t− τ),

M
[
r(t) r�(τ)

]
= R(t)δ(t− τ)

(где Q(t)(n × n)— симметрическая неотрицательно определенная матрица, R(t)(l × l)— симмет-
рическая положительно определенная матрица, δ(t−τ)—дельта-функция Дирака), то алгоритм,
доставляющий минимум дисперсии ошибок оценки, имеет структуру (2.3.3), в которой матрица
L(t) определяется из соотношений [2, 7, 54]

L(t) = P (t)C�(t)R−1C(t), (2.3.5)

где P (t)—решение матричного уравнения Риккати

Ṗ = A(t)P + PA�(t)− PC�(t)R−1(t)(t)P +Q(t), P (t0) = P0. (2.3.6)

Здесь P (t) = M
[
Δx(t)Δx�(t)

]
—ковариационная матрица ошибок оценки; P0 — заданная неот-

рицательно определенная матрица. Алгоритм, описываемый уравнениями (2.3.3), (2.3.5), (2.3.6)
называется оптимальным фильтром Калмана—Бьюси [2, 7, 11, 25].

2.3.2. Алгоритмы управления. Рассмотрим систему

ẋ = A(t)x+B(t)u+ q(t), (2.3.7)

где x(t)— n-мерный вектор состояния; u(t)— r-мерный вектор входных переменных; q(t)— вектор
возмущений; A(t), B(t)—известные ограниченные при всех t � t0 матрицы с действительными
кусочно-непрерывными элементами размерности (n× n), (n× r) соответственно.

Цель задачи управления — сконструировать такой закон управления, чтобы вектор состояния
соответствующей замкнутой системы обладал желаемыми свойствами.

Рассмотрим линейный закон управления в предположении, что измеряются все компоненты
вектора x(t). Сформируем закон управления в виде

u(t) = −K(t)x(t), (2.3.8)

где K(t)(r × n)—некоторая матрица, подлежащая выбору. Система, замкнутая управлени-
ем (2.3.8), имеет вид

ẋ = [A(t)−B(t)K(t)]x+ q(t). (2.3.9)
Одна из задач управления состоит в выборе u(t), переводящего систему (2.3.7) из произволь-

ного состояния x(t0) в начало координат за конечное время t1 − t0 > 0 при q = 0. Другая задача
(задача стабилизации) состоит в том, чтобы построить такое управление (2.3.8), при котором за-
мкнутая система (2.3.9) при q = 0 была бы асимптотически устойчива в смысле Ляпунова. В этом
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случае говорят, что система (2.3.7) стабилизируема при помощи стабилизирующей обратной свя-
зи (2.3.8).

Предположим теперь, что при формировании закона управления измерению доступны не все
компоненты вектора состояния x, а лишь их l линейных комбинаций (2.3.2). Тогда, если пaра
(A(t), C(t)) наблюдаема, то справедлива оценка x̃(t) вектора состояния x(t), определяемая урав-
нением

˙̃x = A(t)x̃+B(t)u(t) + L(t)(σ − C(t)x̃), (2.3.10)
при этом уравнение ошибок оценки будет асимптотически устойчивым (при q = 0, r = 0).

Далее построим закон управления в форме обратной связи по оценке

u(t) = −K(t)x̃(t). (2.3.11)

Подставив выражение (2.3.11) в систему (2.3.7) и (2.3.10), будем иметь замкнутую систему
размерности 2n относительно переменных x и x̃

ẋ = A(t)x−B(t)K(t)x̃+ q(t),

˙̃x = [A(t)−B(t)K(t)− L(t)C(t)]x̃+ L(t)C(t)x+ L(t)r(t).
(2.3.12)

Введя ошибку оценки Δx = x− x̃, преобразуем систему (2.3.12) к виду

Δẋ = [A(t) − L(t)C(t)]Δx+ q(t)− L(t)r(t), (2.3.13)
ẋ = [A(t)−B(t)K(t)]x+B(t)K(t)Δx+ q(t). (2.3.14)

Поведение решений уравнений (2.3.13), (2.3.14) определяется свойствами матриц A(t)−L(t)C(t)
и A(t)−B(t)K(t), в которых матрицы L(t) и K(t) при сформулированных выше условиях могут
быть независимо выбраны так, что при q = 0, r = 0 уравнения (2.3.13), (2.3.14) будут асимптоти-
чески устойчивы.

2.3.3. Алгоритмы управления и оценивания для стационарных систем. Рассмотрим
стационарную систему

ẋ = Ax+Bu, σ = Cx. (2.3.15)
Здесь x(t)(n × 1)— вектор состояния; u(r × 1)— вектор управляющих воздействий, σ(l × 1)—
вектор измерений (наблюдений); A(n × n), B(n× r), C(l × n)—постоянные матрицы.

Будем предполагать, что система (2.3.15) управляема и наблюдаема. Тогда для нее можно
строить как оптимальные, так и асимптотические алгоритмы управления и оценивания.

Предположим, что вектор состояния x(t) доступен точному измерению в любой момент вре-
мени. Тогда можно реализовать закон управления в виде линейной обратной связи

u(t) = −Kx(t), (2.3.16)

где K(r × n)—постоянная матрица коэффициентов усиления.
Система (2.3.15), замкнутая управлением (2.3.16), имеет вид

ẋ = (A−BK)x. (2.3.17)

При наличии измерения σ(t) оценку x̃(t) вектора состояния x(t) можно строить согласно ал-
горитму

˙̃x = Ax̃+Bu(t) + L(σ − Cx̃), L(n× l) = const. (2.3.18)
Уравнения ошибок оценки Δx = x− x̃ имеют вид

Δẋ = (A− LC)Δx. (2.3.19)

Постоянные матрицы K и L в асимптотических алгоритмах управления (2.3.16) и оценива-
ния (2.3.18) могут быть выбраны на основании следующих утверждений [2, 7, 54].

Тогда постоянную матрицу K в законе управления (2.3.16) можно выбрать так, чтобы ха-
рактеристический многочлен замкнутой системы (2.3.17) совпадал с любым наперед заданным
многочленом n-ой степени с действительными коэффициентами.
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В уравнениях (2.3.18) постоянную матрицу L можно выбрать так, чтобы характеристический
многочлен уравнений ошибок оценки (2.3.19) совпадал с любым наперед заданным многочленом
n-ой степени с действительными коэффициентами.

На основании этих утверждений матрицы K и L можно выбрать так, чтобы обеспечить асимп-
тотическую устойчивость уравнений (2.3.17) и (2.3.19), т. е. так, чтобы x(t) → 0 и Δx(t) → 0 при
t → ∞ с любой скоростью сходимости.

Другой вариант выбора коэффициентов управления в системе (2.3.15) — выбор из условия ми-
нимума квадратичного функционала

J =
1

2

∞∫

0

[x�(t)Wx(t) + u�(t)Wuu(t)]dt.

Здесь W (n×n), Wu(r× r)—неотрицательно и положительно определенные постоянные матрицы
соответственно.

Если система (2.3.15) управляема, то оптимальное управление имеет вид [2, 7, 54]

u(t) = −Kx(t), K = W−1
u B�P.

Матрица P размерности n× n является положительно определенным решением матричного ал-
гебраического уравнения Риккати

PA+A�P − PBW−1
u B�P +W = 0.

Система (2.3.15), замкнутая этим управлением, будет асимптотически устойчива.

2.3.4. Управление и оценивание нестационарных приводимых систем. Для приводи-
мых нестационарных систем, описанных в разделе 2.2, решение задачи управления состоит из
следующих этапов:
1. приведение данной нестационарной системы к стационарной системе большего порядка;
2. анализ управляемости (наблюдаемости) для полученной стационарной системы;
3. построение алгоритмов управления (оценивания) для полученной стационарной системы;
4. обратный переход к соответствующим исходным переменным.

Рассмотрим построение закона управления в системе

ẋ = Ax+B(t)u, (2.3.20)

матрица B(t) которой удовлетворяет условиям (2.2.4), (2.2.5).
Система (2.3.20), нестационарная по управлению, приводится к стационарной системе ви-

да (2.2.7) к стационарной системе большего порядка

ẏ = Gy +Byu, y(mn× 1), (2.3.21)

где

G
(mn×mn)

= Em ⊗A− S� ⊗ En, B�
y

(r×mn)

=

[
B�

1
(r×n)

. . . B�
s

(r×n)

O
(r×n)

. . . O
(r×n)

]
;

при помощи замены переменных (2.2.6)

x = F�(t)y, F�(t) = f�(t)⊗ En. (2.3.22)

Будем предполагать, что система (2.3.21) управляема. Тогда закон управления в виде обратной
связи имеет вид

u(t) = −Ky(t), (mn× 1)y(t), K
(r×mn)

= const. (2.3.23)

Матрицу K можно выбрать так, чтобы обеспечить любую степень затухания замкнутой систе-
мы

ẏ = Gky, Gk = G−ByK. (2.3.24)
Тогда при указанном выборе элементов матрицы K вектор y(t) →

t→∞
0 и удовлетворяет неравен-

ству
‖y(t)‖ � r1e

−γ1t, t � 0.
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Здесь r1 = const > 0, γ1 > 0— заданная величина.
Вектор x(t) согласно (2.3.22) подчиняется неравенству

‖x(t)‖ � ‖F�(t)‖ · ‖y(t)‖, t � 0. (2.3.25)

Элементы fij(t) матрицы F (t) есть решения дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами (2.2.5) (ḟ = Sf), поэтому

‖F�(t)‖ � r2e
γ2t, t � 0, r2 = const > 0,

где γ2 —некоторая постоянная величина.
Неравенство (2.3.25) можно переписать в виде

‖x(t)‖ � r1r2e
(γ1+γ2)t, t � 0.

Выбирая γ1 таким образом, чтобы γ1 + γ2 � −γ0 < 0, где γ0 —желаемая степень затухания
переменных xi(t) (i = 1, 2, . . . , n), получаем

‖x(t)‖ � r3e
−γ0t, t � 0.

Таким образом, управление (2.3.23) обеспечивает асимптотическую устойчивость систе-
мы (2.3.24).

Если в законе управления (2.3.23) матрица K выбирается из условия оптимизации функцио-
нала

J =
1

2

∞∫

0

[y�(t)Wyy(t) + u�(t)Wuu(t)]dt

(здесь Wy(mn × mn), Wu(r × r)—неотрицательно и положительно определенные постоянные
матрицы соответственно), тогда K = W−1

u B�
y P .

Матрица P размерности mn×mn является положительно определенным решением матричного
алгебраического уравнения Риккати

PG+G�P − PByW
−1
u B�

y P +Wy = 0.

В таком случае γ∗ — степень затухания y(t) уже не является задаваемой, а определяется видом
функционала.

Тогда
‖y(t)‖ � r10e

−γ∗t, t � 0, r10 = const > 0.

Элементы fij(t) матрицы F (t) ограничены, поэтому

‖F�(t)‖ � r20, t � 0, r20 = const > 0.

Тогда для оценки вектора состояния исходной системы x(t) имеет место неравенство

‖x(t)‖ � r10r20e
γ∗t, t � 0.

Таким образом, и в этом случае управление (2.3.23) обеспечивает асимптотическую устойчивость
системы (2.3.24).

Синтезированное на основе расширенной стационарной системы управляющее воздействие u =
−Ky необходимо вводить непосредственно в исходную систему.

Введем mn-мерный вектор

X =

[
x
xd

]
,

первые n компонент которого представляют собой вектор x, а дополнительный вектор xd имеет
размерность (mn− n)× 1.

Выберем матрицу F�
d (t) размерности ((mn− n)×mn) таким образом, чтобы квадратная мат-

рица

T (t) =

⎡
⎢⎣

F�(t)
(n×mn)

F�
d (t)

((mn−n)×mn)

⎤
⎥⎦ ,
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первые n строк которой составляет матрица F�(t), была невырожденной.
Представим обратную матрицу T−1(t) в блочной форме

T−1(t) =

[
L1(t)
(mn×n)

L2(t)
(mn×(mn−n))

]
.

Из соотношения T (t)T−1(t) = Emn следуют условия для матриц F (t), Fd(t), L1(t), L2(t), а именно

F�L1 = En, F�L2 = On, F�
d L1 = On, F�

d L2 = Emn−n. (2.3.26)

Рассмотрим невырожденное преобразование

X = T (t)y, y = T−1(t)X (2.3.27)

или
x = F�(t)y, xd = F�

d (t)y, y = L1(t)x+ L2(t)xd. (2.3.28)
Учитывая, что

Ḟ� = F�H, H = (S� ⊗ En), (2.3.29)
можно считать, что матрица F�

d (t) подчиняется уравнению

Ḟ�
d = F�

d H. (2.3.30)

Дифференцируя соотношения (2.3.28), используя уравнения (2.3.29), (2.3.30) и свойства кро-
некеровского произведения, получим F�(Em ⊗ A) = (f� ⊗ En)(Em ⊗ A) = A(f� ⊗ En) = AF�,
F�(t)Q = B(t).

Тогда система уравнений, содержащая исходную нестационарную систему и уравнения для
дополнительных переменных, имеет вид

ẋ = Ax+B(t)u,

ẋd = F�
d (t)(Em ⊗A)(L1(t)x+ L2(t)xd) +Bd(t)u, Bd(t) = F�

d (t)Q.
(2.3.31)

Уравнения относительно компонент x, xd системы, замкнутой управлением

u = −Ky = −K(L1(t)x+ L2(t)xd), (2.3.32)

в которой матрица K выбрана из условий асимптотической устойчивости стационарной систе-
мы (2.3.24), имеют вид:

ẋ = Ax−B(t)K(L1(t)x+ L2(t)xd),

ẋd = F�
d (t)[Em ⊗A−ByK](L1(t)x+ L2(t)xd).

(2.3.33)

Решения x(t), xd(t) этой системы стремятся к нулю при t → ∞, причем с заданной степенью
затухания, в силу выбора матрицы K, так как компоненты векторов x(t), xd(t) связаны с компо-
нентами вектора y преобразованием (2.3.28). В самом деле, матрица T (t) допускает в силу (2.3.29),
(2.3.30) оценку ‖T (t)‖ � δeκt, а вектор y(t) → 0 при t → ∞ с любой наперед заданной степенью
затухания.

Замечание 2.3. Следует отметить, что если m = 2, матрицу F�
d (t) можно представить в виде,

аналогичном (2.2.8), F�
d (t) = f�

d (t) ⊗ En (fd(t)—двумерный вектор). В этом случае система
уравнений (2.3.31) упрощается и принимает вид

ẋ = Ax+B(t)u,

ẋd = Axd +Bd(t)u.
(2.3.34)

Рассмотрим вопрос о построении оценки вектора состояния системы

ẋ = Ax, σ = C(t)x, A(n× n) = const, (2.3.35)

где матрица C(t)
(l×n)

удовлетворяет условиям

C(t) =

p∑
i=1

αi(t)Ci, f =
[
α1 α2 . . . αp fp+1 . . . fm

]�
, ḟ = Sf. (2.3.36)
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Здесь Ci
(l×n)

(i = 1, 2, . . . , p), Si
(m×m)

—постоянные матрицы. Система (2.3.35) при помощи преобра-

зования (2.2.8)
y = F (t)x, F (t) = (f(t)⊗ En)x (2.3.37)

приводится к стационарной системе

ẏ = Gy, σ = Cyy, (2.3.38)

где y(mn× 1)— вектор состояния,

G
(mn×mn)

= S ⊗ En + Em ⊗A, Cy
(l×mn)

=
[
C1 C2 . . . Cp O . . . O

]
.

Будем предполагать, что стационарная система (2.3.38) является наблюдаемой. Алгоритм оце-
нивания строится на основании стационарной системы (2.3.38)

˙̃y = Gỹ + L(σ − Cy
˙̃y), σ = Cyy, ỹ(t0) = 0. (2.3.39)

Постоянную матрицу L(mn × l) можно выбирать из условий асимптотической устойчивости
с любой степенью затухания ошибки оценки Δy

Δẏ = (G− LCy)Δy, Δy(t0) = y(t0). (2.3.40)

Ошибка оценки Δy удовлетворяет неравенству

‖Δy(t)‖ � M1 exp(γ1t),

где M1 = const > 0, а γ1 < 0—любое наперед заданное число.
Покажем, что выбор матрицы L можно осуществить так, чтобы обеспечить любую степень

затухания ошибки оценки Δx = x− x̃ вектора состояния исходной системы. Оценки векторов x(t)
и соответствующие им ошибки оценок Δx(t) связаны с ỹ, Δy(t), согласно (2.3.37), соотношениями

ỹ = F (t)x̃, Δy = F (t)Δx. (2.3.41)

Системы (2.3.41) представляют собой переопределенные системы линейных алгебраических
уравнений относительно компонент векторов x̃, Δx. Из соотношений (2.3.41) выразим x̃, Δx

x̃ = D(t)ỹ, Δx = D(t)Δy, (2.3.42)

где D(t)—матрица, удовлетворяющая уравнению D(t)F (t) = En.
В частности,

D(t) = [F�(t)F (t)]−1F�(t). (2.3.43)

Элементы матрицы F (t) являются решениями линейной системы с постоянными коэффициента-
ми (2.2.5). Учитывая соотношение (2.3.43), будем иметь

‖D(t)‖ � M2 exp(γ2t),

где M2 = const > 0, а γ2 —некоторое число.
Тогда

‖Δx(t)‖ � ‖D(t)‖ · ‖Δz(t)‖ � M1M2 exp((γ1 + γ2)t).

Выбирая γ1 < −γ0 − γ2, можно добиться любой наперед заданной степени затухания γ0 > 0
ошибки оценки Δx(t).

Алгоритм оценивания исходной системы размерности n включает в себя:

1. алгоритм оценивания стационарной системы (2.3.39),
2. вычисление матрицы D(t) (в том числе обращение матрицы F�F размерности n× n),
3. переход от оценок ỹ к оценкам x̃ по формулам (2.3.42).
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2.4. Методические примеры

Рассмотрим простую систему
ẋ1 = u sinωt,

ẋ2 = u cosωt.
(2.4.1)

Запишем ее в матричном виде

Ẋ = b(t)u, X =

[
x1
x2

]
, b(t) =

[
sinωt
cosωt

]
.

Вектор b(t) представим в виде (2.2.4)

b(t) = sinωt

[
1
0

]
+ cosωt

[
0
1

]
(r = 1, s = 2).

Очевидно, этот вектор удовлетворяет уравнению (2.2.5)

ḃ = Sb, S =

[
0 ω

−ω 0

]

и может быть записан в виде

b(t) = eStb(0), b(0) =

[
0
1

]
.

Замена переменных (2.2.6)
X = eStY (2.4.2)

приводит систему (2.4.1) к стационарной системе

Ẏ = −S�Y + b(0)u

или в скалярной форме
ẏ1 = −ωy2, ẏ2 = ωy1 + u. (2.4.3)

Система (2.4.3), очевидно, управляема.
Управление с виде обратной связи имеет вид

u = −K�
y Y, K�

y =
[
k1 k2

]
.

Замкнутая этим управлением система (2.4.3):

ẏ1 = −ωy2, ẏ2 = (ω − k)1y1 − k2y2. (2.4.4)

Параметры k1, k2 могут быть выбраны из условия асимптотической устойчивости системы (2.4.4).
Управление, которое следует вводить в исходную систему, имеет вид

u(t) = −K�
y e

−StX(t). (2.4.5)

Нестационарная система (2.4.1), замкнутая этим управлением, может быть записана в форме

Ẋ = N(t)X, N(t) = −eStb(0)K�
y e−StX (2.4.6)

или в скалярном виде

ẋ1 = −[(k1 cosωt+ k2 sinωt)x1 + (−k1 sinωt+ k2 cosωt)x2] sinωt,

ẋ2 = −[(k1 cosωt+ k2 sinωt)x1 + (−k1 sinωt+ k2 cosωt)x2] cosωt.

Однородная нестационарная система (2.4.6) асимптотически устойчива, так как стационарная си-
стема (2.4.4) в соответствии с выбором k1, k2 асимптотически устойчива, а преобразование (2.4.2)
ограничено.

Замечание 2.4. Матрица N удовлетворяет уравнению

Ṅ = SN −NS,

т. е. система (2.4.6) относится к классу приводимых однородных систем [7].
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Теперь рассмотрим другой пример:
ẋ1 = u,

ẋ2 = u cosωt
(2.4.7)

или
Ẋ = b(t)u,

где

X =

[
x1
x2

]
, b(t) =

[
1

cosωt

]
.

Вектор b(t) представляется в виде (2.2.4)

b(t) = 1,0 ·
[
1
0

]
+ cosωt ·

[
0
1

]
.

В представлении (2.2.4) r = 1, s = 2. Но в этом случае вектор-функция b(t) не удовлетворяет
уравнению вида (2.2.5), поэтому добавим функцию sinωt и рассмотрим вектор-функцию

f(t)
(3×1)

=
[
1 cosωt sinωt

]�
,

которая удовлетворяет уравнению (2.2.5) с матрицей

S =

⎡
⎣0 0 0
0 0 −ω
0 ω 0

⎤
⎦ .

Замена переменных (2.2.6) (n = 2, m = 3) в данном случае имеет вид

x
(2×1)

= F�(t)
(2×6)

Y
(6×1)

или
x1 = y1 + cosωty3 + sinωty5, x2 = y2 + cosωty4 + sinωty6. (2.4.8)

Дифференцируя выражения (2.4.8), подставляя их в систему (2.4.7) и приравнивая коэффи-
циенты при функциях: 1, cosωt, sinωt, получим стационарную систему уравнений

Ẏ = GY +Qu. (2.4.9)

Матрица системы уравнений (2.4.7) в данном случае равна нулю (A = 0), поэтому матрицы
стационарной системы (2.4.9), согласно (2.2.7) имеют вид

G
(6×6)

= −S� ⊗E2 =

⎡
⎣O2 O2 O2

O2 O2 −ωE2

O2 ωE2 O2

⎤
⎦ , Q

(1×6)

� =
[
1 0 0 1 0 0

]
. (2.4.10)

В скалярном виде система (2.4.9)

ẏ1 = u, ẏ2 = 0, ẏ3 = −ωy5, ẏ4 = −ωy6 + u, ẏ5 = ωy3, ẏ6 = ωy4. (2.4.11)

Применяя критерий Красовского (см. п. 2.1) легко получить, что исходная нестационарная си-
стема (2.4.7) 2-го порядка управляема. Стационарная система 6-го порядка (2.4.10) расщепляется
на две подсистемы

ẏ1 = u, ẏ4 = −ωy6 + u, ẏ6 = ωy4, (2.4.12)
ẏ2 = 0, ẏ3 = −ωy5, ẏ5 = ωy3. (2.4.13)

Однородная система (2.4.12) относительно переменных y2, y3, y5, очевидно, неуправляема. Под-
система (2.4.11) относительно переменных Y1 = [y1y4y6]

� имеет вид

Ẏ1 = G1Y1 +Q1u, G1 =

⎡
⎣0 0 0
0 0 −ω
0 ω 0

⎤
⎦ , Q1 =

⎡
⎣11
0

⎤
⎦ . (2.4.14)
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Эта система управляема, при этом вектор Y1 = [y1y4y6]
� содержит информацию о всех ком-

понентах исходного вектора состояния x1, x2, поэтому переменные y2, y3, y5 можно положить
тождественно равными нулю. В таком случае замена переменных (2.4.2) примет вид

x1 = y1, x2 = y4 cosωt+ y6 sinωt. (2.4.15)

Для системы (2.4.13) можно построить управление в виде обратной связи

u = −K�
y Y, K�

y = [k1k2k3], (ki = const)

или
u = −k1y1 − k2y4 − k3y6, (2.4.16)

которое обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой системы:

Ẏ1 = GkY1, Gk = G1 −QK�
y . (2.4.17)

Чтобы ввести управление (2.4.15) в исходную нестационарную систему (2.4.7), выразим пере-
менные y1, y4, y6 через исходные переменные x1, x2 и дополнительную переменную, введенную
так, чтобы преобразование от переменных x1, x2, xd к переменным y1, y4, y6 было невырожден-
ным. Дополнительную переменную представим в виде xd = − sinωty4 +cosωty6. Эта переменная
подчиняется уравнению

ẋd = −u sinωt. (2.4.18)
Обратное преобразование имеет вид

Y = eStX, y1 = x1, y4 = x2 cosωt− xd sinωt, y6 = x2 sinωt+ xd cosωt. (2.4.19)

Выразим управление, построенное для стационарной системы (2.4.16), при помощи обратного
преобразования (2.4.18) через переменные x1, x2, xd

u = −k1x1 − (k2 cosωt+ k3 sinωt)x2 + (k2 sinωt− k3 cosωt)xd. (2.4.20)

Управление (2.4.19) вводится в расширенную нестационарную систему (соответствующую си-
стеме (2.3.19)), содержащую исходную систему (2.4.7) и уравнение (2.4.17). Это управление обес-
печит асимптотическую устойчивость системы (2.4.7), (2.4.17) замкнутой управлением (2.4.19).

Замечание 2.5. Система (2.4.7), (2.4.17) имеет вид

Ẋ = N(t)u, X =
[
x1 x2 xd

]�
, N(t) =

[
1 cosωt − sinωt

]�
. (2.4.21)

Система, замкнутая управлением (2.4.15), введенным при помощи преобразования (2.4.18), пред-
ставляется в виде

Ẋ = Nk(t)X, Nk = −e−StN0k
�eSt, N0 =

[
1 1 0

]�
. (2.4.22)

Матрица системы (2.4.21) удовлетворяет уравнению

Ṅk = SNk −NkS.

Это означает, что однородная нестационарная система уравнений (2.4.21) относится к классу
приводимых однородных систем, описанному в [7].

Проводилось моделирование двух вариантов стабилизации: оптимальный алгоритм стабилиза-
ции, основанный на линейно-квадратичном функционале J ; алгоритм стабилизации, при котором
постоянные коэффициенты управления выбираются так, чтобы характеристический многочлен
уравнений замкнутой системы (2.4.16) совпадал с любым наперед заданным многочленом с дей-
ствительными коэффициентами.

Значения параметров задачи: ω = 1,0; начальные условия x1(0) = 1,0; x2(0) = 0,0; xd(0) = 0,0.
Параметры функционала J : W = wE3; w = 1,0; R = 0,1.
Поведение переменных yi(t) (i = 1, 2) — компонент вектора состояния стационарной систе-

мы (2.4.11) и переменных xi(t), (i = 1, 2) — вектора состояния исходной нестационарной систе-
мы (2.4.7) при введении управления, построенного на основании оптимального алгоритма пока-
зано на рисунке 2.1.
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(a) yi(t) (i = 1, 2) (b) xi(t) (i = 1, 2)

Рис. 2.1. Поведение переменных yi(t), xi(t) (i = 1, 2) при использовании оптимального алгоритма.

Рис. 2.2. Поведение переменных xi(t) (i = 1, 2) при различных значениях параметра R (красные
кривые R = 1,0, синие R = 0,001).

Влияние параметра R в функционале на поведение компонент вектора состояния можно видеть
на рисунке 2.2.

Коэффициенты управления для стационарной системы, вычисленные по стандартной програм-
ме LQR при R = 0,1, имеют вид K�

y =
[
3,1623 2,1177 3,9390

]
.

Корни характеристического уравнения системы, замкнутой этим управлением, имеют следую-
щие значения λ1 = −4,3029, λ2,3 = −0,48± 0,7045i.

При втором способе стабилизации коэффициенты управления выбираются так, чтобы харак-
теристический многочлен уравнений замкнутой системы (2.4.10) совпадал с любым наперед за-
данным многочленом

Величину затухания можно выбирать из тех или иных соображений, например, в соответствии
с ограничениями на время затухания или на величину перерегулирования в процессах затухания.
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(a) x1(t) (b) x2(t)

Рис. 2.3. Поведение переменных xi(t) (i = 1, 2) при различных значениях λi.

При γ = −4,3 постоянные коэффициенты ki в управлении u = −K�
y y (2.4.9) имеют вид

λ1 = λ2 = λ3 = γ, K�
y =

[
79,5070 −66,6070 54,4700

]
;

λ1 = γ, λ2,3 = γ ± 2,15i, K�
y =

[
99,3837 −86,4837 59,0925

]
.

Сравнение поведения процессов стабилизации, проведенных при использовании указанных спо-
собов выбора коэффициентов управления, представлено на рисунке 2.3.

Здесь введены обозначения: Ky —коэффициенты управления, построенные согласно оптималь-
ному алгоритму; Kyl—коэффициенты выбраны по второму способу при λ1 = λ2 = λ3 = γ;
Kyl1—коэффициенты выбраны по второму способу при λ̄1 = γ, λ̄2,3 = γ ± βi.
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