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НЕЛИНЕЙНЫЕ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ

УРАВНЕНИЯ С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ ПЕРВОГО РОДА
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Аннотация. Представлен обзор результатов по развитию метода угловых пограничных функ-
ций для нелинейных уравнений. В прямоугольнике рассматривается сингулярно возмущенное
параболическое уравнение

ε2
(
a2 ∂

2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
= F (u, x, t, ε)

с краевыми условиями первого рода. Функция F предполагается нелинейной по переменной u.
Наиболее подробно исследован случай, когда в угловых точках прямоугольника функция F яв-
ляется квадратичной или кубической относительно переменной u. Исследуется возможность по-
строения полного асимптотического разложения решения задачи при ε → 0.

Ключевые слова: пограничный слой, асимптотическое приближение, сингулярно возмущенное
уравнение.

NONLINEAR SINGULARLY PERTURBED PARABOLIC EQUATIONS
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Abstract. This paper is a review of applications of the method of angular boundary functions
to nonlinear equations. We consider the first boundary-value problem for the following singularly
perturbed parabolic equation in a rectangle:

ε2
(
a2 ∂

2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
= F (u, x, t, ε),

where the function F is nonlinear with respect to the variable u. We consider the case where the
function F is quadratic or cubic in the variable u at the corner points of the rectangle and examine the
possibility of constructing a complete asymptotic expansion of the solution of the problem as ε → 0.
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1. Введение. В области Ω := {(x, t) | 0 < x < 1, 0 < t < T} переменных (x, t) рассматривается
сингулярно возмущенное параболическое уравнение

ε2
(
a2
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
= F (u, x, t, ε), (x, t) ∈ Ω, (1)

с начальным условием
u(x, 0, ε) = φ(x), 0 � x � 1, (2)

и краевыми условиями первого рода

u(0, t, ε) = ψ1(t), u(1, t, ε) = ψ2(t), 0 � t � T. (3)
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Область Ω представляет собой прямоугольник, его граница не является гладкой кривой и содер-
жит так называемые угловые точки. В этом случае для построения асимптотического разложе-
ния решения задачи (1)–(3) используется метод угловых пограничных функций, предложенный
В. Ф. Бутузовым в [1]. Для задач (1)–(3) этот метод позволил исследовать случай, когда функция
F является линейной относительно переменной u (см. [2]). В нелинейном случае возникали труд-
ности, связанные с разрешимостью дифференциальных уравнений того же типа, что и исходное
нелинейное уравнение (1). Этих проблем удавалось избегать при замене условий (3) на краевые
условия второго рода, что снимало необходимость рассмотрения нелинейных параболических
уравнений.
В нелинейном случае исследование задач (1)–(3) впервые было проведено в [7], где предпола-

галось, что в угловых точках прямоугольника функция F является квадратичной и монотонной
по переменной u. В предыдущем обзоре [6] были рассмотрены модельные задачи химической ки-
нетики, приводящие к задачам типа (1)–(3). Для таких задач были представлены результаты,
полученные к 2019 году.
В предлагаемой работе представлен обзор результатов по развитию метода угловых погранич-

ных функций для нелинейных уравнений, полученных при исследовании задачи (1)–(3) в послед-
ние два года (см. [4, 5, 10]).

2. Решение задачи. Метод угловых пограничных функций предполагает построение прибли-
женного решения задачи (1)–(3) в виде асимптотического ряда относительно параметра ε с по-
следующим доказательством равномерности такого приближения при ε→ 0 в замкнутом прямо-
угольнике Ω. С учетом структуры области Ω искомое приближение составляется из следующих
частей:

u(x, t, ε) = ū+ (Π +Q+Q∗) + (P + P ∗). (4)

Здесь через ū обозначена функция, называемая регулярной частью асимптотики. Эта функция
представляет асимптотическое решение уравнения (1) или решение задачи (1)–(3) во внутренней
части прямоугольника Ω без учета начальных и краевых условий. Слагаемые Π, Q и Q∗ — это
так называемые пограничные функции, которые призваны осуществить гладкий переход от ре-
гулярной части асимптотики к граничным условиям на сторонах прямоугольника Ω. Слагаемые
P и P ∗ называются угловыми пограничными функциями, их роль заключается в сглаживании
невязок, вносимых пограничными функциями вблизи вершин прямоугольника Ω: (0, 0) и (1, 0)
соответственно.
Для задачи (1)–(3) предполагаются выполненными следующие стандартные условия.

Условие I. Функции F (u, x, t, ε), φ(x), ψ1(t) и ψ2(t) являются достаточно гладкими, и в угло-
вых точках прямоугольника Ω выполняются условия согласованности начально-краевых значе-
ний:

φ(0) = ψ1(0), φ(1) = ψ2(0). (5)

Условие II. Вырожденное уравнение F (u, x, t, 0) = 0 в замкнутом прямоугольнике Ω имеет
решение

u = ū0(x, t). (6)

В силу нелинейности функции вырожденное уравнение F (u, x, t, 0) = 0 может иметь не одно ре-
шение. Налагаемые условия касаются только одного из возможных решений, которое обозначено
как u = ū0(x, t).

Условие III. Производная F ′
u(ū0(x, t), x, t, 0) > 0 в замкнутом прямоугольнике Ω.

Условие IV. Начальная задача

dΠ0

dτ
= −F (ū0(x, 0) + Π0, x, 0, 0), τ � 0, Π0(x, 0) = φ(x)− ū0(x, 0), (7)

имеет решение Π0(x, τ), удовлетворяющее условию Π0(x,∞) = 0.
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Условие V. Для систем

dz1
dy

= z2, a2
dz2
dy

= F (ū0(k, t) + z1, k, t, 0), (8)

прямые z1 = ψ1+k(t) − ū0(k, t) пересекают сепаратрисы, входящие в точку покоя (z1, z2) = (0, 0)
при y → ∞ (здесь t—параметр, k = 0 или 1).

В нелинейном случае условий I–V оказывается недостаточно для того, чтобы гарантировать
существование решения задачи (1)–(3). Поэтому в дальнейшем будут накладываться дополни-
тельные условия, связанные с типом нелинейности.
Согласно методу угловых пограничных функций при построении полной асимптотики решения

необходимо перейти к растянутым переменным

ξ =
x

ε
, ξ∗ =

1− x

ε
, τ =

t

ε2
. (9)

Каждая функция в представлении (4) строится в виде асимптотического ряда по степеням ε:

ū(x, t, ε) =
∞∑
k=0

εkūk(x, t), Π(x, τ, ε) =
∞∑
k=0

εkΠk(x, τ), Q(ξ, t, ε) =
∞∑
k=0

εkQk(ξ, t),

Q∗(ξ∗, t, ε) =
∞∑
k=0

εkQ∗
k(ξ∗, t), P (ξ, τ, ε) =

∞∑
k=0

εkPk(ξ, τ), P ∗(ξ∗, τ, ε) =
∞∑
k=0

εkP ∗
k (ξ∗, τ).

Правая часть уравнения (1) в соответствии с (4) заменяется суммой

F (u, x, t, ε) = F̄ + (ΠF +QF +Q∗F ) + (PF + P ∗F ), (10)

где

F̄ := F (ū, x, t, ε) =
∞∑
k=0

εkF̄k,

ΠF := (F (ū+Π, x, t, ε) − F̄ )|t=ε2τ =
∞∑
k=0

εkΠkF,

QF := (F (ū+Q,x, t, ε) − F̄ )|x=εξ =
∞∑
k=0

εkQkF,

Q∗F := (F (ū+Q∗, x, t, ε)− F̄ )|x=1−εξ∗ =
∞∑
k=0

εkQ∗
kF,

PF := (F (ū+Π+Q+ P, x, t, ε) −ΠF −QF + F̄ )
∣∣∣ x=εξ
t=ε2τ

=
∞∑
k=0

εkPkF,

P ∗F := (F (ū+Π+Q∗ + P ∗, x, t, ε) −ΠF −Q∗F + F̄ )
∣∣∣x=1−εξ∗

t=ε2τ

=
∞∑
k=0

εkP ∗
kF.

В результате подстановки выражений (4) и (10) в уравнение (1) задача распадается на части:
регулярную, три погранслойные и две угловые. Построение регулярной и погранслойных частей
асимптотики предполагает рассмотрение одного функционального и трех обыкновенных диф-
ференциальных уравнений соответственно. Методика решения таких задач хорошо отработана
(см. [3]).
Основные трудности доставляет построение угловых пограничных функций P и P ∗, так как

этот процесс связан с разрешимостью нелинейных уравнений, аналогичных исходному уравне-
нию (1). Задача для определения функции P0(ξ, τ) ставится в первой четверти

R
2
+ := {(ξ, τ) | ξ > 0, τ > 0}
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плоскости растянутых переменных (ξ, τ) и имеет вид

a2
∂2P0

∂ξ2
− ∂P0

∂τ
= F (ū0(0, 0) + Π0(0, τ) +Q0(ξ, 0) + P0(ξ, τ), 0, 0, 0)−

− F (ū0(0, 0) + Π0(0, τ), 0, 0, 0) − F (ū0(0, 0) +Q0(ξ, 0), 0, 0, 0), ξ > 0, τ > 0,

(11)

P0(0, τ) = −Π0(0, τ), P0(ξ, 0) = −Q0(ξ, 0), P0(ξ, τ) → 0 при ξ + τ → ∞. (12)

Для функций Pk(ξ, τ), k � 1, в области R
2
+ получаются линейные задачи

a2
∂2Pk

∂ξ2
− ∂Pk

∂τ
= F ′

u(ū0(0, 0) + Π0(0, τ) +Q0(ξ, 0) + P0(ξ, τ), 0, 0, 0)Pk + hk, (13)

Pk(0, τ) = −Πk(0, τ), Pk(ξ, 0) = −Qk(ξ, 0), Pk(ξ, τ) → 0 при ξ + τ → ∞, (14)

где неоднородности hk удовлетворяют экспоненциальным оценкам убывания вида

|hk(ξ, τ)| � C exp(−κ(ξ + τ)), (15)

если такого же вида оценкам удовлетворяют функции P0, . . . , Pk−1. Здесь C и κ—некоторые
положительные числа.
Необходимо разрешить три основные проблемы:

1. Имеет ли задача (11), (12) решение, удовлетворяющее экспоненциальной оценке убывания ви-
да (15)?

2. Если задача (11), (12) имеет решение, удовлетворяющее экспоненциальной оценке вида (15),
то имеют ли задачи (13), (14) решения, удовлетворяющие подобным оценкам?

3. Если задачи (11)–(14) разрешимы, т. е. если ряд (4) может быть построен, то имеет ли зада-
ча (1)–(3) решение, для которого этот ряд будет асимптотическим приближением при ε → 0
в замкнутом прямоугольнике Ω?
Задачи для определения функций P ∗

k (ξ∗, τ), k � 0 ставится аналогично.
В [7] при исследовании задачи (11), (12) с помощью метода верхних и нижних решений уда-

лось построить подходящие барьерные функции и тем самым доказать разрешимость первой
проблемы. Более того, построенные барьерные функции гарантировали положительность коэф-
фициента

F ′
u(ū0(0, 0) + Π0(0, τ) +Q0(ξ, 0) + P0(ξ, τ), 0, 0, 0)

при Pk(ξ, τ), k � 1, в линейных задачах (13), (14), что снимало вторую проблему. В завершение
была обоснована равномерность построенного приближения в замкнутом прямоугольнике Ω.
Однако оказалось, что ограничениям, поставленным в работе [7], удовлетворяют не все квадра-

тичные функции. В связи с этим обстоятельством исследования по квадратичной нелинейности
были продолжены. В [8] метод был распространен на произвольные функции F , являющиеся
в угловых точках прямоугольника Ω квадратичными относительно переменной u на промежутке
от корня вырожденного уравнения до граничного значения.
Дальнейшие исследования проводились по двум направлениям:

1. в монотонном случае — обобщение результатов, полученных для квадратичных функций, на
произвольную нелинейность;

2. в немонотонном случае — рассмотрение квадратичных функций в качестве модельных.

3. Монотонный случай. В [9] для произвольных нелинейностей были получены результа-
ты, аналогичные квадратичному случаю. Доказательство существования подходящего решения
нелинейной задачи (11), (12) было проведено методом верхних и нижних решений с использова-
нием барьерных функций того же вида, что и в квадратичном случае. Однако в общем случае
не удалось доказать выполнение необходимых неравенств, эти неравенства пришлось постулиро-
вать. Кроме рассмотренных ранее квадратичных нелинейностей этим неравенствам удовлетворя-
ли и некоторые другие нелинейные функции, что, несомненно, являлось продвижением в иссле-
довании общей задачи. Тем не менее, класс подходящих нелинейных функций не был полностью
изучен.
В [10] были рассмотрены кубические функции следующего вида.
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Условие VI. В угловых точках (k, 0), k = 0, 1, прямоугольника Ω функция F имеет вид

F (u, k, 0, 0) = u3 − ū30, (16)

где числа ū0 = ū0(k, 0) положительны и могут различаться в угловых точках (0, 0) и (1, 0). Кроме
этого, граничные значения φ(k, 0) > ū0(k, 0).

Доказаны следующие утверждения.

Теорема 1. Если выполнены условия I–VI, то задача (11), (12) имеет решение P0(ξ, τ), удо-
влетворяющее экспоненциальной оценке убывания вида (15).

Для доказательства существования решения задачи (11), (12) использовался метод верхних
и нижних решений дифференциальных уравнений, основанный на разрешимости дифференци-
альных неравенств (см. [13–15]). Этот метод заключается в том, что задача

L(Z) = 0 в области D, Z = h на границе ∂D (17)

имеет решение Z в промежутке между барьерными функциями Z− � Z � Z+, если в области D
выполняются неравенства

L(Z+) � 0, L(Z−) � 0, Z− � Z+, (18)

а на ее границе
Z− � h � Z+. (19)

Было доказано, что в задаче (11), (12) на роль барьерных подходят функции

Z−(ξ, τ) = −2
√

Π0(0, τ)Q0(ξ, 0) и Z+(ξ, τ) = 0,

и тем самым было установлено существование решения P0(ξ, τ) задачи (11), (12) в промежутке
между этими барьерными функциями:

−2
√

Π0(0, τ)Q0(ξ, 0) � P0(ξ, τ) � 0.

Так как обе барьерные функции удовлетворяют экспоненциальным оценкам убывания ви-
да (15), то такого же вида оценке удовлетворяет и решение P0(ξ, τ) задачи (11), (12).

Теорема 2. Если выполнены условия I–VI, то задачи (13), (14) имеют решения Pk(ξ, τ), удо-
влетворяющие экспоненциальным оценкам убывания вида (15).

Доказательство теоремы 2 получается из того, что построенные барьерные функции обеспечи-
вают положительность коэффициента

F ′
u(ū0(0, 0) + Π0(0, τ) +Q0(ξ, 0) + P0(ξ, τ), 0, 0, 0)

при Pk(ξ, τ), k � 1, в линейных задачах (13), (14).
Теоремы 1, 2 доказывают, что условия I–VI обеспечивают формальное построение асимптоти-

ческого ряда
∞∑
k=0

εk(ūk(x, t) + Πk(x, τ) +Qk(ξ, t) +Q∗
k(ξ∗, t) + Pk(ξ, τ) + P ∗

k (ξ∗, τ)). (20)

Для завершения исследования задачи (1)–(3) требуется обоснование полученной асимптотики
решения. Установлена следующая теорема.

Теорема 3. Если выполнены условия I–VI, то для достаточно малых ε задача (1)–(3) имеет
решение u(x, t, ε), для которого ряд (20) является асимптотическим представлением при ε → 0
в замкнутом прямоугольнике Ω.

Доказательство теоремы 3 наиболее просто получается методом дифференциальных нера-
венств, предложенным Н. Н. Нефедовым (см. [11]).
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4. Немонотонный случай. Ранее (см. [4]) был исследован случай, когда от функции F по
переменной u в угловых точках прямоугольника не требовалось монотонности на промежутке от
корня ū0 вырожденного уравнения до граничного значения φ. В немонотонном случае верхнее
и нижнее решения задачи (11), (12) не удается построить сразу во всем квадранте R

2
+ в виде

одной гладкой функции. Приходится сначала строить так называемые кусочно гладкие барьеры,
а затем сглаживать их.

Определение 1. Функции Z+(ξ, τ) и Z−(ξ, τ) называются кусочно гладкими верхним и ниж-
ним решениями задачи (17), если

(i) Z+(ξ, τ) и Z−(ξ, τ) непрерывны в замкнутой области D̄;
(ii) существует разбиение области D на конечное число подобластей, на внутренности каждой

из которой выполняются неравенства (18);
(iii) на границе области D выполняются неравенства (19).

Если предположить, что нелинейная задача (11), (12), определяющая главный член угловой
части асимптотики, разрешима, то в силу условия III и экспоненциальных оценок убывания про-
изводная функции F на полном нулевом приближении оказывается гарантированно положитель-
ной в области вида

Ω0 = {(ξ, τ) | ξ � ρ, τ � ρ},
где ρ—некоторое положительное число. В приграничных полосах

Ω1 = {(ξ, τ) | ξ � τ, 0 � τ � ρ} и Ω2 = {(ξ, τ) | 0 � ξ � ρ, τ � ξ}
производная может принимать отрицательные значения, в связи с чем задачи (13), (14) не всегда
могут иметь решения, удовлетворяющие оценкам вида (15). Введем следующее дополнительное
условие.

Условие VII. Для угловой точки (0, 0) прямоугольника Ω задача (11), (12) имеет решение
P0(ξ, τ) с оценкой вида (15), и в приграничных полосах Ω1 и Ω2 области R

2
+ производная F ′

u на
полном нулевом приближении принимает отрицательные значения, но при этом

F ′(ū0 +Π0 +Q0 + P0) � −q2, (21)

где q—некоторое число на промежутке q ∈ (0, πa/(2ρ)). Аналогичное условие должно выпол-
няться и для угловой точки (1, 0).

Отметим, что условие VII является естественным ограничением разрешимости дифференци-
альных неравенств, которые возникают при доказательстве существования верхних и нижних
решений. Это условие аналогично случаю обыкновенных дифференциальных уравнений, когда
разрешимость подобных задач связана с неравенством Чаплыгина (см. [12]). Число πa/2 полу-
чается из-за невозможности найти положительное монотонное решение неравенства a2y′′ + y � 0
на промежутке длиной больше, чем πa/2. При условии VII была доказана следующая теорема.

Теорема 4. Если выполнены условия I–V и VII, то задачи (13), (14) имеют решения Pk(ξ, τ),
удовлетворяющие экспоненциальным оценкам убывания вида (15).

Для доказательства этой теоремы также применялся метод верхних и нижних решений. Ба-
рьерные функции для решений задач (13), (14) строились отдельно в каждой из трех подобластей
Ω0, Ω1 и Ω2, а затем эти куски гладко стыковались друг с другом.
Было также доказано существование решения задачи (1)–(3) и равномерность приближения

этого решения с помощью построенного асимптотического ряда.

Теорема 5. Если выполнены условия I–V и VII, то для достаточно малых ε задача (1)–(3)
имеет решение u(x, t, ε), для которого ряд (20) является асимптотическим представлением
при ε→ 0 в замкнутом прямоугольнике Ω.

Доказательство теоремы 5 получается методами, аналогичными доказательству теоремы 3.
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В работе [5] исследование немонотонного случая было продолжено. Основное внимание было
уделено исследованию нелинейной задачи (11), (12), существование подходящего решения кото-
рой ранее постулировалось. В качестве модельной была рассмотрена функции F , которая в угло-
вых точках прямоугольника является квадратичной и немонотонной относительно переменной u
на промежутке от корня вырожденного уравнения до граничного значения. Исследование было
проведено при следующем дополнительном условии.

Условие VIII. В угловых точках (k, 0), k = 0, 1, прямоугольника Ω функция F имеет вид

F (u, k, 0, 0) = −A(u− ū0)(u− β), ū0 = ū0(k, 0),

где числа A = A(k)—положительны, а граничные значения φ = φ(k) и числа β = β(k) удовле-
творяют неравенствам

ū0 <
ū0 + β

2
< φ < β. (22)

Была доказана следующая теорема.

Теорема 6. Если выполнены условия I–V и VIII, то задача (11), (12) имеет решение P0(ξ, τ),
удовлетворяющее экспоненциальной оценке убывания вида (15).

При доказательстве использовалась схема, предложенная в [4]: область R
2
+ была разбита на

три подобласти Ω0, Ω1 и Ω2 и в каждой из них строились свои верхние и нижние решения.
В области Ω0 барьерные функции были получены в виде

P±(ξ, τ) = ±r exp(−κ(ξ + τ)),

где r и κ—некоторые положительные числа.
В области Ω1 барьерные функции получены в виде

P±(ξ, τ) = ±h(τ) exp(−κξ),
а в области Ω2 — в симметричном виде

P±(ξ, τ) = ±h(ξ) exp(−κτ),
где κ—достаточно малые положительные числа. Функция h(x) на промежутке x ∈ [0, ρ] выбира-
лась с учетом выполнения условий

h(x) � 0, h(ρ) = r exp(−κρ), h′(x) > 0, h′′(x) < 0. (23)

Несмотря на симметричность барьерных функций в областях Ω1 и Ω2, они получались из ре-
шения несимметричных задач, в связи с чем доказательство потребовало применения различных
методов.
Построенные в областях Ω0, Ω1 и Ω2 гладкие куски барьерных функций с учетом условий (21)

непрерывно, но не гладко стыкуются между собой на общих частях границ подобластей. Су-
ществует общая теория сглаживания верхних кусочно гладких решений (см. [14]). Эта теория
применяется, когда гладкость функции нарушается на гладкой линии. Кроме этого, при прохож-
дении через эту линию по нормали производная кусочно гладкого решения не должна испыты-
вать положительного скачка. Функция P+ построена именно таким образом: при прохождении
по нормали через общие границы областей Ω0, Ω1 и Ω2 производная испытывает отрицательный
скачок.
Однако в нашем случае граница не является гладкой линией, а состоит из трех гладких кусков,

сходящихся в точке (ρ, ρ):

Γ01 = {(ξ, τ) | ξ � ρ, τ = ρ}, Γ02 = {(ξ, τ) | ξ = ρ, τ � ρ}, Γ12 = {(ξ, τ) | ξ = τ, 0 � τ � ρ}.
Из-за этого сглаживание барьерных функций проводится «вручную». Сначала рассматриваются
линии Γ01 и Γ02, которые являются границей области Ω0 с областями Ω1 и Ω2. Процесс сглажи-
вания «сбрасывает» негладкость барьерных функций с этих линий на отрезок биссектрисы

Γδ = {(ξ, τ) | ξ = τ, ρ � τ � ρ+ δ},
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являющийся продолжением линии Γ12, в область Ω0. Положительное число δ определяется ве-
личиной люфта: построенные функции пригодны в качестве барьерных в областях несколько
больших, чем Ω0, Ω1 и Ω2 соответственно.
Обеспечивая гладкость модифицированных барьерных функций на линиях Γ01 и Γ02, мы не

забываем обеспечить отрицательность скачка производных этих функций при прохождении по
нормали через линию Γδ. Это дает возможность применить общую теорию сглаживания на линии
Γ12 ∪ Γδ и завершить процесс построения гладких барьерных функций во всей области R

2
+. По-

строенные барерные функции обеспечивают существование подходящего (в смысле выполнения
экспоненциальной оценки убывания) решения нелинейной задачи (11), (12).
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