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Аннотация. Расщепляющее преобразование, обобщающее известное преобразование типа Chang
для линейной стационарной сингулярно возмущенной системы со многими запаздываниями в мед-
ленных переменных состояния и приводящее исходную двухтемповую систему к двум независи-
мым подсистемам меньшей размерности с различным темпом изменения переменных, приводит
к решению уравнений Риккати и Сильвестра относительно функциональных матриц, которые
могут быть найдены в виде асимптотических рядов по степеням малого параметра. В этой рабо-
те доказано, что асимптотические приближения любого порядка точности на основе этих рядов
могут быть представлены в виде конечных сумм по степени λ. Приведены примеры, демонстриру-
ющие сравнение решений систем, полученных на основе построенных аппроксимаций, с точными
решениями.
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Abstract. The splitting transformation is a generalization of the well-known Chang transformation
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1. Введение. Сингулярно возмущенные системы (СВС), впервые подробно изученные
А. Н. Тихоновым (1948, 1952), широко исследуются в современной математике. СВС, моделирую-
щие процессы с многотемповой динамикой, актуальны также в приложениях, в моделях которых
производные высшего порядка умножаются на малые физические величины. При этом, если поло-
жить малый параметр равным нулю, то порядок модели уменьшается и теряется непрерывность
некоторых решений (см. [2, 9]). Динамические модели, относящиеся к сингулярно возмущенным
управляемым системам, обычно встречаются в квантовой механике, физике, теории автомати-
ческого управления, теории нелинейных колебаний, гидродинамике, кинетике химии, биологии
и т. д. (см., например, ссылки в [1, 2, 19, 27, 27]).
В технике, экономике, технологиях, биологии, экологии, социальной сфере и т. п. (см., на-

пример, ссылки в [21]) запаздывание сопровождает различные процессы, связанные с передачей
массы, энергии, информации и т. п. Запаздывания могут быть вызваны внутренними задержками
в компонентах систем или искусственным/преднамеренным введением запаздывания в системах
для целей управления (см. [7]): задержка связи между датчиком и контроллером, задержка вы-
числений контроллера, задержка связи между контроллером и приводом (см. [20, 23]).
Область интересов данной статьи представляют линейные стационарные сингулярно возму-

щенные системы с немалыми соизмеримыми запаздываниями в медленных переменных состо-
яния, которые являются моделями двухтемповых динамических систем управления. Для та-
ких систем возможна асимптотическая декомпозиция СВС на подсистемы меньшей размерности
с разделенными по темпам переменными, которую можно реализовать с помощью невырожден-
ной замены переменных. Впервые невырожденное линейное преобразование для нестационарной
линейной СВС без запаздывания с малым параметром при старших производных части пере-
менных предложено в [8] и применено для полного расщепления исходной системы с быстрыми
и медленными переменными на две независимые подсистемы в [15, 16]. Матрицы, участвующие
в формировании преобразования Chang, являются решениями алгебраических уравнений Рикка-
ти и Сильвестра. Их нахождение является ключевым шагом в построении этого преобразования.
В [16] построена аппроксимация первого порядка решения соответствующего уравнения Риккати
с помощью ряда Маклорена. Там же отмечается, что получение аппроксимации более высокого
порядка является механическим повторением случая аппроксимации первого порядка.
Обобщение преобразования Chang для декомпозиции линейных сингулярно возмущенных мед-

ленно изменяющихся во времени систем предложено в [25, 26]. В [26] доказана теорема о разло-
жении в ряды Маклорена матричных компонент линейного преобразования и об итерационном
нахождении элементов k-го порядка аппроксимации этих рядов. Основываясь на итерационном
решении, предложено понятие аппроксимации k-го порядка преобразования Chang, а также рас-
щепленной системы, быстрой и медленной подсистем. Расщепляющее преобразование Chang изло-
жено в [11], там же имеются ссылки на некоторые обобщения этого преобразования, указывается
важная роль расщепляющих преобразований в теории управления и предложены основанные
на декомпозиции параллельные алгоритмы оптимального управления крупномасштабными про-
цессами для линейных и билинейных систем. Обобщение преобразования Chang на системы со
многими временными масштабами представлено в [4, 22].
Для СВС с запаздыванием расщепляющие преобразования типа Chang строились в [3, 6, 10,

17,24]. В [17] доказывается существование непрерывного по малому параметру линейного преоб-
разования координат для частичной декомпозиции СВС с распределенным и сосредоточенным
запаздыванием, в результате которого в преобразованной системе связь между быстрыми и мед-
ленными переменными имеется только через переменные с запаздыванием. Замена переменных
типа Chang для линейных стационарных СВС управления с постоянным (не малым) запаздыва-
нием в состоянии, построенное в [3], осуществляется линейным оператором с конечным числом
операторов запаздывания. В [10] построена замена переменных, обобщающая преобразование
Chang на линейные стационарные СВС функционально-дифференциальные уравнения с малым
сосредоточенным и распределенным запаздыванием в быстрых переменных. Замена расщепляет
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исходную систему на медленную систему обыкновенных дифференциальных уравнений и быст-
рые функциональные уравнения. Доказано, что преобразование можно найти в виде асимпто-
тического разложения. В [6] построено невырожденное расщепляющее преобразование, которое
обобщает преобразование Chang на линейные стационарные сингулярно возмущенные системы
с одним конечным запаздыванием в медленной переменной и выполняет полное расщепление
системы. Доказывается оценка для значений малого параметра, при которых справедлива ап-
проксимация расщепляющего преобразования.
В [24] построено невырожденное преобразование для полного расщепления линейной стацио-

нарной сингулярно возмущенной систем с множественными соразмерными немалыми запазды-
ваниями. Доказано, что расщепляющее преобразование может быть построено в виде асимпто-
тического разложения по степеням малого параметра, указана итерационная схема нахождения
элементов расщепляющего преобразования.
Настоящая работа развивает [24]. Доказывается, что асимптотическое приближение любого по-

рядка точности на основе этих рядов может быть представлено в виде конечных сумм по степени
λ. Следствием этого является то, что, хотя получающиеся в результате расщепленные подси-
стемы являются системами с бесконечным запаздыванием, для любого фиксированного k � 0
они аппроксимируются с точностью O(μk) системами с конечными запаздываниями. Приведе-
ны примеры, демонстрирующие сравнение решений систем, полученных на основе построенных
аппроксимаций, с точными решениями. Симуляция выполнена средствами Wolfram Mathematica.
В статье приняты следующие основные обозначения: C—множество комплексных чисел; Z—

множество целых чисел; Z+ —множество неотрицательных целых чисел; p � d/dt— оператор
дифференцирования; e−ph — оператор запаздывания: e−phz(t) � z(t− h).
Статья организована следующим образом. В разделе 2 приведена постановка задачи для рас-

сматриваемой системы и определены цели исследования. В разделе 3 описаны декомпозиция
рассматриваемой двухшкальной системы на медленную и быструю подсистемы и асимптотика
расщепляющего преобразования. Далее для системы разработаны асимптотические приближе-
ния. В разделе 4 с помощью результатов, приведенных в разделах 3 и 4, построены аппроксима-
ции для двух иллюстративных примеров; проведено сравнение результатов в программной среде
Wolfram Mathematica. Раздел 5 содержит выводы проведенного исследования.

2. Постановка задачи. Рассматривается линейная стационарная сингулярно возмущенная
система управления со многими соизмеримыми запаздыванием в медленных переменных состо-
яния:

ẋ(t) =

l∑

j=0

A1jx(t− jh) +A2y(t) +B1u(t), x ∈ R
n1 , y ∈ R

n2 , (1)

μẏ(t) =

l∑

j=0

A3jx(t− jh) +A4y(t) +B2u(t), u ∈ R
r, t � 0, (2)

с начальными условиями

x(0) = x0, y0(0) = y0, x(θ) = ϕ(θ),

θ ∈ [−h, 0), x(θ) = 0, θ < −h, y(θ) = ψ(t) ≡ 0, θ < 0.
(3)

Здесь 0 < h— заданная константа, l ∈ Z+, u—функция управления, u(t) ∈ U , U —множество
кусочно непрерывных при t � 0 вектор-функций, μ—малый параметр, μ ∈ (0, μ0], μ0 � 1, Aij ,
i = 1, 3, j = 0, l, Ak, k = 2, 4, Bj, j = 1, 2, — постоянные матрицы подходящих размерностей, φ(θ),
θ ∈ [−lh, 0), — кусочно непрерывная n1-вектор-функция, x0 ∈ R

n1 , y0 ∈ R
n2 . Предположим, что

detA4 �= 0.
Наличие малого параметра μ как сомножителя при производных части переменных определяет

разнотемповый характер изменения фазовых координат x и y в окрестности точки μ = 0: x—
медленная переменная, y— быстрая переменная.
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Целью данной работы является обоснование для двухшкальной системы (1)—(2) асимптотиче-
ских приближений расщепленных двухтемповых систем в форме систем с конечным запаздыва-
нием на основе построения итерационных схем для вычисления асимптотических приближений
любого порядка для невырожденного расщепляющего преобразования (см. [8]) с иллюстрацией
полученных результатов в программном обеспечении Wolfram Mathematica.

3. Декомпозиция системы и ее асимптотика.

3.1. Вырожденная система и система погранслоя. С (n1+n2)-мерной системой (1)—(2) связаны
вырожденная система (медленная подсистема) и система пограничного слоя (быстрая подсисте-
ма) меньшей размерности.
Вырожденная система (медленная подсистема) имеет вид

ẋs(t) =
l∑

j=0

Asjxs(t− jh) +Bsus(t), xs ∈ R
n1 , t � 0,

xs(0) = x0, xs(θ) = φ(θ), θ ∈ [−lh, 0),
(4)

где
Asj � A1j −A2A

−1
4 A3j , j = 0, l, Bs � B1 −A2A

−1
4 B2, (5)

и us(t) ∈ R
r является функцией управления.

Вырожденная система (4) является n1-мерной системой со множественными запаздываниями
в состоянии и формально получается из системы (1)—(2), если в ней положить μ = 0, из (2) при
условии detA4 �= 0 выразить

ys(t) = −A−1
4

⎡

⎣
l∑

j=0

A1jxs(t− jh) +B2us(t)

⎤

⎦

и подставить в (1).
Система пограничного слоя (быстрая подсистема, ПС), соответствующая (1)—(3), получается

путем «растяжения» временной шкалы: t = μτ , y(μτ) = yf (τ), u(μτ) = uf (τ) и «замораживания»
в уравнении (2) для быстрых переменных y медленных переменных x:

dyf (τ)

dτ
= A4yf (τ) +B2uf (τ), yf ∈ R

n2 , τ =
t

μ
� 0,

yf (0) = y0 +A−1
4 [A30φ(0) +A31φ(−h)]

(6)

и является системой размерности n2 без запаздываний.

3.2. Расщепляющее преобразование системы и ее асимптотическое представление. Чтобы вве-
сти невырожденное преобразование (см. [24]) для системы (1)—(2), представим ее в операторной
форме.
Пусть (C[a, b],Rn)— банахово пространство непрерывных функций, отображающих [a, b] в R

n

с топологией равномерной сходимости. Для x ∈ T → R
n через xt : [−h, 0] → R

n обозначим
определенную для s ∈ [−h, 0] функцию xt(s) = x(t + s). Обозначим через p оператор диф-
ференцирования, а через e−ph оператор сдвига (чистого запаздывания): e−phx(t) = x(t − h),
e−jphx(t) = x(t − jh). Для фиксированного h ∈ (0,+∞) обозначим через Ai(e

−ph), i = 1, 3,
непрерывные слева в 0 ограниченные операторы Ai(e

−ph) : Rn → R
n:

Ai(e
−ph) � j = 0Aije

−jph, p ∈ C, i = 1, 3. (7)

Тогда можно систему (1)—(2) представить в операторной форме:

px(t) = A1(e
−ph)x(t) +A2y(t) +B1u(t), (8)

μpy(t) = A3(e
−ph)x(t) +A4y(t) +B2u(t). (9)
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В [24] для расщепления системы (8)—(9) введено следующее невырожденное преобразование:
[
x(t)
y(t)

]
= T (μ, e−ph)

[
ξ(t)
η(t)

]
, p ∈ C, ξ(t) ∈ R

n1 , η(t) ∈ R
n2 , t ∈ T, (10)

где

T (μ, e−ph) =

[
En1 μH(μ, e−ph)

−L(μ, e−ph) En2 − μL(μ, e−ph)H(μ, e−ph)

]
, (11)

L(μ, e−ph), H(μ, e−ph)—матричные операторы, зависящие от параметра μ. Они являются реше-
ниями следующих матричных функциональных уравнений: алгебраического уравнения Риккати
и уравнения Сильвестра

A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L = 0, (12)
(μA1 −A2L)H −H(A4 + μLA2) +A2 = 0. (13)

С целью сокращения записей здесь и далее, где это не приводит к неоднозначному пониманию,
аргументы у матричных операторов Ai(e

−ph), i = 1, 3, H(μ, e−ph), L(μ, e−ph) будем опускать.
Отметим, что detT (μ, e−ph) ≡ 1; следовательно, преобразование (11) обратимо, причем

T−1(μ, e−ph) =

[
En1 − μL(μ, e−ph)H(μ, e−ph) −μH(μ, e−ph)

L(μ, e−ph) En2

]
, (14)

и [
ξ(t)
η(t)

]
= T−1

[
x(t)
y(t)

]
. (15)

Лемма 1 (о решениях матричных уравнений). Если detA4 �= 0, то найдется такое μ∗ > 0,
что для любого μ ∈ [0, μ∗] существуют непрерывно зависящие от μ решения L(μ, e−ph),
H(μ, e−ph) уравнений (12), (13), которые могут быть представлены в виде асимптотических
рядов:

L(μ, e−ph) =

∞∑

m=0

μmLm(e−ph), (16)

H(μ, e−ph) =

∞∑

m=0

μmHm(e−ph), (17)

члены которых можно найти по итеративной схеме

Lk+1(e−ph) = A−1
4

(
LkA1(e

−ph)−
k∑

j=0

Lk−jA2L
j

)
, (18)

Hk+1(e−ph) = A−1
4

(
A1(e

−ph)Hk −
k∑

i=0

(A2L
iHk−i +H iLk−iA2)

)
, (19)

с начальными условиями

L0(e−ph) = A−1
4 A3(e

−ph), (20)

H0(e−ph) = A2A
−1
4 . (21)

Асимптотические приближения

L(μ, e−ph) =
k∑

i=0

μiLi(e−ph) +O(μk+1), H(μ, e−ph) =
k∑

i=0

μiHi(e−ph) +O(μk) (22)

имеет место для всех μ ∈ [0, μ∗), где

μ∗ =
1

‖A−1
4 ‖

(
a+ bd+ 2b

√
ad
b

) (23)
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и

a � ‖A1(e
−ph)‖+ ‖A2‖ · ‖A−1

4 (e−ph)‖ · ‖A3(e
−ph)‖,

d � ‖A−1
4 (e−ph)‖ · ‖A3(e

−ph)‖, b � ‖A2‖.

Доказательство проводится по схеме из [16, с. 52]. По теореме о неявной функции решения
уравнений (12)—(13) можно искать в виде разложений по целым неотрицательным степеням μ.
Доказательство представлений (18)—(21) несложно провести, подставляя разложения (16)—(17)
в (12), (13) и приравнивая в полученных уравнениях коэффициенты при одинаковых степенях μ.
Непрерывная зависимость от μ доказывается аналогично [17]. Доказательство оценки аналогич-
но [16, с. 52], с учетом (7). �

Лемма 2. Пусть detA4 �= 0. Для любого целого k � 0 матричные функции Lk(e−ph),
Hk(e−ph), удовлетворяющие (18), (19), могут быть представлены в виде конечных сумм:

Lk(e−ph) =

(k+1)l∑

j=0

Lk
j e

−jph, k = 0, 1, 2, . . . , (24)

Hk(e−ph) =
kl∑

j=0

Hk
j e

−jph, k = 0, 1, 2, . . . (25)

Здесь матрицы Lk
j , H

k
j , j, k ∈ Z+, можно найти по следующим рекуррентным формулам:

Lk
j = A−1

4

j∑

s=j−kl

(
Lk−1
s A1,j−s −

k−1∑

i=0

Lk−1−i
s A2L

i
j−s

)
, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, (k + 1)l, (26)

Hk+1
j = A−1

4

⎡

⎣
j∑

s=j−l

A1,j−sH
k
s −

k∑

i=0

⎛

⎝
j∑

s=j−(k+1)l

A2L
i
j−sH

k−i
s +

j∑

s=j−kl

H i
j−sL

k−i
s A2

⎞

⎠

⎤

⎦ , (27)

k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, kl, (28)

с начальными условиями

L0
j = A−1

4 A3j , j = 0, l, Lk
j = 0 если j < 0 ∨ j > (k + 1)l, (29)

H0
0 = A2A

−1
4 , Hk

j = 0 если j < 0 ∨ j > kl. (30)

Доказательство. Докажем (24) и (26). Отметим прежде всего, что из (7), (18), (26) следует
представление L0(e−ph) в форме (24) для k = 0.
Представление (24), (26) докажем методом математической индукции. Предположим, что (24),

(26) верны для всех k � R. Тогда для k = R+ 1 из (7), (18) и (24) следует

LR+1(e−ph) = A−1
4

⎛

⎝
(R+1)l∑

j=0

l∑

s=0

LR
j A1se

−(j+s)ph −
R∑

i=0

(R−i+1)l∑

j=0

(i+1)l∑

r=0

LR−i
j A2L

i
re

−(r+j)ph

⎞

⎠ .

Изменяя порядок суммирования, производя сдвиг индексов суммирования и учитывая (29),
а именно: Lk−j

s = 0 для s < 0, Lj
i−s = 0 для i− s > (j + 1)l, имеем:

LR+1(e−ph) =

=

((R+1)+1)l∑

j=0

A−1
4

⎡

⎣
j∑

s′=(R+1)l

⎡

⎣L((R+1)−1)
s′ A1,j−s′ −

(R+1)−1∑

i=0

L
((R+1)−(1+i))
s′ A2L

i
j−s′

⎤

⎦ e−jph

⎤

⎦ . (31)
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Тогда согласно (26) и (31) получаем

LR+1(e−ph) =

((R+1)+1)l∑

j=0

LR+1
j e−jph. (32)

Из (32) можно заключить, что (24) верно для k = R + 1, и по схеме метода математической
индукции (24) справедливо для ∀k ∈ Z+.
Докажем (25) и (27). Прежде всего отметим, что из (7), (25) и (27) следует представление

H0(e−ph) в виде (25) для k = 0. Представления (25) и (27) докажем методом математической
индукции. Предположим, что (24) и (26) справедливы для всех k � R. Тогда при k = R + 1
из (19) в соответствии с (7), (19) и (25) следует

HR+1(e−ph) = A−1
4

(
l∑

s=0

A1se
−sph

Rl∑

r=0

HR
r e−rph−

−A2

R∑

i=0

(i+1)l∑

j′=0

Li
j′e

−j′ph
(R−i)l∑

r′=0

HR−i
r′ e−r′ph −

R∑

i=0

il∑

r′=0

H i
r′e

−r′ph
(R−i+1)l∑

j′=0

LR−i
j′ A2e

−j′ph

⎞

⎠ .

Изменяя порядок суммирования, производя сдвиг индексов суммирования и учитывая (30), име-
ем:

HR+1(e−ph) = A−1
4

⎛

⎝
(R+1)l∑

s′=0

s′∑

r=s′−l

A1,s′−rH
R
r (e

−s′ph) −

−
(R+1)l∑

s′′=0

s′′∑

r′=s′′−(R+1)l

R∑

i=0

A2L
i
s′′−r′H

R−i
r′ (e−s′′ph)−

(R+1)l∑

s′′′=0

s′′′∑

j′=s′′′−Rl

R∑

i=0

H i
s′′′−j′L

R−i
j′ A2(e

−s′′′ph)

⎞

⎠ .

Отсюда и из (27) следует

HR+1(e−ph) =

(R+1)l∑

j=0

HR+1
j e−jph.

Таким образом, заключаем, что (25) верно для k = R + 1, а значит, (25) и (27) верно ∀k ∈ Z+,
и k � 0. Лемма 4 доказана. �
Зная асимптотику (16)—(17) и представление (18)—(19), можно записать асимптотику преоб-

разования (10), (11).

Следствие 1. Пусть detA4 �= 0. Тогда существует такое μ∗ > 0, что для всех μ ∈ (0, μ∗]
расщепляющее преобразование (10), (11) можно представить в виде асимптотического ряда

T (μ, e−ph) =

∞∑

m=0

μmTm(e−ph) =

∞∑

m=0

l∑

j=0

μmTm
j e

−jph, (33)

где Tm
j ∈ R

n1+n2, j � 0, m � 0—постоянные матрицы, которые легко выразить через Lm
j , H

m
j .

Теорема 1 (о расщеплении системы). Если detA4 �= 0, то найдется такое μ∗ > 0, что в ре-
зультате замены переменных (10), (11) для всех μ ∈ (0, μ∗] система (1)—(2), (3) преобразуется
в эквивалентную систему с разделенными движениями

ξ̇(t) = Aξ(μ, e
−ph)ξ(t) +Bξ(μ, e

−ph)u(t), ξ(t) ∈ R
n1 , (34)

μη̇(t) = Aη(μ, e
−ph)η(t) +Bη(μ, e

−ph)u(t), η(t) ∈ R
n2 , t > 0, (35)

с начальными условиями

ξ(0) = x0 − μL(e−ph)H(e−ph)x0 − μH(e−ph)y0, ξ(θ) = ϕ(θ)− μL(e−ph)H(e−ph)ϕ(θ), θ < 0, (36)

η(0) = (e−ph)Lx0 − y0, y(θ) = L(e−ph)ϕ(θ), θ < 0, (37)
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где
Aξ(μ, e

−ph) � A1(e
−ph)−A2L(μ, e

−ph),

Bξ(μ, e
−ph) � B1(e

−ph)−H(μ, e−ph)B2 − μH(μ, e−ph)L(μ, e−ph)B1,

Aη(μ, e
−ph) � A4 − μL(μ, e−ph)A2,

Bη(μ, e
−ph) � B2 + μL(μ, e−ph)B1,

(38)

e−phx0 � ϕ(−h),
e−jphx0 � 0, j > 1,

e−jphy0 � 0, j > 0.

(39)

Доказательство. Для обоснования декомпозиции применим преобразование (10), (11), (14) к си-
стеме (8)—(9) и умножим преобразованное уравнение слева на diag{En1 , μEn2}T−1(μ, e−ph):

p · diag{En1 , μEn2}ζ(t) = Aξη(μ, p)ζ(t) +Bξη(μ, p)u(t),

где ζ(t) = {ξ(t), η(t)}′,

Aξη(μ, p) = T−1(μ, p)A(μ, p)T (μ, p) =

(
Aξ(μ, p) 0n1×n2

0n2×n1 Aη(μ, p)

)
,

Bξη(μ, p) = T−1(μ, p)B(μ) =

(
Bξ(μ, p)
Bη(μ, p)

)
.

В результате получим эквивалентную (8)—(9) систему

ξ̇(t) =
[
A1 −A2L

]
ξ(t) +

[
B1 − μHLB1 −HB2

]
u(t),

μη̇(t) =
[
A4 + μLA2

]
η(t) +

[
B2 + μLB1

]
u(t),

что в силу (38) равносильно (34)—(35).
Применяя преобразование (10), (11), (14) к начальным условиям (3), получаем начальные усло-

вия для расщепленной системы:

ξθ = (En1 − μH(e−ph)L(e−ph))xθ − μH(e−ph)yθ,

ηθ = L(e−ph)xθ + yθ, θ � 0,

что с учетом (3) совпадает с (36). �

Лемма 3. Расщепленная система (34), (35) имеет асимптотическое представление:

ξ̇(t) = (A0
ξ + μA1

ξ(e
−ph) + μ2A2

ξ(e
−ph) + . . .)ξ(t) + (B0

ξ + μB1
ξ (e

−ph) + . . .)u(t), (40)

μη̇(t) = (A0
η + μA1

η(e
−ph) + μ2A2

η(e
−ph) + . . .)η(t) + (B0

η + μB1
η(e

−ph) + . . .)u(t), (41)

с начальными условиями

ξ(0) = ξ0 + μξ1 + μ2ξ2 + . . . , ξ(θ) = ϕ0(θ) + μϕ1(θ) + . . . , θ < 0,

η(0) = η0 + μη1 + μ2η2 + . . . , η(θ) = η0(θ) + μη1(θ) + . . . , θ < 0,
(42)

где для всех m ∈ Z+ справедливы следующие соотношения:

Am
ξ (e−ph) =

(m+1)l∑

j=0

Am
ξje

−jph,
A0

ξj = A1j −A2L
0
j , m = 0, j = 0, l;

Am
ξj = −A2L

m
j , m � 1, j = 0, (m+ 1)l,

Bm
ξ (e−ph) =

ml∑

j=0

Bm
ξje

−jph, B0
ξj = B1 −H0

jB2, m = 0, j = 0, l;

Bm
ξj = −

⎛

⎝Hm
j B2 +

m−1∑

i=0

il∑

k=j+(m−i)l

H i
kL

m−i−1
j−k B1

⎞

⎠ , m � 1, j = 0,ml,
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Am
η (e−ph) =

ml∑

j=0

Am
ηje

−jph,
A0

η0 = A4m = 0; A0
ηj = 0, j �= 0,

Am
ηj = −Lm−1

j A2, m � 1, j = 0,ml,

Bm
η (e−ph) =

ml∑

j=0

Bm
ηje

−jph,
B0

η0 = B2m = 0; B0
ηj = 0, j �= 0,

Bm
ηj = Lm−1

j B1, m � 1, j = 0,ml,

ξ0 = ϕ(0) −
∞∑

m=1

μmϕm(0), ϕm(0) =
m−1∑

n=0

HnLm−n−1ϕ(0) −Hm−1y0, m � 1,

ξm = ϕ(θ)−
∞∑

m=1

μmϕm(θ), m � 1, ϕ0(θ) = ϕ(θ),

ϕm(θ) =

m−1∑

n=0

HnLm−n−1ϕ(θ), m � 1,

η0 = y0 +
∞∑

m=0

μmLmϕ(0), m � 0,

ηm(θ) =

∞∑

m=0

μmLmϕ(θ), m � 0.

Доказательство. Из (34), (14), (24) и (25) получаем

Aξ(e
−ph) = A1(e

−ph)−A2L(μ, e
−ph),

Aξ(e
−ph) =

l∑

j=0

A1je
−jph −A2

∞∑

m=0

μm
(m+1)l∑

j=0

Lm
j e

−jph.

Из (34) и (14) имеем

Aξ(e
−ph) = μ0

l∑

j=0

(A1j −A2L
0
j)e

−jph −
∞∑

m=1

μmA2

(m+1)l∑

j=0

Lm
j e

−jph,

Aξ(e
−ph) =

∞∑

m=0

μmAm
ξ (e−ph).

Из (35) находим

Bξ(e
−ph) = B1 −H(μ, e−ph)B2 − μH(μ, e−ph)L(μ, e−ph)B1.

Из (14) и (40) следуют соотношения

Bξ = B1 −
∞∑

i=0

⎛

⎝μi
il∑

j=0

H i
je

−jph

⎞

⎠B2 − μ
∞∑

i′=0

μi
′

i′l∑

j′=0

H i
j′e

−j′ph
∞∑

i′′=0

μi
′′
(i′′+1)l∑

j′′=0

Li′′
j′′e

−j′′phB1,

и

Bξ(e
−ph) = μ0(B1 −H0

0B2)−
∞∑

i=1

⎛

⎝μi
il∑

j=0

H i
je

−jph

⎞

⎠B2−

−
∞∑

i′=0

∞∑

i′′=0

μ(i
′+i′′+1)

i′l∑

j′=0

(i′′+1)l∑

j′′=0

H i
j′L

i′′

j′′e
−(j′+j′′)ph)B1.
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Изменяя порядок суммирования и используя сдвиг индексов, получаем:

Bξ(e
−ph) = μ0(B1 −H0

0B2)−
∞∑

m=1

μm
ml∑

j=0

⎛

⎝Hm
j B2 +

m−1∑

i=0

il∑

k=j+(m−i)l

H i
kL

m−i−1
j−k B1

⎞

⎠ e−jph.

Таким образом,

Bξ(e
−ph) =

∞∑

m=0

μmBm
ξ (e−ph).

Аналогично доказываются формулы (16), (17), (40) и (41); для Aη(e
−ph) имеем:

Aη(e
−ph) =

∞∑

m=0

μmAm
η (e−ph),

Из (40) и (41), для Bη(e
−ph) получаем

Bη(e
−ph) =

∞∑

m=0

μmBm
η (e−ph).

Таким образом,

ξ̇(t) =

[ ∞∑

m=0

μmAm
ξ (e−ph)

]
ξ(t) +

[ ∞∑

m=0

μmBm
ξ (e−ph)

]
u(t),

μη̇(t) =

[ ∞∑

m=0

μmAm
η (e−ph)

]
η(t) +

[ ∞∑

m=0

μmBm
η (e−ph)

]
u(t),

что является представлением (40), (35). Доказательство остальных формул выполняется анало-
гично с использованием (39) с (16), (17), (24), (25). Лемма 3 доказана. �
Обозначим через O(μ) («O большое от μ») вектор-функцию f(t, μ) на интервале [t1, t2], ком-

поненты fi(t, μ) которой удовлетворяют следующему условию: существуют такие постоянные
μ∗ > 0, c > 0, что евклидова норма |f(t, μ)| удовлетворяет неравенству

|f(t, μ)| � cμ

для всех μ ∈ (0, μ∗] и всех t ∈ [t1, t2]. Размерность вектор-функции f(t, μ) следует из контекста.
Основываясь на аппроксимации k-го порядка (k = 0, 1, . . .) из (22), несложно по (33) определить

аппроксимацию преобразования T (μ, e−ph) k-го порядка, а также аппроксимацию k-го порядка
быстрой и медленной подсистем расщепленной системы (40), (41).
Из лемм 4 и 2 вытекает следующее утверждение.

Лемма 4 (об аппроксимации матриц преобразования). Пусть detA4 �= 0. Для достаточно
малых μ > 0 зависящие от параметра функциональные матрицы L(μ, e−ph), H(μ, e−ph), являю-
щиеся решением (12), (13), имеют асимптотическое приближение вида

L(μ, e−ph) =

k∑

m=0

μm
(m+1)l∑

j=0

Lm
j e

−jph +O(μk+1),

H(μ, e−ph) =
k∑

m=0

μm
ml∑

j=0

Hm
j e

−jph +O(μk),

где Lm
j , H

m
j , m = 0, 1, 2, . . . можно найти согласно итеративной схеме (26), (27), (29), (30).

Из леммы 3 вытекает следующее утверждение.



180 О. Б. ЦЕХАН, Ч. А. НАЛИГАМА

Лемма 5 (об аппроксимации системы). Пусть detA4 �= 0. Для достаточно малых μ > 0 рас-
щепленная система (34), (35) асимптотически аппроксимируется для любого k, k = 0, 1, 2, . . .,
системой

ξ̇(t) =

[
k∑

m=0

μmAm
ξ (e−ph) +O(μk)

]
ξ(t) +

[
k∑

m=0

μmBm
ξ (e−ph) +O(μk)

]
u(t), (43)

μη̇(t) =

[
k∑

m=0

μmAm
η (e−ph) +O(μk)

]
η(t) +

[
k∑

m=0

μmBm
η (e−ph) +O(μk)

]
u(t), (44)

с начальными условиями

ξ(0) = ξ0 + . . . + μkξk +O(μk), ξ(θ) = ϕ0(θ) + . . .+ μkϕk(θ) +O(μk), θ < 0,

η(0) = η0 + . . .+ μkηk +O(μk), η(θ) = η0(θ) + . . .+ μkηk(θ) +O(μk), θ < 0,
(45)

где компоненты (43)—(42) вычисляются по формулам леммы 3.

Относительно вырожденной системы (4) и системы погранслоя (6) имеют место следующие
аппроксимации.

Следствие 2. Пусть detA4 �= 0. Для достаточно малых μ > 0 расщепленная система (34),
(35) является O(μ)-близкой к вырожденной системе (4) и системе погранслоя (6).

Доказательство. Из (4), (5) и формул леммы 3 получаем

Aξ(μ, e
−ph) = As +O(μ), Bξ(μ, e

−ph) = Bs +O(μ),

Aη(μ, e
−ph) = A4 +O(μ), Bη(μ, e

−ph) = B2 +O(μ).

Далее доказательство следует из леммы 5. �
Таким образом, мы обосновали, что вырожденная система (4) и система погранслоя (6) пред-

ставляют из себя асимптотическую декомпозицию исходной системы (1)—(2).
В качестве следствия из леммы 5 получаем, что хотя результирующая расщепленная систе-

ма (34)—(35) является в общем случае системой с бесконечным запаздыванием, для любого фик-
сированного k, k = 0, 1, 2, . . . она аппроксимируется с точностью O(μk) системой с конечным
запаздыванием (43), (44).

4. Примеры.

Пример 1. Рассмотрим иллюстративный пример:
ẋ1(t) = −x1(t) + 2x2(t)− x2(t− 1)− y(t),

ẋ2(t) = −x1(t) + 2x2(t) + x1(t− 1)− x2(t− 1),

μẏ(t) = −x1(t) + 2x2(t)− x2(t− 1)− y(t) + u(t),

(46)

h = 1, l = 1, с начальными условиями

x0 =

[
1
0

]
, ϕ(θ) =

[
1
0

]
, θ ∈ [−1, 0], y0 = 0, u(t) ≡ 1, t � 0, u(t) ≡ 0, t < 0.

Система (46) является частным случаем системы (1)—(2) с параметрами

A10 =
(− 1, 21, 2

)
, A11 =

(
0 −1
1 −1

)
, A2 =

(−1
0

)
, B1 =

(
0
0

)
,

A30 =
(− 1, 2

)
, A31 =

(
0, −1

)
, A4 = −1, B2 = 1.

Выпишем первые члены асимптотических разложений (16)—(17), рассчитанные по форму-
лам (18)—(19).
При λ = e−ph из (18), (20) имеем:

L0 =
[
1, λ− 2

]
, L1 =

[− (λ− 1)(λ− 2), (λ− 2)2
]
,

L2 =
[
(λ− 1)(λ− 2)− (λ− 1)(λ− 2)2, (λ− 2)3 − (λ− 2)2

]
.
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Согласно (19), (21) получаем

H0 =

(
1
0

)
, H1 =

( −1
1− λ

)
, H2 =

(
2(λ− 1)(λ − 2) + 1

2λ− (λ− 1)(λ− 2)− 2

)
.

Для аппроксимаций до 2-го порядка расщепленной системы по (59), (60) получаем:

A0
ξ(λ) = A1 −A2L

0 =

[
0 0

λ− 1 2− λ

]
, A1

ξ(λ) = −A2L
1 =

[−(λ− 1)(λ− 2) +(λ− 2)2

0 0

]
,

A2
ξ(λ) = −A2L

2 =

[−(λ− 1)(λ − 2)2 + (λ− 1)(λ − 2) −(λ− 2)2 + (λ− 2)3

0 0

]
,

B0
ξ (λ) = B1 −H0B2 =

[−1
0

]
, B1

ξ (λ) = −H1B2 −H0L0B1 =

[
1

−1 + λ

]
,

B2
ξ (λ) = H2B2 +H0L1 +H1L0 =

[
(λ− 1)(λ− 2) 2(λ− 1)(λ − 2)− λ+ (λ− 2)2 + 3

λ− (λ− 1)(λ− 2)− 1 2λ− 2(λ− 1)(λ − 2)− 2

]
,

A0
η(λ) = A4 = [−1], A1

η(λ) = −L0A2 = [1], A2
η(λ) = −L1A2 = [−(λ− 1)(λ− 2)],

B0
η(λ) = B2 = [1], B1

η(λ) = L0B1 = [0], B2
η(λ) = L1B1 = [0].

Расщепленная систем нулевого порядка аппроксимации

ξ̇01(t) = −u(t),
ξ̇02(t) = −ξ01(t) + 2ξ02(t) + ξ01(t− 1) − ξ02(t− 1),

ξ01(0) = 1, ξ02(0) = 0, ξ01(θ) = 1, ξ02(θ) = 0, θ ∈ [−1, 0),

d

dτ
η0(τ) = −η0(τ) + u(τ), η0(0) = 1.

для системы (46) совпадает с ее вырожденной системой (4)

ẋ1(t) = −u(t),
ẋ2(t) = −x1(t) + 2x2(t) + x1(t− 1)− x2(t− 1)

и системой погранслоя (6):
d

dτ
y(τ)) = −y(τ) + u(τ).

Система асимптотического приближения первого порядка расщепленной системы имеет следую-
щий вид:

ξ̇11(t) = (μ − 1)ξ11(t) + ξ11(t− 1)− μξ11(t− 2) + 2(1− μ)ξ12(t) + (μ− 1)ξ12(t− 1)−
− (1 + μ)u(t) + 2μu(t− 1),

ξ̇12(t) = −ξ11(t) + 2ξ12(t) + ξ11(t− 1)− ξ12(t− 1)− μ(u(t)− u(t− 1)),

ξ11(0) = 1− μ, ξ02(0) = 0, ξ11(θ) = 1− μ, ξ12(θ) = 0, θ ∈ [−2, 0),

d

dτ
η1(τ) = −(1 + μ)η1(τ) + u(τ), η1(0) = μ,

Пример 2. Рассмотрим систему
ẋ(t) = −x(t)− y(t),

μẏ(t) = −x(t− 2)− y(t) + u(t),
(47)

h = 2, l = 2, с начальными условиями

x0 = 1, ϕ(θ) = 1, θ ∈ [−2, 0], y0 = 2.

Параметры системы в виде (1)—(2):

A10 = (−1), A11 = (0), A2 = (−1), B1 = (0),

A30 = (0), A31 = (−1), A4 = (−1), B2 = (1).
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Рис. 1. x-Компонента точного решения (сплошная жирная линия) и ее асимптотические прибли-
жения нулевого (пунктирная линия) и 1-го порядка (сплошная тонкая линия) при μ = 0,1

Аппроксимация нулевого порядка расщепленной системы (47) имеет вид

ξ̇0(t) = −ξ0(t) + ξ0(t− 2)− u(t), t ∈ [0, 4],

d

dτ
η0(τ) = −η0(τ) + u(τ), τ ∈ [0, 4/μ],

ξ0(θ) = 1, θ ∈ [−2, 0], η0(0) = 3,

и совпадает с вырожденной системой и системой погранслоя для (47). Система асимптотического
приближения первого порядка расщепленной системы (43), (44) для (47) имеет вид

ξ̇1(t) = −ξ1(t) + (1 + μ)ξ1(t− 2)− μξ1(t− 4) + (−1 + μ)u(t) + 2μu(t− 2), t ∈ [0, 4],

d

dτ
η1(τ) = −η1(τ) + μη1

(
τ − 2

μ

)
+ u(τ), τ ∈ [0, 4/μ],

ξ1(0) = 1− 3μ, ξ1(θ) = 1, θ ∈ [−2, 0],

ξ1(θ) = 0, θ < −2,

η1(θ) = 3 + μ, θ ∈ [−2, 0].

Сравнение точного решения с решениями, полученными на основе аппроксимаций 0-го и 1-го
порядков, при u(t) ≡ 1, t � 0, ϕ(θ) ≡ 0, u(t) ≡ 0, t < 0, μ = 0,1 представлено на рис. 1—2.

5. Заключение. В статье для линейной стационарной сингулярно возмущенной системы
управления с соизмеримыми запазываниями в медленных переменных состояния исследуется
невырожденного преобразования типа Chang, которое разделяет исходную сингулярно возмущен-
ную систему на две несвязанные регулярно зависящие от малого параметра подсистемы: медлен-
ную и быструю подсистемы меньших размеров, чем исходные, в общем случае с бесконечным за-
паздыванием с исчезающей памятью. Получены выражения для асимптотических приближений
произвольного порядка как невырожденного расщепляющего преобразования, так и получаю-
щихся в результате преобразования исходной системы двух несвязанных подсистем. Установлено,
что асимптотическое приближение любого порядка расщепленной системы представляет собой
систему с конечным кратным запаздыванием в состоянии и управлении. В соответствии с фор-
мулами (18), (19) построение асимптотических аппроксимаций может быть реализовано в виде
программ для систем компьютерной алгебры.
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Рис. 2. y-Компонента точного решения (сплошная жирная линия) и ее асимптотические прибли-
жения нулевого (пунктирная линия) и первого порядка (сплошная тонкая линия) при μ = 0,1

Использование в расщепленной системе (34), (35) аппроксимаций (22) позволяет получать по-
следовательность асимптотических приближений системы уравнений с разделенными движени-
ями, регулярно зависящих от малого параметра, обеспечить вычисление собственных значений
системы, решений x(t), y(t) системы (1)—(2) с любой степенью точности (асимптотически). При-
менение построенных асимптотических аппроксимаций расщепляющего преобразования позво-
ляет свести решение ряда задач устойчивости, управления и оценивания для больших систем
с сингулярными возмущениями и запаздыванием к системам меньшей размерности, не завися-
щим или регулярно зависящими от малого параметра.
Для анализа точности асимптотического приближения решения выполнено моделирование

средствами Wolfram Mathematica. Продемонстрировано, что построенные аппроксимации более
высокого порядка позволяют получать асимптотически более высокую точность решения систе-
мы.
Полученные результаты можно использовать для решения задач анализа и синтеза линейных

стационарных сингулярно возмущенных систем управления запаздывающего типа, построения
асимптотических композитных наблюдателей и регуляторов.
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