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Abstract. This paper is a brief review of results in the theory of Killing vector fields defined on
Riemannian manifolds of constant and nonnegative curvature.
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Изучение преобразований, которые сохраняют метрику пространства-времени, играет исклю-
чительно важную роль в математической физике. Достаточно сказать, что с такими преобра-
зованиями связаны наиболее важные законы сохранения. Эти преобразования порождают так
называемое векторное поле Киллинга. Векторные поле Киллинга в физике указывают на сим-
метрию физической модели и помогают найти сохраняющиеся величины, такие как энергия,
импульс. В теории относительности, например, если метрический тензор не зависит от времени,
то в пространстве-времени существует времениподобный вектор Киллинга, с которым связана
сохраняющаяся величина — энергия гравитационного поля. Название дано в честь немецкого ма-
тематика В. Киллинга (1847–1923), открывшего группы Ли и многие их свойства параллельно
с Софусом Ли.
Геометрию векторных полей Киллинга изучали многие ученые: W. Killing, В. Н. Берестовский,

T. Adachi, Ю. Г. Никоноров, М. О. Катанаев, C. Beetle, M. Gurses, S. Maeda, S. Z. Nemeth,
K. Nomizu, T. Oprea, K. Yano, S. Kobayashi и др.
В целом ряде областей физики, например, в теории электромагнитного поля, в теории тепла,

в статической физике и в теории оптимального управления, нужно рассматривать не векторные
поля, а семейство векторных полей. В этом случае основным объектом исследования является ор-
бита семейства векторных полей. В настоящее время изучение геометрических и топологических
свойств орбит векторных полей является одной из актуальных задач современной геометрии.
Изучению геометрии орбит семейства гладких векторных полей посвящены исследования мно-
гих математиков в связи с его важностью в различных разделах математики, такие как теория
оптимального управления, дифференциальные игры и геометрия сингулярных слоений.
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В этой работе приведен обзор работ по геометрии и топологии орбит векторных полей Киллин-
га. Всюду под гладкостью понимается гладкость класса C∞, если не указан конкретный класс.
Пусть D— семейство гладких векторных полей, заданных на многообразии M . Известно, что

разбиение многообразия на орбиты является сингулярным слоением. Напомним определение син-
гулярного слоения (см. [19]).
Подмножество L многообразия M называется слоем, если
(i) существует такая дифференциальная структура σ на L, что гладкое многообразие (L, σ)

является k-мерным погруженным подмногообразием многообразия M ;
(ii) для локально связного топологического пространства N и для такого непрерывного отоб-

ражения f : N →M , что f(N) ⊂ L, отображение f : N → (L, σ) непрерывно.
Разбиение F многообразия M на слои называется гладким (класса Cr) сингулярным слоением

(слоением с особенностями), если выполнены следующие условия:
(i) для каждой точки x ∈ M существует такая Cr-карта (ψ,U), содержащая точку x, что

ψ(U) = V1 × V2, где V1— окрестность начала в R
k, V2— окрестность начала в R

n−k, k—
размерность слоя, проходящего через точку x;

(ii) ψ(x) = (0, 0);
(iii) для каждого слоя L, удовлетворяющего условию L ∩ U �= ∅, имеет место соотношение

L ∩ U = ψ−1(V1 × l), где l = {v ∈ V2 : ψ
−1(0, v) ∈ L}.

Если размерности слоев слоения с особенностями одинаковы, то оно является регулярным
слоением в смысле определения, данного в [20].
С геометрической точки зрения, важными классами слоений являются римановы слоения.

Слоение F на римановом многообразии M называется римановым, если каждая геодезическая,
ортогональная в некоторой своей точке к слою слоения F , остаётся ортогональной во всех своих
точках ко всем слоям F (см. [18]).
Римановы слоения без особенностей впервые были введены и изучены Рейнхартом в [18]. Ри-

мановы слоения изучены многими математиками (см. [12–14,16, 21]).
Римановы слоения с особенностями были введены и изучены в работах P. Molino [15] и А. Нар-

манова [6, 8].
Пусть M — гладкое связное риманово многообразие размерности n.

Определение 1. Векторное поле X на M называется векторным полем Киллинга, если одно-
параметрическая группа локальных преобразований t → Xt(x), порожденная полем X, состоит
из изометрий.

Пример 1. Рассмотрим на двумерной евклидовой плоскости R
2(x, y) векторные поля

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
.

Для точки (x0, y0) преобразование t→ Xt(x) для этих векторных полей имеют вид соответственно{
x(t) = x0 + t,

y(t) = y0;

{
x(t) = x0,

y(t) = y0 + t;

{
x(t) = x0 sin t+ y0 cos t,

y(t) = x0 cos t− y0 sin t.
. (1)

Первые два отображение являются параллельными переносами по направлению осей Ox и Oy
соответственно, а последнее — вращением вокруг начала координат. Указанные отображения яв-
ляются изометриями евклидовой плоскости, поэтому соответствующие векторные поля являются
векторными полями Киллинга.

Пример 2. В трёхмерном евклидовом пространстве R
3(x, y, z) существует шесть линейно

независимых полей Киллинга над полем вещественных чисел:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z
,

X4 = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
, X5 = −z ∂

∂x
+ x

∂

∂z
, X6 = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
.
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Группы преобразований, порожденные векторными полями X1, X2, X3, являются группами па-
раллельных переносов по направлению осей Ox, Oy и Oz соответственно, а последние три явля-
ются группами вращений вокруг осей Ox, Oy и Oz соответственно. Последние три поля являются
также полями Киллинга на сфере S2.

Пример 3. Рассмотрим трехмерную сферу S3 в R4 ∼= xC2 с индуцированной метрикой. Пусть
(x1, x2, x3, x4)— точка на сфере S3. С помощью комплексных чисел трехмерную сферу можно
записать следующим образом:

S3 = {(z1, z2); |z1|2 + |z2|2 = 1},
где z1 = x1 + ix2, z2 = x3 + ix4.
Рассмотрим в R

4 векторное поле Киллинга

X = −x2 ∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
− x4

∂

∂x3
+ x3

∂

∂x4
.

Легко проверить, что заданное векторное поле касается сферы. Для точки (z1, z2) ∈ S3 инте-
гральная кривая векторного поля X, выходящая из точки (z1, z2) при t = 0, имеет вид

γ(t) = {(z1eit, z2eit), −∞ < t <∞}.
Очевидно, что интегральная кривая γ(t) является окружностью. Семейство интегральных кри-
вых векторного поля X порождает гладкое расслоение, которое называется расслоением Хопфа.

Векторное поле Киллинга обладают следующими свойствами (см. [4]):
(i) скобка Ли двух полей Киллинга является полем Киллинга;
(ii) линейная комбинация полей Киллинга над полем действительных чисел является полем

Киллинга.
Поэтому множество всех векторных полей Киллинга на многообразии M , обозначаемое K(M),
образует алгебру Ли над полем действительных чисел.
Приведем некоторые известные свойства векторных полей Киллинга.

Теорема 1 (см. [5, с. 224]). Алгебра Ли K(M) киллинговых векторных полей связного рима-
нова многообразия M имеет размерность не более 1

2n(n+ 1), где n = dimM . Если dimK(M) =
1
2n(n+ 1), то M —многообразие постоянной кривизны.

Теорема 2 (см. [4]). Длина вектора Киллинга остается постоянной вдоль интегральной
кривой векторного поля Киллинга.

Теорема 3 (см. [4]). Пусть X —векторное поле Киллинга на римановом многообразии
(M,g). Интегральные кривые поля X являются геодезическими линиями тогда и только тогда,
когда длина векторного поля |X| постоянна на M .
В дальнейшем нам понадобится следующая теорема, которая дает необходимое и достаточное

условие того, чтобы данное векторное поле в евклидовом пространстве было киллинговым.

Теорема 4. Векторное поле

X =
n∑

i=1

Xi
∂

∂xi

в R
n является векторным полем Киллинга тогда и только тогда, когда выполняется условия

∂Xi

∂xj
+
∂Xj

∂xi
= 0, i �= j,

∂Xi

∂xi
= 0, i, j = 1, n.

Как показывает пример 1, интегральные кривые векторного поля Киллинга не всегда являют-
ся геодезическими линиями. Теорема 4 утверждает, что если длина векторного поля Киллинга
постоянна на всем многообразии, то интегральные кривые являются геодезическими линиями.
В. Н. Берестовский и Ю. Г. Никоноров доказали (см. [4]), что если длина векторного поля

Киллинга постоянна на всем многообразии, то интегральные кривые являются геодезическими
линиями.
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Следующее утверждение показывает, что на двумерном круговом цилиндре интегральные кри-
вые векторного поля Киллинга всегда являются геодезическими линиями (см. [3]).

Теорема 5. Интегральная кривая каждого гладкого векторного поля Киллинга на двумерном
круговом цилиндре является геодезической линией.

Замечание 1. Как показывает следующий пример, интегральные кривые векторного поля
Киллинга на трехмерном круговом цилиндре не обязаны быть геодезическими линиями.

Пример 4. Пусть цилиндрM = S2×R
1 вложен в R4 с помощью следующих параметрических

уравнений
x = cos u sin v, y = cos u cos v, z = sinu, w = t.

Рассмотрим векторное поле

X = y
∂

∂x
− x

∂

∂y

в R
4. По теореме 5 можно проверить, что рассматриваемое поле является полем Киллинга в R

4.
Кроме того, это поле касается M . Поэтому поле X является векторным полем Киллинга на M .
Интегральные кривые, проходящие через точки (x0, y0, z0, w0) поля X, имеют вид

x(t) = x0 cos t+ y0 sin t, y(t) = −x0 sin t+ y0 cos t, z(t) = z0, w(t) = w0.

Если z0 �= 0, то эта кривая не является большой окружностью на S2. Следовательно, она не
является геодезической линией.

В дальнейшем нам понадобится следующая теорема.

Теорема 6 (см. [11]). Пусть M — гладкое риманово многообразие размерности n, D— семей-
ство гладких векторных полей Киллинга. Предположим, что орбиты семейства D имеют раз-
мерности, меньшие n. Тогда разбиение многообразия на орбиты является сингулярным рима-
новым слоением.

Рассмотрим векторные поля X и Y в R4, которые в декартовых координатах имеют следующий
вид:

X = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
− w

∂

∂z
+ z

∂

∂w
, Y = z

∂

∂x
+ w

∂

∂y
− x

∂

∂z
− y

∂

∂w
.

Согласно приведенной выше теореме 6 легко проверить, что эти поля являются векторными
полями Киллинга. Обозначим через S3 единичную сферу с индуцированной метрикой из R

4,
которая задана уравнением x2 + y2 + z2 + w2 = 1. Нетрудно проверить, что эти векторные поля
касаются сферы S3. Значит, эти поля являются векторными полями Киллинга на сфере S3.

Теорема 7. Семейство D = {X,Y } вполне интегрируемо. Регулярные слои слоения F явля-
ются двумерными торами. Множество сингулярных слоев состоит из двух окружностей.

Замечание 2. Векторные поляX и Y не имеют критических точек. Так как каждое векторное
поле, касательное к двумерной сфере, обязательно имеет критическую точку на ней, орбита этого
семейства не может быть двумерной сферой (см. [1]).

Замечание 3. Как следует из результатов работы [?], если семейство вполне интегрируемо,
то орбита совпадает с интегральным подмногообразием.

Следующая теорема из [11] даёт полную классификацию геометрий орбит векторных полей
Киллинга в трёхмерном евклидовом пространстве.

Теорема 8. Пусть D— семейство векторных полей Киллинга в R
3. Тогда орбиты этого се-

мейства порождают слоение F , которое имеет один из следующих семи типов:
1. слоение F состоит из параллельных прямых ;
2. слоение F состоит из концентрических окружностей, лежащих на параллельных плоско-
стях и прямой, которая является множеством центров;
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3. слоение F состоит из винтовых линий, лежащих на концентрических круговых цилин-
драх, одна из которых является осью цилиндров;

4. слоение F состоит из параллельных плоскостей;
5. слоение F состоит из концентрических сфер и точки (центр сфер);
6. слоение F состоит из концентрических круговых цилиндров и прямой (ось цилиндров);
7. слоение F имеет только один слой R

3.

В доказательстве теоремы будет использовано следующее предложение.

Теорема 9 (см. [7]). Пусть F — сингулярное риманово слоение на полном римановом много-
образии M , γ0— геодезическая, идущая из некоторой точки x0 в некоторую точку y0, орто-
гональная к F . Тогда для каждой точки x ∈ L(x0) существует геодезическая γ, идущая из x
в некоторую точку слоя L(y0), причем ортогональная к F и имеющая длину, равную длине γ0.

Также в [7] приведены подробные примеры орбит векторных полей Киллинга для каждого
пункта теоремы 8. Перечислим их.
1. Рассмотрим семейство векторных полей D, состоящее из одного векторного поля

X = 2
∂

∂x
+

∂

∂y
− 3

∂

∂z
.

Нетрудно проверить, что векторное поле X является векторным полем Киллинга. Интеграль-
ные кривые векторного поля X порождают слоение, состоящее из параллельных прямых.

2. Пусть семейство D состоит из векторного поля

X = (1− z)
∂

∂y
+ (y − 4)

∂

∂z
.

Для векторного поля X выполняется условие теоремы 5, поэтому оно является векторным
полем Киллинга. Слоение, порожденное интегральными кривыми векторного поля X, состоит
из концентрических окружностей, лежащих на параллельных плоскостях. Векторное поле X
порождает группу изометрий, которые являются вращениями вокруг прямой, состоящей из
центров концентрических окружностей. Неподвижные точки заполняют прямую y = 4, z = 1.

3. Рассмотрим векторное поле

X =

{
(3 + z)

∂

∂x
+ 4

∂

∂y
− (x− 1)

∂

∂z

}
.

Интегральные кривые векторного поля X порождают слоение, состоящее из винтовых линий,
лежащих на круговых цилиндрах и прямой, которая является осью цилиндров.

4. Рассмотрим семейство, состоящее из двух векторных полей

D =

{
(3− z)

∂

∂y
+ (y − 1)

∂

∂z
, (2 + z)

∂

∂y
+ (y − 7)

∂

∂z

}
.

Нетрудно проверить, что каждое векторное поле из семейства D является векторным полем
Киллинга. В этом случае орбиты семейства векторных полей D порождают слоение, состоящее
из параллельных плоскостей.

5. Рассмотрим семейство, состоящее из двух векторных полей

D =

{
(3− z)

∂

∂x
+ (x− 1)

∂

∂z
, (1− x)

∂

∂y
+ (y − 1)

∂

∂x

}
.

Непосредственной проверкой можно показать, что для данных векторных полей выполняются
условия теоремы 5, поэтому они являются векторными полями Киллинга. Орбиты семейства
D порождает слоение, которое состоит из концентрических сфер и точки (1, 1, 3), точка (1, 1, 3)
является центром всех сфер.

6. Рассмотрим семейство, состоящее из двух векторных полей

D =

{
(5− z)

∂

∂y
+ y

∂

∂z
, 2

∂

∂y
− ∂

∂z

}
.
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Группа изометрий, порожденная векторными полями из семейства векторных полей D, со-
стоит из композиции сдвигов и вращений вокруг оси z = 5, y = 0. Если рассмотреть орбиту,
проходящую через точку, отличную от точки прямой, то она является цилиндром. Если точка
лежит на прямой, тогда сама прямая является орбитой.

7. Теперь приведем пример семейства киллинговых векторных полей, каждая орбита которого
совпадает с R3. Рассмотрим семейство

D =

{
−z ∂

∂x
+ x

∂

∂z
, (2− z)

∂

∂y
+ (y − 1)

∂

∂z

}
.

Нетрудно проверить, что эти векторные поля являются векторными полями Киллинга. Одно-
параметрическая группа преобразований векторных полей из D состоит из вращений вокруг
двух скрещивающихся прямых: ось Oy и прямая z = 2, y = 1.
Рассмотрим матрицу

A =

⎛
⎝ −z 0 x

0 2− z y − 1
y − 1 −x 0

⎞
⎠ .

Третья строка матрицы A состоит из компонент векторного поля [X,Y ] и detA = 2x(1 − y).
Поэтому ранг матрицы A максимален во всех точках R

3, кроме точек, лежащих на плоскостях
x = 0 и y = 1. Следовательно, если точка p не лежит на этих плоскостях, то dimAp(D) = 3. Так
как dimAp(D) � dimL(p), орбита L(p) является трехмерным многообразием. Поэтому L(p) = R

3.
В работе А. Нарманова и О. Касимова [17] исследованы структуры пространства слоев сингу-

лярного слоения, которые порождаются орбитами векторных полей Киллинга.

Определение 2. Пусть F — сингулярное риманово слоение на полном римановом многооб-
разии. Слоение F называется сингулярным римановым слоением с сечением,.если для каждой
регулярной точки p множество σ := expp(HpL) является полным погруженным подмногообрази-
ем, которое пересекает каждый слой ортогонально и в нем множество регулярных точек всюду
плотно. Множество σ называется сечением.

Следующая теорема, доказанная в [17], является теоремой о достаточных условиях для того,
чтобы слоение, порожденное орбитами векторных полей Киллинга, было слоением с сечением.

Теорема 10. Пусть F — сингулярное слоение на R
n, порожденное орбитами семейства D

векторных полей Киллинга. Предположим, что все сингулярные слои изолированы, а размер-
ность регулярных слоев равна n−1. Тогда слоение F является римановым слоением с сечением.

Теорема 11. Пусть F — сингулярное риманово слоение R
n, порожденное орбитами семей-

ства D векторных полей Киллинга, где n = 2, 3. Предположим, что размерность регулярных
слоев равна n− 1. Тогда слоение F является сингулярным римановым слоением с сечением.

Во второй части статьи [17] доказано, что если орбиты векторных полей Киллинга порождают
сингулярное риманово слоение с сечением, то множество орбит является гладким орбиобразием.
Обозначим черезM связное хаусдорфово топологическое пространство со счетной базой. Пусть

U —открытое подмножество M , V —открытое подмножество в R
n и G—конечная группа Cr

диффеоморфизмов V .
Карта орбиобразия в M — это набор из четырех элементов (U, V,G,ϕ), где ϕ : V → U — отоб-

ражение, являющееся композицией двух отображений ϕ := π̃ ◦ π где π : V → V/G—фактор-
отображение на множество орбит, а π̃ : V/G→ V —произвольный гомеоморфизм.
Атласом класса Cr называется семейство карт A = {(Uα, Vα, Gα, ϕα), α ∈ J} для которых

выполнены условия:
(i) множество {(Uα, α ∈ J} образует покрытие M ;
(ii) для любых двух карт (Uα, Vα, Gα, ϕα) и (Uβ , Vβ, Gβ , ϕβ) из A, удовлетворяющих условию

Uα ∈ Uβ , существует инъекция.
Максимальный атлас A класса Cr называется Cr-структурой дифференцируемого орбиобразия

на M , и пара (M,A) называется дифференцируемым Cr-орбиобразием. Любой атлас класса Cr
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однозначно определяет содержащий его максимальный атлас того же класса. Число n называется
размерностью орбиобразия (M,A).
Иначе можно сказать, что орбиобразие — это топологическое пространство, локально гомео-

морфное фактормножеству открытого подмножества евклидова пространства по действию ко-
нечной группы.
В работе А. Нарманова и О. Касимова [17] в случае сингулярного слоения, доказана следующая

теорема.

Теорема 12. Пусть F — сингулярное слоение в Rn, порожденное орбитами семейства D век-
торных полей Киллинга. Предположим, что слоение F является сингулярным римановым сло-
ением с сечением. Тогда множество слоев F (множество орбит) является орбиобразием.

А. Нармановым и С. Саитовой (см. [9]) введено понятие векторного поля Киллинга типа «пере-
нос» или «вращение» и получены необходимые и достаточные условия коммутирования вектор-
ных полей Киллинга, приведена классификация орбит векторных полей Киллинга в евклидовых
пространствах, а также изучены различные свойства и необходимые и достаточные условия ком-
мутирующих векторных полей Киллинга в евклидовых пространствах.
Доказаны следующие теоремы (см. [9]).

Теорема 13. Два векторных поля Киллинга X, Y , одно из которых порождает «вращение»,
а второе — «перенос», коммутируют тогда и только тогда, когда направление «переноса» поля
Y параллельно подпространству N неподвижных точек поля X.

Теорема 14. Пусть X, Y — векторные поля Киллинга в R
n, порождающие «вращения»,

и N1, N2—множества неподвижных (особых) точек X, Y соответственно. Векторные по-
ля X, Y коммутируют тогда и только тогда, когда либо dimN1 = dimN2 = 0 и N1 = N2, либо
R
n = N1 ⊗N2.

Далее в работе исследована задача о классификации орбит семейства неприводимых векторных
полей Киллинга.

Определение 3. Векторное поле Киллинга в евклидовом пространстве типа «вращение» на-
зывается неприводимым относительно данной системы координат, если множество неподвижных
(особых) точек этого векторного поля является (n−2)-мерной координатной плоскостью. Вектор-
ное поле Киллинга в евклидовом пространстве типа «перенос» называется неприводимым, если
направление переноса параллельно одной из координатных осей.

Приведем теорему о геометрии орбит векторных полей Киллинга в евклидовом простран-
стве при предположении, что семейство B(D) состоит из неприводимых вращений и переносов
(см. [17]).

Теорема 15. Пусть в R
n задано семейство D векторных полей Киллинга, а базисное се-

мейство состоит из m неприводимых векторных полей. Тогда орбита Lp произвольной точки
p ∈ R

n является одним из следующих подмногообразий евклидова пространства:
(i) k-мерной плоскостью, где 0 � k � min{m,n};
(ii) k-мерным тором T k = S1 × S1 × · · · × S1, где 1 � k � min{m, [n/2]};
(iii) k-мерной сферой Sk, где 0 � k � min{m,n− 1};
(iv) k-мерным торическим цилиндром T k1 × R

k2, где k = k1 + k2 и k2 � k � min{m, [n/2]};
(v) k-мерным сферическим цилиндром Sk1 × R

k2, где k = k1 + k2 и k2 � k � min{m,n − 1}.
В [9] изучается геометрия некоторых субмерсий, которые возникают при изучении геометрии

векторных полей Киллинга, а именно, рассматривается семейство D, состоящее из n векторных
полей Киллинга в R

n, из которых k вращений, n− k параллельных переносов, где n = 2k + l:

Yi =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−xi ∂

∂xi−1
+ xi−1

∂

∂xi
, если i четно и 1 < i � 2k,

∂

∂xi
, в противном случае.

(2)
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Показано, что базис минимальной алгебры A(D) состоит из n+ k векторных полей

Xj =
∂

∂xj
, Xn+s = −x2s ∂

∂x2s−1
+ x2s−1

∂

∂x2s
, j = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , k.

Показано, что орбита семейства D для каждой точки совпадает со всем пространством R
n и опре-

делена следующая субмерсия π : Rn+k → R
n:

π(t1, t2, . . . , tn+k) = X
tn+k

n+k (. . . (X
t2
2 (Xt1

1 (O) . . .)),

где O—начало координат в R
n.
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