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Аннотация. Обсуждаются различные постановки математических задач, возникающие при опи-
сании глобальной электрической цепи в атмосфере Земли. Рассматриваются начально-краевые
задачи для нестационарной системы уравнений Максвелла, системы уравнений Максвелла в нере-
лятивистском электрическом приближении и для системы уравнений Максвелла в квазистацио-
нарном приближении, обобщающем нерелятивистские электрическое и магнитное приближения.
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Abstract. In this paper, we discuss various formulations of mathematical problems arising in the
description of the global electric circuit in the Earth’s atmosphere. We consider initial-boundary-value
problems for the nonstationary system of Maxwell equations, the system of Maxwell equations in the
nonrelativistic electric approximation, and for the system of Maxwell equations in the quasistationary
approximation generalizing the nonrelativistic electric and magnetic approximations.
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1. Введение. Физические процессы в атмосфере Земли связаны с многочисленными электро-
магнитными явлениями, которые обусловлены источниками различной природы. Одним из таких
явлений, активно обсуждаемым в последнее время, является наличие в атмосфере Земли глобаль-
ной электрической цепи, представляющей собой распределенный токовый контур, ограниченный
с одной стороны поверхностью Земли, с другой — условной границей атмосферы и ионосферы.
В [43,44] было высказано предположение, что генератором глобальной электрической цепи явля-
ются грозовые облака, что впоследствии подтвердилось теоретическими и экспериментальными
исследованиями.
Вопросам математического, физического и численного моделирования глобальной электриче-

ской цепи в последние несколько десятилетий уделялось большое внимание, что отражено в со-
временной литературе (см. [3, 4, 11, 17–19, 21, 23, 25, 29–33, 37–39, 41, 45, 46]). Впервые адекватная
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математическая постановка задачи для электрического потенциала, описывающего ГЭЦ, была
приведена и исследована в работах [4, 25].
Одна из основных моделей, применяемых при исследовании квазистационарных переходных

процессов, использует нерелятивистское электрическое приближение, в котором электрическое
поле предполагается потенциальным. Однако это описание не даёт достаточно полной и точной
картины изучаемых явлений, что связано с существенной неоднородностью атмосферы. В этом
случае требуется уточнение модели, что может быть осуществлено путём учета вихревой состав-
ляющей электрического поля в поле проводимости [8]. В настоящей работе устанавливается связь
между нерелятивистским электрическим приближением и квазистационарным приближением,
предложенным в [8, 9].
Для описания нестационарных электромагнитных процессов используется система уравнений

Максвелла [10]

rotH(x, t) =
4π

c
J(x, t) +

1

c

∂D(x, t)

∂t
, (1)

rotE(x, t) = −1

c

∂B(x, t)

∂t
, (2)

divB(x, t) = 0, (3)
divD(x, t) = 4πρ(x, t), (4)

(x, t) ∈ Ω× (0, T ), Ω ⊂ R
3, T > 0. В линейных средах справедливы материальные соотношения

D(x, t) = ε(x)E(x, t), B(x, t) = μ(x)H(x, t), (5)

J(x, t) = σ(x)E(x, t) + Jext(x, t), (6)

где Jext— объемная плотность сторонних токов, σ— удельная проводимость. При строгой по-
становке система уравнений (1)–(6) должна дополняться начальными и граничными условиями,
например, задача будет корректна при условиях

E(x, t)× ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

где ν(x)— единичный вектор внешней нормали в точке x ∈ ∂Ω,

H(x, 0) = h(x), E(x, 0) = e(x), x ∈ Ω.

Для описания глобальной электрической цепи принципиальное значение имеют квазистацио-
нарные приближения [10,13,14], в которых предполагается относительная медленность электро-
магнитных процессов (β = Δx/(cΔt) � 1, где Δx— характерный пространственный масштаб,
Δt— характерный временной масштаб, c— скорость света).
Нерелятивистское магнитное приближение заключается в пренебрежении слагаемым ∂D/c∂t

в уравнении (1) и характерно для медленно протекающих процессов в средах с достаточно высо-
кой проводимостью [10,13,14,24]. Это приближение может рассматриваться в достаточно высоких
слоях атмосферы и использоваться для описания целого ряда квазистационарных процессов [38].
В этом случае вместо уравнения (1) рассматривается уравнение

rotH(x, t) =
4π

c
J − 1

c
ε(x)

∂ gradϕ(x, t)

∂t
. (7)

Система (7), (2)–(6) может изучаться при граничных и начальных условиях

E(x, t)× ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), H(x, 0) = h(x), x ∈ Ω.

Различные постановки задач для этого приближения достаточно хорошо исследованы теорети-
чески, аналитически и численно [5–7,15, 16, 26, 27].
Для описания достаточно медленных процессов в средах с малой проводимостью, в частности,

при моделировании электромагнитных процессов в нижних слоях атмосферы [11], использует-
ся нерелятивистское электрическое приближение [13]. Формально это приближение заключается
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в пренебрежении слагаемым ∂B/c∂t в уравнении (2), что приводит к потенциальности электри-
ческого поля в пространственно-односвязных областях:

rotE = 0.

В рамках этого приближения были получены теоретические, аналитические, численные резуль-
таты [3, 4, 25].
Характерной особенностью задач атмосферного электричества является существенная неод-

нородность удельной проводимости σ [11] (удельная проводимость возрастает с высотой по экс-
поненциальному закону, при этом вблизи поверхности Земли проводимость можно считать изо-
тропной, а на удалении выше 70 км σ становится тензорной величиной). Кроме этого, удельная
проводимость существенно зависит от различных физических факторов, таких как температура,
химический состав, и может иметь достаточно резкие локальные изменения в окрестности раз-
рядных процессов (молнии, спрайты и др.). В этом случае удельная проводимость резко меняется
в горизонтальной плоскости и зависит от времени [21, 33, 45]. Использование нерелятивистских
магнитного или электрического приближений не даёт возможности описать атмосферу в целом.
Сопоставление моделей, используемых для описания квазистационарных атмосферных явлений,
с одной стороны, подчеркивает важность разделения электрического поля на вихревую составля-
ющую (в рамках нерелятивистского магнитного приближения) и потенциальную составляющую
(в рамках нерелятивистского электрического приближения). С другой стороны, это сопостав-
ление выявляет необходимость создания обобщенной модели, которая включала бы в себя как
частный случай и нерелятивистское магнитное, и нерелятивистское электрическое приближения.
В работах [8, 9] было предложено новое квазистационарное приближение, в котором выделя-

ются потенциальная и вихревая компоненты электрического поля,

E = E − gradϕ, div εE = 0, (8)

и слагаемое ∂D/c∂t в (1) заменяется на −∂ε gradϕ/c∂t. Первое уравнение системы Максвелла
в этом приближении принимает вид

rotH(x, t) =
4π

c
J(x, t)− 1

c

∂ gradϕ(x, t)

∂t
. (9)

Система (9), (2)–(6) в этом случае может дополняться граничными и начальными условиями

E(x, t) × ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ), H(x, 0) = h(x), ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω.

Работы [20,28,34,35] посвящены исследованию задач для данного приближения в предположе-
нии, что в системе (1)–(4) объемная плотность тока J и объемная плотность заряда ρ— заданные
функции, что формально соответствует случаю непроводящей среды (в (6) σ ≡ 0). Задача опреде-
ления электрического и магнитного полей разбивается на независимые друг от друга эллиптиче-
ские задачи поиска потенциальной составляющей электрического поля EL = − gradϕ, магнитной
индукции B и вихревой составляющей электрического поля ET = E. При указанных предполо-
жениях получены строгие результаты о корректности задач для линейной системы уравнений
Максвелла в рамках данного приближения, называемого приближением Дарвина, и установлена
асимптотическая связь между решениями задач, полученных в рамках дарвиновского приближе-
ния, и решениями соответствующих задач для исходной нестационарной системы Максвелла при
малом значении параметра β. Вопросы иерархии различных квазистационарных приближений
обсуждаются в работах [13, 28, 35]. В частности, в [28] отмечается, что рассматриваемое квази-
стационарное приближение охватывает традиционные нерелятивистское магнитное приближение
и нерелятивистское электрическое приближение.
В работе [8] исследовалась корректность начально-краевой задачи для системы уравнений

Максвелла в квазистационарном приближении (9), (2)–(6) в однородных и неоднородных проводя-
щих средах. Условие неоднородности сред приводит, в отличие от работ [20,28,34,35], к связанной
системе дифференциальных уравнений для неизвестных функций H , E, gradϕ, не сводящейся
к классическим задачам математической физики.
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Основным результатом настоящей работы являются оценки, характеризующие точность опре-
деления магнитных полей и потенциальных составляющих электрических полей в нерелятивист-
ском электрическом приближении и в квазистационарном приближении (9), (2)–(6) в зависимости
от двух безразмерных параметров — β = Δx/cΔt и γ = 4πΔtσ∗, где σ∗ —характерное значение
удельной проводимости среды. В частности, установлена связь между решениями начально-кра-
евых задач для нестационарной системы уравнений Максвелла, системы уравнений Максвелла
в предложенном квазистационарном приближении и системы уравнений Максвелла в нереляти-
вистском электрическом приближении.

2. Краевые задачи для системы уравнений Максвелла. Пусть область Ω ∈ R
3, занима-

емая атмосферой, гомеоморфна шаровому слою с липшиц-непрерывной границей Γ, состоящей
из двух компонент связности, гомеоморфных сфере в R

3— Γ1, соответствующей земной поверх-
ности, и Γ2. В почти каждой точке x ∈ Γ определен единичный вектор внешней нормали ν(x).
При моделировании электромагнитных процессов в атмосфере Земли предполагается, что ди-

электрическая проницаемость ε и магнитная проницаемость μ атмосферы постоянны и равны 1.
С учетом материальных соотношений (5), (6), где μ = ε ≡ 1 система уравнений Максвелла при-
нимает вид

rotH(x, t) =
4π

c
σ(x)E(x, t) +

4π

c
Jext(x, t) +

1

c

∂

∂t
E(x, t), (10)

rotE(x, t) = −1

c

∂

∂t
H(x, t), (11)

(x, t) ∈ Q = Ω× (0, T ).
Поскольку проводимость Земли значительно выше проводимости нижних слоев атмосферы

и проводимость растет по экспоненциальному закону с ростом высоты, можно полагать, что
границы области Ω являются идеальными проводниками. Это соответствует заданию однородных
граничных условий

E(x, t) × ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ). (12)
Система (10), (11) рассматривается при начальных условиях

H(x, 0) = h(x), E(x, 0) = e(x). (13)

В работе предполагается, что Jext : Q → R
3, h : Ω → R

3, e : Ω → R
3 — суммируемые с квадра-

том функции, σ—функция из L∞(Ω), удовлетворяющая условиям

σ1 � σ(x) � σ2, x ∈ Ω,

σ1, σ2 — заданные положительные числа.
Определяются следующие гильбертовы пространства вектор-функций с соответствующими

скалярными произведениями [12,22]:

H(div; Ω) = {u ∈ {L2(Ω)}3 : divu ∈ L2(Ω)}, K(div; Ω) = {u ∈ {L2(Ω)}3 : divu = 0},
(u,v)div = (u,v)2,Ω + (divu,div v)2,Ω,

H(rot; Ω) = {u ∈ {L2(Ω)}3 : rotu ∈ {L2(Ω)}3}, K(rot; Ω) = {u ∈ {L2(Ω)}3 : rotu = 0},
(u,v)rot = (u,v)2,Ω + (rotu, rot v)2,Ω,

где через (·, ·)2,Ω обозначено скалярное произведение в L2(Ω) и в {L2(Ω)}3.
Через H0(rot; Ω), H0(div; Ω) обозначается замыкание множества пробных вектор-функций со-

ответственно в H(rot; Ω) и H(div; Ω), K0(rot; Ω) = K(rot; Ω) ∩H0(rot; Ω).
Определены операторы следов γν : H(div; Ω) → H−1/2(Γ), γτ : H(rot; Ω) → {H−1/2(Γ)}3, для

функций u ∈ {C1(Ω̄)}3 γνu(x) = uν(x) = u(x) · ν(x) и γτu(x) = u − uνu(x), x ∈ Γ (см. [12, 22]).
Обозначим

K(Ω) = {u ∈ K(div; Ω) : 〈γνu, 1〉Γi = 0, i = 1, 2},
H(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω) : ψ(x) = const, x ∈ Γ1, ψ(x) = 0, x ∈ Γ2}.

U1(Ω) = H0(rot; Ω) ∩K(Ω), U2(Ω) = {u ∈ H(rot; Ω) : μu ∈ K0(div; Ω)}.
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Справедливы следующие утверждения (см. [12, 22]).

Лемма 1. Найдётся такая постоянная A(Ω) > 0, зависящая только от области Ω, что для
всех ψ ∈ H(Ω) справедливо неравенство

‖ψ‖2,Ω � A(Ω)‖ gradψ‖2,Ω. (14)

Из неравенства следует, что H(Ω)—пространство Гильберта относительно скалярного произ-
ведения (ψ,ϕ)H = (gradψ, gradϕ)2,Ω.

Лемма 2. Пространство K(Ω) совпадает с пространством

rotH(rot; Ω) = {u = rot v, v ∈ H(rot; Ω)}.
Лемма 3. Для любой функции u ∈ K(rot; Ω) найдется такая функция p ∈ H1(Ω), что u =

grad p. Если u ∈ K0(rot; Ω), можно выбрать p ∈ H(Ω).

Лемма 4. Ортогональное дополнение к K(Ω) в {L2(Ω)}3 совпадает с подпространством
K0(rot; Ω).

Лемма 5. Найдётся такая постоянная C(Ω) > 0, что для всех u ∈ Ui(Ω), i = 1, 2, справед-
ливо неравенство ∫

Ω

|u|2dx � C(Ω)

∫

Ω

(rotu)2dx. (15)

Пусть V (Ω) = H(rot; Ω)×H0(rot; Ω), L(Ω) = {L2(Ω)}3×{L2(Ω)}3, A : V (Ω) → L(Ω)—линейный
оператор, определенный соотношением

AΦ = {rot v,− rotu}, Φ = {u,v} ∈ V (Ω).

Тогда задача (10)–(13) допускает следующую обобщенную постановку: найти такую функцию
Ψ = {H ,E} ∈ L2(0, T, L(Ω)), что для всех Φ = {u,v} ∈ V (Ω)

1

c

d

dt
(Ψ,Φ)L − (Ψ, AΦ)L +

4π

c
(σE,v)2,Ω = −4π

c
(Jext,v)2,Ω, (16)

Ψ(0) = Ψ0 = {h,e}. (17)

Теорема 1. Для любых Ψ0 ∈ L(Ω), Jext ∈ L2(0, T, {L2(Ω)}3) существует единственное ре-
шение Ψ ∈ L2(0, T, L(Ω)) задачи (16), (17). Если Ψ0 ∈ V (Ω), Jext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3), то
Ψ ∈ L2(0, T, V (Ω)), ∂/∂tΨ ∈ L∞(0, T, L(Ω)) и справедливы соотношения (10), (11).

Теорема доказывается так же, как [2, гл. VII, теоремы 4.1, 5.1].
Система уравнений Максвелла в квазистационарном электрическом приближении с учётом

материальных соотношений имеет вид

rotH =
4π

c
σE +

4π

c
Jext +

1

c

∂

∂t
E, (18)

rotE = 0, (19)
divH = 0. (20)

Система (18)–(20) рассматривается при граничных условиях

E(x, t) × ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ), (21)

и начальных условиях
E(x, 0) = e(x), x ∈ Ω. (22)

Задача (18)–(22) допускает следующую обобщенную постановку: найти такую функцию E ∈
L2(0, T,K0(rot; Ω)), удовлетворяющую условию (22), что для всех v ∈ K0(rot; Ω)

d

dt

∫

Ω

(E · v)dx+ 4π

∫

Ω

(σE · v)dx = −4π

∫

Ω

(Jext · v)dx. (23)
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Теорема 2. При любых e ∈ K0(rot; Ω), Jext ∈ L2(0, T, {L2(Ω)}3) существует единственное
решение задачи (23), (22). Существует единственная функция F ≡ rotH ∈ L2(0, T,K(Ω)), для
которой справедливо равенство (18). Если Jext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3), то E ∈ C1(0, T,K0(rot; Ω)),
F ∈ C(0, T,K(Ω)).

Согласно лемме 3 можно определить скалярный электрический потенциал ϕ соотношением

E = − gradϕ.

Задача (18)–(22) сводится к задаче определения функции ϕ, удовлетворяющей уравнению
∂

∂t
Δϕ+ 4π div(σ gradϕ) = 4π divJext, (24)

граничным условиям∫

Γ1

((
grad

∂ϕ

∂t
+ 4πσ gradϕ

)
· ν

)
dγ = 4π

∫

Γ1

(Jext · ν)dγ, (25)

ϕ(x, t) = −U(t), (x, t) ∈ Γ1 × (0, T ), ϕ(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ2 × (0, T ) (26)

и начальному условию
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω. (27)

Уравнение (24) называется уравнением глобальной электрической цепи. В исследованиях гло-
бальной электрической цепи разность потенциалов U(t) между поверхностью Земли и нижней
ионосферой называется ионосферным потенциалом.
Задача (24)–(27) допускает следующую обобщенную постановку: найти функцию ϕ ∈

H1(0, T,H(Ω)), удовлетворяющую равенству
d

dt

∫

Ω

(gradϕ · gradψ)dx + 4π

∫

Ω

σ(gradϕ · gradψ)dx = 4π

∫

Ω

(Jext · gradψ)dx (28)

для всех ψ ∈ H(Ω) и начальному условию (27).

Теорема 3. Существует единственное решение задачи (28), (27). Если

Jext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3),
то ϕ ∈ C1(0, T,H(Ω)).

Уравнение (24) не разрешено относительно производной по времени и не относится к класси-
ческим задачам математической физики. Уравнения такого вида называются уравнениями Со-
болева (уравнениями соболевского типа) или псевдопараболическими уравнениями. В работе [25]
рассмотрены различные задачи для уравнения (29) с различными типами граничных условий,
естественно возникающих при моделировании взаимодействия атмосферы и ионосферы.
В работах [8, 9] было предложено новое квазистационарное приближение для системы урав-

нений Максвелла, обобщающее классические нерелятивистские магнитное и электрическое при-
ближения.
Согласно леммам 4, 3 можно положить

E(t) = E(t)− gradϕ(t), E(t) ∈ K(Ω), gradϕ(t) ∈ K0(rot; Ω), t ∈ 0, T .

Система уравнений Максвелла в квазистационарном приближении принимает с учетом матери-
альных соотношений вид

rotH =
4π

c
σE +

4π

c
Jext − 1

c

∂

∂t
gradϕ, (29)

rotE = −1

c

∂

∂t
H . (30)

Система (29), (30) рассматривается при граничных условиях

E(x, t)× ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ) (31)
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и начальных условиях
H(x, 0) = h(x), gradϕ(x, 0) = gradϕ0(x). (32)

Обозначим V0(Ω) = H(rot; Ω)×K0(rot; Ω). Задача (29)–(32) допускает следующую обобщенную
постановку: найти такие Ψ = {H , gradϕ} ∈ L2(0, T, V0(Ω)) и E ∈ L2(0, T, U1(Ω)), что для всех
Φ = {u, gradψ} ∈ V0(Ω), v ∈ U1(Ω)

1

c

d

dt
(Ψ,Φ)L + (E , rotu)2,Ω − 4π

c
(σE , gradψ)2,Ω +

4π

c
(σ gradϕ, gradψ)2,Ω =

=
4π

c
(Jext, gradψ)2,Ω, (33)

(σE,v)2,Ω − (σ gradϕ,v)2,Ω − c

4π
(H , rot v)2,Ω = −(Jext,v)2,Ω, (34)

Ψ(0) = Ψ0 = {h, gradϕ0}. (35)

Справедлива следующая теорема, доказанная в [8].

Теорема 4. Для любых Ψ0 ∈ V0(Ω), Jext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3) существует единственное ре-
шение задачи (33), (34), (35). При этом Ψ ∈ L∞(0, T, L(Ω)), ∂/∂tΨ ∈ L2(0, T, L(Ω)) и справедливы
соотношения (29), (30). Если

roth = −4π

c
σ gradϕ0 +

4π

c
Jext(0), (36)

то ∂/∂tΨ ∈ L∞(0, T, L(Ω)), E ∈ C(0, T, {L2(Ω)}3).
3. Сравнение решений начально-краевых задач. Пусть выполняются условия h ∈ U2(Ω),
e ∈ H0(rot; Ω), Eext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3), а также условие согласования начальных данных

roth =
4π

c
σe+

4π

c
Jext(0), rot e = 0. (37)

Для сравнения близости решения задачи для квазистационарного приближения к решениям со-
ответствующих задач для нестационарной системы уравнений Максвелла и системы уравнений
Максвелла в нерелятивистском электрическом приближении осуществим переход к безразмер-
ным величинам. Пусть Δx— характерный пространственный масштаб, Δt— характерный вре-
менной масштаб, σ∗ — характерное значение удельной проводимости, ρ∗ —характерное значение
объёмной плотности зарядов. Заменим переменную x на Δx · x′, t на Δt · t′. Положим σ = σ∗σ0,
σ01 � σ0(x

′) � σ02, и обозначим

γ = 4πΔtσ∗, β =
Δx

cΔt
, κ = 4πΔxρ∗, Jext = σ∗σ0Eext.

Система уравнений Максвелла (10), (11) принимает вид

rotH = γβσ0E + γβσ0E
ext + β

∂

∂t′
εE, (38)

rotE = −β ∂

∂t′
H , (39)

где (x′, t′) ∈ Q′ = Ω′ × (0, T ′). Далее будем опускать штрихи при безразмерных переменных
и областях их определения.
Система (38), (39) рассматривается при граничных условиях

E(x, t) × ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ), (40)

соответствующих (12), и начальных условиях

H(x, 0) = h(x), E(x, 0) = e(x). (41)

Задача (18)–(20) в безразмерных единицах может быть записана с использованием электриче-
ского потенциала в виде

rotH = −βγσ0 gradϕ+ βγσ0E
ext − β

∂

∂t
gradϕ, (42)
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gradϕ(x, t) × ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ), (43)
gradϕ(x, 0) = gradϕ0(x), x ∈ Ω. (44)

Задача (29)–(32) для системы уравнений Максвелла в квазистационарном приближении имеет
вид

rotH = βγσ0E + βγσ0E
ext − β

∂

∂t
ε gradϕ, (45)

rotE = −β ∂
∂t
μH . (46)

E(x, t) × ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ), (47)
H(x, 0) = h(x), gradϕ(x, 0) = gradϕ0(x). (48)

Условие (37) в безразмерных величинах — это условие

roth = βγσ0(e+Eext(0)), rot e = 0. (49)

Пусть {Hn,En} ∈ L2(0, T, V (Ω))—решение задачи (38)–(41),

En = En − gradϕn,

где En ∈ L2(0, T, U1(Ω)), gradϕn ∈ L2(0, T,H0(rot; Ω)). Обозначим через {Hq, gradϕq} ∈
L2(0, T, V0(Ω)), Eq ∈ L2(0, T, U1(Ω)) решение задачи (45)–(48), где − gradϕ0 = e, через gradϕe,
rotHe —решение задачи (42)–(22). Пусть

κρn = −Δϕn ∈ L2(0, T,H
−1(Ω)),

κρq = −Δϕq ∈ L2(0, T,H
−1(Ω)),

κρe = −Δϕe ∈ L2(0, T,H
−1(Ω)).

Лемма 6. Имеют место оценки∥∥∥∥ ∂∂tEn

∥∥∥∥
2,Q

� σ02
σ01

(1− exp(−γσ01T ))
∥∥∥∥ ∂∂tEext

∥∥∥∥
2,Q

, (50)

‖En‖2,Q � T
σ02
σ01

(1− exp(−γσ01T ))
∥∥∥∥ ∂∂tEext

∥∥∥∥
2,Q

, (51)

‖Eq‖2,Q �
√
2γβ2σ02C(Ω)

(
σ02
σ01

+ 1

)1/2 ∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (52)

где C(Ω)—постоянная из неравенства (15).

Неравенства (50), (52) получены в [8], оценка (51) следует из (50), поскольку En(0) = 0 при
выполнении (49).

Теорема 5. Справедливы неравенства

‖ gradϕn − gradϕq‖2,Q � C1
(1− exp(−aγ))2

γ

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (53)

κ‖ρn − ρq‖L2(0,T,H−1(Ω)) � C1
(1− exp(−aγ))2

γ

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (54)

‖En −Eq‖2,Q � C2
1

γ
(1− exp(−aγ))

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (55)

‖Hn −Hq‖L∞(0,T,{L2(Ω)}3) � C3
1√
γ
(1− exp(−aγ))

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (56)

‖ gradϕq − gradϕe‖2,Q � C4γβ
2(1− exp(−aγ))

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (57)
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κ‖ρq − ρe‖L2(0,T,H−1(Ω)) � C4γβ
2(1− exp(−aγ))

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (58)

‖ rotHq − rotHe‖2,Q � C5β
3γ2

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (59)

‖ gradϕn − gradϕe‖2,Q � C6(1− exp(−aγ))2
∥∥∥∥ ∂∂tEext

∥∥∥∥
2,Q

, (60)

κ‖ρq − ρe‖L2(0,T,H−1(Ω)) � C6(1− exp(−aγ))2
∥∥∥∥ ∂∂tEext

∥∥∥∥
2,Q

, (61)

‖ rotHn − rotHe‖2,Q � C7β(1 + C8γ
2)1/2(1− exp(−aγ))

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (62)

где a = Tσ01, постоянные C1–C8 не зависят от β, γ.

Доказательство. Неравенства (53)–(56) установлены в [8]. Докажем (57). Положим

H = Hq −He, gradϕ = gradϕq − gradϕe.

Тогда gradϕ(0) = 0,

rotH = βγσ0(E
q − gradϕ)− β

∂

∂t
gradϕ. (63)

Умножая (63) скалярно на gradϕ, получаем

0 = 2γ(σ0E
q, gradϕ)2,Ω − 2γ(σ0 gradϕ, gradϕ)2,Ω − d

dt
‖ gradϕ‖22,Ω,

‖ gradϕ‖22,Ω + 2γσ01

t∫

0

‖ gradϕ‖22,Ωdt � 2γσ02‖Eq‖2,Q

⎧⎨
⎩

t∫

0

‖ gradϕ‖22,Ωdt
⎫⎬
⎭

1/2

,

t∫

0

‖ gradϕ‖22,Ωdt �
σ202
σ201

(1− exp(−γσ01t))2‖Eq‖22,Q,

откуда с учетом (52) следует (57). Пусть ρ = ρq − ρe. Для всех ψ ∈ H1
0 (Ω) и почти всех t ∈ (0, T )

κ〈ρ, ψ〉 =
∫

Ω

(gradϕ(t) · gradψ)dx.

Таким образом,
κ‖ρ‖L2(0,T,H−1(Ω)) � ‖ gradϕ‖2,Q.

Из (63) далее получаем

‖ rotH‖22,Ω = βγ(σ0(E
q − gradϕ), rotH)2,Ω,

‖ rotH‖22,Q � β2γ2σ202‖Eq − gradϕ‖22,Q � β2γ2σ202
(‖Eq‖22,Q + ‖ gradϕ‖22,Q

)
,

‖ rotH‖22,Q � β2γ2σ202

(
1 + min{1, γ2σ201T 2}σ

2
02

σ201

)
‖Eq‖22,Q.

Следовательно, справедлива оценка (59).
Теперь положим

H = Hn −He, gradϕ = gradϕn − gradϕe.

Тогда gradϕ(0) = 0,

rotH = βγσ0(E
n − gradϕ)− β

∂

∂t
gradϕ+ β

∂

∂t
En. (64)
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Умножим (64) скалярно на gradϕ, получим

0 = γ(σ0E
n, gradϕ)2,Ω − γ(σ0 gradϕ, gradϕ)2,Ω − 1

2

d

dt
‖ gradϕ‖22,Ω,

откуда вытекает неравенство

‖ gradϕ‖2,Q � σ02
σ01

(1− exp(−γσ01T ))‖En‖2,Q
и, следовательно, справедливы оценки (60), (61).
Умножая скалярно (64) на rotH , получаем

‖ rotH‖22,Q � 2β2γ2σ202‖Eq − gradϕ‖22,Q + 2β2
∥∥∥∥ ∂∂tEn

∥∥∥∥
2

2,Q

�

� β2
(
γ2σ202

(
1 +

σ202
σ201

)
T 2 + 1

)∥∥∥∥ ∂∂tEn

∥∥∥∥
2

2,Q

,

т.е. справедливо неравенство (62). �
В случае однородной среды, т.е. если σ = const и, соответственно, σ0 ≡ 1, из уравнения (42)

методом ортогонального проектирования получаем
∂

∂t
gradϕ+ γ gradϕ = γgradψext, (65)

где Eext = Eext + gradψext, Eext ∈ L2(0, T,K(Ω)), gradψext ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)).
Начально-краевая задача (38)–(41) для нестационарной системы уравнений Максвелла разби-

вается на задачу (65), (43), (22) определения функции gradϕ и задачу определения таких функций
H ∈ L2(0, T,H(rot; Ω)), E ∈ L2(0, T,H0(rot; Ω) ∩K(Ω)), что

rotH = βγE + βγEext + β
∂

∂t
E,

rotE = −β ∂
∂t

H ,

H(0) = h,E(0) = 0.

Начально-краевая задача (45)–(48) для системы уравнений Максвелла в квазистационарном
приближении разбивается на задачу (65), (22) определения функции gradϕ ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω))
и задачу определения таких функцийH ∈ L2(0, T,H(rot; Ω)), E ∈ L2(0, T,H0(rot; Ω)∩K(Ω)), что

rotH = βγE + βγEext,

rotE = −β ∂
∂t

H ,

H(0) = h.

Таким образом, если среда однородная,

gradϕn = gradϕq = gradϕe, ρn = ρq = ρe.

Предположим, что в случае неоднородной среды gradσ0 ∈ {L∞(Ω)}3. Получим оценки близости
потенциальных компонент электрического поля в различных приближениях в зависимости от
степени неоднородности среды, характеризуемой величиной ‖ grad σ0‖∞,Ω.

Теорема 6. Справедливы неравенства

‖ gradϕn − gradϕq‖2,Q � C9
(1− exp(−aγ))2

γ
‖ grad σ0‖∞,Ω

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (66)

κ‖ρn − ρq‖L2(0,T,H−1(Ω)) � C9
(1− exp(−aγ))2

γ
‖ grad σ0‖∞,Ω

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (67)

‖ gradϕn − gradϕe‖2,Q � C10(1− exp(−aγ)2‖ grad σ0‖∞,Ω

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (68)
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κ‖ρn − ρe‖L2(0,T,H−1(Ω)) � C10(1− exp(−aγ))2‖ grad(σ0)‖∞,Ω

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (69)

‖ gradϕq − gradϕe‖2,Q � C11β
2γ(1 − exp(−aγ)‖ grad σ0‖∞,Ω

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (70)

κ‖ρq − ρe‖L2(0,T,H−1(Ω)) � C11β
2γ(1− exp(−aγ))2‖ grad(σ0)‖∞,Ω

∥∥∥∥ ∂∂tEext
∥∥∥∥
2,Q

, (71)

где a = Tσ01, положительные постоянные C6–C11 не зависят от β, γ.

Доказательство. Обозначим H = Hn − Hq, E = En − Eq = E − gradϕ, ρ = ρn − ρq. Тогда
gradϕ(0) = 0,

rotH = βγσ0E + β
∂

∂t
(En − gradϕ). (72)

Умножая (72) скалярно на gradϕ, получаем

‖ gradϕ‖22,Ω + 2γ

t∫

0

(σ0 gradϕ, gradϕ)2,Ωdt = 2γ

t∫

0

(σ0E, gradϕ)2,Ωdt.

Так как
(σ0E, gradϕ)2,Ω = −(ϕ grad σ0,E)2,Ω,

применяя неравенство (14), имеем

‖ gradϕ‖22,Ω + 2γσ01

t∫

0

‖ gradϕ‖22,Ωdt � 2γA(Ω)‖ grad σ0‖∞,Ω

t∫

0

‖E‖2,Ω‖ gradϕ‖2,Ωdt,

‖ gradϕ‖2,Q � A(Ω)

σ01
‖ grad σ0‖∞,Ω(1− exp(−γσ01T ))‖E‖2,Q.

Из (55) получаем (66). Так как κ〈ρ, ψ〉 = (gradϕ, gradψ)2,Ω для всех ψ ∈ H1
0 (Ω), (67) следует

из (66).
Положим H = Hn −He, gradϕ = gradϕn − gradϕe. Действуя, как при доказательстве теоре-

мы 5, получаем

1

2

d

dt
‖ gradϕ‖22,Ω + γσ01‖ gradϕ‖22,Ω � γ|(σ0En, gradϕ)2,Ω|,

‖ gradϕ‖22,Ω + 2γσ01

t∫

0

‖ gradϕ‖22,Ωdt � 2γA(Ω)‖ grad(σ0)‖∞,Ω

t∫

0

‖En‖2,Ω‖ gradϕ‖2,Ωdt,

‖ gradϕ‖2,Q � A(Ω)

σ01
‖ gradσ0‖∞,Ω(1− exp(−γσ01T ))‖En‖2,Q.

Применяя (51), получаем оценки (68), (67).
Неравенства (70), (71) устанавливаются аналогично. �
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