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ГРАНИЧНЫЕ УПРАВЛЕНИЯ НЕКОТОРОЙ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ

НЕОДНОРОДНОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМОЙ

С ПРОМЕЖУТОЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

c© 2023 г. В. Р. БАРСЕГЯН, С. В. СОЛОДУША

Аннотация. Рассматриваются задачи граничного управления распределенной неоднородной ко-
лебательной системой, описываемой одномерным волновым уравнением с кусочно постоянными
характеристиками. Полагается, что время прохождения волны через каждый однородный уча-
сток одинаково. Управление осуществляется смещением одного конца при закрепленном другом
конце с заданными начальным, конечным условиями и заданными промежуточными условия-
ми на значения функции прогиба и скоростей точек системы. Предложен подход аналитическо-
го построения граничного управления. Полученные результаты иллюстрируются на конкретном
примере. Проведен вычислительный эксперимент и сравнительный анализ.
Ключевые слова: управление колебаниями, граничное управление, многоточечные промежу-
точныe состояния, разделение переменных.

BOUNDARY CONTROL OF SOME DISTRIBUTED INHOMOGENEOUS

OSCILLATORY SYSTEM WITH INTERMEDIATE CONDITIONS

c© 2023 V. R. BARSEGHYAN, S. V. SOLODUSHA

Abstract. We consider boundary-control problems for a distributed inhomogeneous oscillatory
system described by a one-dimensional wave equation with piecewise constant characteristics. We
assume that the propagation times for all homogeneous sections are the same. The control is performed
by shifting one end with the other end fixed. The initial, intermediate, and final conditions on the
deflection function and the velocities of the points of the system are given. An approach to the analytical
construction of the boundary control is proposed. The results obtained are illustrated by a specific
example. A computational experiment and a comparative analysis were performed.
Keywords and phrases: control of oscillations, boundary control, multipoint intermediate states,
separation of variables.
AMS Subject Classification: 93C95, 70Q05

1. Введение. Задачи управления колебательными процессами, описываемые волновыми урав-
нениями, имеют значительный теоретический интерес и возрастающее практическое значение
(см. [1, 2, 5–10, 13, 14, 17–19, 21–24]). Задачам управления разнородных распределенных колеба-
тельных систем посвящены, в частности, работы [2,7–10,13,14,19,23,24]. Одной из первых работ
в этой области является [13], где решена задача (поставленная А. Г. Бутковским) управления
распределенной колебательной системой, состоящей из двух кусочно однородных сред. В [9, 10]
и других работах В. А. Ильина и его учеников для задач граничных управлений процессом, опи-
сываемым одномерным волновым уравнением, состоящим из двух участков разной плотности и
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упругости, при условии, что длины этих участков выбраны так, что время прохождения волны
по каждому из этих участков является одинаковым, изучены и введены формулы типа Далам-
бера. Исследованиям кусочно однородных систем посвящены, в частности, работы [12, 15, 16].
Задачи граничного управления распределенной неоднородной колебательной системой пока еще
недостаточно исследованы. Весьма важны краевые задачи управления, в которых наряду с клас-
сическими краевыми условиями заданы также многоточечные промежуточные условия. Такие
задачи изучаются, в частности, в [1, 5, 17, 18, 21, 22].
В настоящей работе рассмотрены новые задачи управления неоднородной (кусочно однород-

ной) колебательной системой с заданными значениями функции колебания и скоростей точек
в промежуточные моменты времени. Управление осуществляется смещением одного конца при
закрепленном другом конце с заданными начальным, конечным условиями и заданными мно-
готочечными условиями в промежуточные моменты времени. Рассмотренный кусочно однород-
ный колебательный процесс состоит из двух участков с разными физическими характеристика-
ми (упругими свойствами и плотностями) материалов. Предполагается, что длины однородных
участков таковы, что время прохождения волны по каждому из однородных участков является
одинаковым.
Предложен подход аналитического построения граничного управления. Схема построения за-

ключается в следующем: исходная задача сводится к задаче управления распределенными воздей-
ствиями с нулевыми граничными условиями. Далее при помощи метода разделения переменных
и методоа теории управления конечномерных систем с многоточечными промежуточными усло-
виями (см. [1,3–5,17,18,20–22]) для произвольного числа первых гармоник построены граничные
управления. Полученные результаты проиллюстрированы на конкретном примере. Проведен так-
же вычислительный эксперимент с построением соответствующих графиков и их сравнительный
анализ, которые подтверждают полученные результаты.

2. Постановки задач. Рассматриваются колебания распределенной кусочно однородной сре-
ды, расположенной вдоль отрезка −l1 � x � l и состоящей из двух участков: участка −l1 � x � 0
и участка 0 � x � l. Обозначим через ρi = const линейную плотность, ki = const—модуль Юн-
га, ai =

√
ki
ρi
— скорость прохождения по участкам волны соответственно для первого и второго

участка, i = 1, 2. Предполагается, что длины l1 и l участков выбраны так, что время прохождения
волны по участку −l1 � x � 0 совпадает со временем прохождения волны по участку 0 � x � l,
т.е.

l1
a1

=
l

a2
.

Отметим, что такими колебательными неоднородными процессами могут быть, в частности, про-
дольные колебания кусочно однородного стержня (ρ—плотность, k—модуль упругости) или по-
перечные колебания кусочно однородной струны (ρ—плотность, k—натяжение струны).
Пусть состояние колебательной системы (продольные колебания стержня или поперечные ко-

лебания струны) описывается функцией Q(x, t), −l1 � x � l, 0 � t � T , а отклонение от состояния
равновесия подчиняется следующему волновому уравнению:

∂2Q(x, t)

∂t2
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a21
∂2Q(x, t)

∂x2
, −l1 � x � 0, 0 � t � T,

a22
∂2Q(x, t)

∂x2
, 0 � x � l, 0 � t � T,

(1)

с граничными условиями

Q(−l1, t) = u(t), Q(l, t) = 0, 0 � t � T, (2)

и с условиями сопряжения в точке x = 0 соединения участков

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a21ρ1
∂Q(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0−0

= a22ρ2
∂Q(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0+0

. (3)

Распределенная кусочно однородная колебательная система переменной структуры (см. [3,4,20]),
представленная однородным волновым уравнением (1), в частности, описывает не только попе-
речные колебания неоднородного стержня, но и продольные колебания неоднородной струны.
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Пусть заданы начальные (при t = t0 = 0) и конечные (при t = T ) условия

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), − l1 � x � l, (4)

Q(x, T ) = ϕT (x) = ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x), − l1 � x � l. (5)

Пусть в промежуточные моменты времени tk: 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = T , заданы проме-
жуточные значения функции состояния (прогиба струны) и ее производной (значения скоростей
точек струны):

Q(x, ti) = ϕi(x), − l1 � x � l, i = 1,m, (6)
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=tj

= ψj(x), − l1 � x � l, j = 1,m. (7)

Отметим, что промежуточные значения функции состояния (6) и значения производной (7) мож-
но задавать в промежуточные моменты времени tk (k = 1,m) в любой очередности. Предпо-
лагается, что Q(x, t) ∈ C2(ΩT ), где ΩT =

{
(x, t) : x ∈ [−l1, l], t ∈ [0, T ]

}
, ϕi(x) ∈ C2[−l1, l],

ψj(x) ∈ C1[−l1, l]. Предполагается также, что все функции такие, что выполняются соответству-
ющие условия согласования (см. [1, 17, 18, 21, 22].
В данной работе для уравнения (1) с начальными (4) и конечными (5) условиями на проме-

жутке времени [0, T ] с заданными различными условиями ((6) или (7)) на значения функции
состояния и значения производной системы в разные промежуточные моменты времени рас-
сматриваются следующие задачи граничного управления системы смещением левого конца при
закрепленном правом конце:
1. Требуется найти такое граничное управление u(t), 0 � t � T (см. (2)), под воздействием

которого колебательное движение системы (1) с условиями сопряжения (3) из заданного началь-
ного состояния (4) переходит в конечное состояние (5), обеспечивая выполнение в промежуточных
моментах времени условия (6).
2. Требуется найти такое граничное управление u(t), 0 � t � T (см. (2)), под воздействием

которого колебательное движение системы (1) с условиями сопряжения (3) из заданного началь-
ного состояния (4) переходит в конечное состояние (5), обеспечивая выполнение в промежуточных
моментах времени условия (7).

3. Сведение поставленных задач к задачам с нулевыми граничными условиями. Для
построения решения поставленных задач перейдем к новой переменной (см. [16])

ξ =

⎧
⎨
⎩
a2
a1
x, −l1 � x � 0,

x, 0 � x � l,
(8)

что приводит к растяжению или сжатию отрезка −l1 � x � 0 относительно точки x = 0. При
этом с учетом (1) будем иметь, что отрезок −l1 � x � 0 переходит к отрезку −l � ξ � 0. Для
функции состояния Q(ξ, t) получим на отрезках одинаковой длины одинаковое уравнение

∂2Q(ξ, t)

∂t2
=

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a22
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, −l � ξ � 0, 0 � t � T,

a22
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, 0 � ξ � l, 0 � t � T,

или
∂2Q(ξ, t)

∂t2
= a22

∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, −l � ξ � l, 0 � t � T, (9)

с соответствующими граничными условиями
Q(−l, t) = u(t), Q(l, t) = 0, 0 � t � T, (10)

с начальными условиями

Q(ξ, 0) = ϕ0(ξ),
∂Q(ξ, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(ξ), −l � x � l, (11)
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промежуточными условиями

Q(ξ, ti) = ϕi(ξ), −l � ξ � l, i = 1,m, (12)
∂Q(ξ, t)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

= ψj(x), −l � ξ � l, i = 1,m, (13)

с конечными условиями

Q(ξ, T ) = ϕT (ξ),
∂Q(ξ, t)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (ξ), −l � ξ � l, (14)

и с условиями сопряжения в точке ξ = 0 соединения участков

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a1ρ1
∂Q(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0−0

= a2ρ2
∂Q(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0+0

. (15)

Для удобства после замены переменной (8) все функции оставлены в исходных обозначениях.
Так как граничные условия (10) неоднородны, решение уравнения (9) построим в виде суммы

Q(ξ, t) = V (ξ, t) +W (ξ, t), (16)

где V (ξ, t)—функция с граничными условиями

V (−l, t) = V (l, t) = 0, (17)

требующая определения, а функция W (ξ, t)—решение уравнения (9) с условиями

W (−l, t) = u(t), W (l, t) = 0

и имеет вид

W (ξ, t) =
1

2l
(l − ξ)u(t). (18)

Подстановка (16) в (9) с учетом (18) приводит к следующему уравнению:

∂2V (ξ, t)

∂t2
= a22

∂2V (ξ, t)

∂ξ2
+ F (ξ, t), −l � ξ � l, 0 � t � T, (19)

где

F (ξ, t) =
1

2l
(ξ − l)ü(t). (20)

Функция V (ξ, t) удовлетворяет соответствующему условию сопряжения (15) в точке ξ = 0 соеди-
нения участков. Отметим, что согласно (8) будем иметь

ϕ0(−l1) = ϕ0(−l), ϕi(−l1) = ϕi(−l), ϕT (−l1) = ϕT (−l),
ψ0(−l1) = ψ0(−l), ψT (−l1) = ψT (−l). (21)

Из начальных (11), промежуточных (12), (13) и конечных (14) условий, с учетом условий
согласования и (21), получим, что функция V (ξ, t) должна удовлетворять начальным условиям

V (ξ, 0) = ϕ0(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ϕ0(−l), ∂V (ξ, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ψ0(−l), (22)

промежуточным условиям

V (ξ, ti) = ϕi(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ϕi(−l), i = 1,m, (23)

∂V (ξ, t)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

= ψj(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ψj(−l), j = 1,m, (24)

и конечным условиям

V (ξ, T ) = ϕT (ξ)− 1

2l
(l − ξ)ϕT (−l), ∂V (ξ, t)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (ξ)− 1

2l
(l − ξ)ψT (−l). (25)

Таким образом, решение поставленных задач сведено к решению задач управления колебани-
ями, описываемым уравнением (19) с однородными граничными условиями (17), которые фор-
мулируются следующим образом:
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10. Требуется найти такое граничное управление u(t), 0 � t � T (см. (10)), под воздействи-
ем которого колебательное движение системы (19) с условиями сопряжения (15) из заданного
начального состояния (22) переходит в конечное состояние (25), обеспечивая выполнение в про-
межуточных моментах времени условия (23).
20. Требуется найти такое граничное управление u(t), 0 � t � T (см. (10)), под воздействи-

ем которого колебательное движение системы (19) с условиями сопряжения (15) из заданного
начального состояния (22) переходит в конечное состояние (25), обеспечивая выполнение в про-
межуточных моментах времени условия (24).

4. Решение задачи. Решение уравнения (21) ищем в виде

V (ξ, t) =
∞∑
k=1

Vk(t) sin
πk

l
ξ. (26)

Функции F (ξ, t), ϕi(ξ), ψi(ξ) и ψj(ξ) представим в виде рядов Фурье, в базисе
{
sin

πkξ

l

}
, и,

подставив их значения вместе с V (ξ, t) в уравнения (19), (20) и в условия (22)–(25), получим

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =

(
a2πk

l

)2

, k = 1, 2, . . . , (27)

Fk(t) = −2a2
λkl

ü(t), (28)

Vk(0) = ϕ
(0)
k − 2a2

λkl
ϕ0(−l), V̇k(0) = ψ

(0)
k − 2a2

λkl
ψ0(−l), (29)

Vk(ti) = ϕ
(i)
k − 2a2

λkl
ϕi(−l), i = 1,m, (30)

V̇k(tj) = ψ
(j)
k − 2a2

λkl
ψj(−l), j = 1,m, (31)

Vk(T ) = ϕ
(T )
k − 2a2

λkl
ϕT (−l), V̇k(T ) = ψ

(T )
k − 2a2

λkl
ψT (−l). (32)

Здесь коэффициенты Фурье функций F (ξ, t), ϕi(ξ) и ψj(ξ) обозначены через Fk(t), ϕ
(i)
k и ψ(j)

k
соответственно. Общее решение уравнения (27) имеет вид

Vk(t) = Vk(0) cos λkt+
1

λk
V̇k(0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

Fk(τ) sin λk(t− τ)dτ. (33)

Следуя [1, 3, 17, 18, 21, 22], подставляя выражение функции Fk(t) из (28) в (33), учитывая усло-
вия (30)–(32) и интегрируя по частям с учетом условий согласования, получим, что функции u(τ)
для каждого k должны удовлетворять следующим интегральным соотношениям:

T∫

0

u(τ) sin λk(T − τ)dτ = C1k(T ),

T∫

0

u(τ) cos λk(T − τ)dτ = C2k(T ), (34)

T∫

0

u(τ)h
(1)
1k (τ)dτ = C1k(t1), . . . ,

T∫

0

u(τ)h
(m)
1k (τ)dτ = C1k(tm), (35)

T∫

0

u(τ)h
(1)
2k (τ)dτ = C2k(t1), . . . ,

T∫

0

u(τ)h
(m)
2k (τ)dτ = C2k(tm), (36)

где

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k(T ) +X1k

]
, C2k(T ) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k(T ) +X2k

]
,
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C1k(ti) =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k(ti) +X

(i)
1k

]
, C2k(tj) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k(tj) +X

(j)
2k

]
, i = 1,m, j = 1,m,

X1k = λkϕT (−l)− ψ0(−l) sin λkT − λkϕ0(−l) cos λkT,
X2k = ψT (−l)− ψ0(−l) cos λkT + λkϕ0(−l) sinλkT,
X

(i)
1k = λkϕi(−l)− ψ0(−l) sin λkti − λkϕ0(−l) cos λkti,

X
(j)
2k = ψj(−l)− ψ0(−l) cos λktj + λkϕ0(−l) sinλktj,

(37)

h
(i)
1k (τ) =

{
sinλk(ti − τ), 0 � τ � ti,

0, ti < τ � T,
h
(j)
2k (τ) =

{
cos λk(tj − τ), 0 � τ � tj,

0, tj < τ � T.
(38)

Выражения для C̃1k(ti), C̃1k(ti), C̃1k(ti), C̃1k(ti) не приводятся, так как они аналогичны приве-
денным в [5]. Отметим, что для задачи 10 соответствуют интегральные соотношения (34) и (35),
а для задачи 20 — соотношения (34) и (36). Введем следующие обозначения:

H̄
(a)
k (τ) =

(
sinλk(T − τ) cos λk(T − τ) h

(1)
1k (τ) . . . h

(m)
1k (τ)

)T
,

C
(a)
k =

(
C1k(T ) C2k(T )q C1k(t1) . . . C1k(tm)

)T
,

(39)

H̄
(b)
k (τ) =

(
sinλk(T − τ) cos λk(T − τ) h

(1)
2k (τ) . . . h

(m)
2k (τ)

)T
,

C
(b)
k =

(
C1k(T ) C2k(T ) C2k(t1) . . . C2k(tm)

)T
.

(40)

Тогда, учитывая введенные обозначения (39), (40), соотношения (34)–(36) запишутся так:

T∫

0

H̄
(δ)
k (τ)u(δ)(τ)dτ = C

(δ)
k , δ = a, b; k = 1, 2, . . . . (41)

Обозначения в верхнем индексе δ = a, b соответствуют задачам 10 и 20.
На практике обычно выбираются несколько первых n гармоник колебаний и решается задача

синтеза управлений, используя методы теории управления конечномерными системами. Поэтому

H(δ)
n (τ) =

(
H̄

(δ)
1 (τ) H̄

(δ)
2 (τ) . . . H̄(δ)

n (τ)
)T
, η(δ)n =

(
C

(δ)
1 C

(δ)
2 . . . C(δ)

n

)T
, δ = a, b,

(42)
с размерностями H(δ)

n (τ)− (n(m+ 2)× 1), η(δ)n − (n(m+ 2)× 1) при всех δ = a, b.
Для первых n гармоник соотношение (41), с учетом (42), запишется в виде

T∫

0

H(δ)
n (τ)u(δ)n (τ)dτ = η(δ)n , δ = a, b. (43)

Из (43) следует справедливость следующего утверждения.

Теорема 1. Первые n гармоник системы (27) с условиями (29)–(32) вполне управляемы то-
гда и только тогда, когда для любого вектора η(δ)n можно найти управление u(δ)n (t), t ∈ [0, T ],
удовлетворяющее условию (43).

Для произвольного числа первых гармоник управляющее воздействие u(δ)n (t), удовлетворяющее
интегральному соотношению (43), имеет вид (см. [3, 11])

u(δ)n (t) =
(
H(δ)

n (t)
)T(

S(δ)
n

)−1
η(δ)n + f (δ)n (t), δ = a, b, (44)
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где
(
H

(δ)
n (t)

)T — транспонированная матрица, f (δ)n (t)—некоторая вектор-функция, причем

T∫

0

H(δ)
n (t)f (δ)n (t)dt = 0, S(δ)

n =

T∫

0

H(δ)
n (t)

(
H(δ)

n (t)
)T

dt, δ = a, b.

Здесь Hγ
n(t)

(
H

(δ)
n (t)

)T — внешнее произведение, S(δ)
n —известная матрица размерности (n(m+2)×

n(m+ 2)), для которой предполагается, что detS
(δ)
n �= 0 при δ = a, b.

Из формулы (44) следует, что существует множество управляющих функций, решающих за-
дачи граничных управлений. Учитывая обозначения (38) для промежутков времени [ti−1, ti],
i = 1,m+ 1, функции управления u(δ)n (t) представляются в виде

u(δ)n (t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(δ)1n (t), 0 � t � t1,

u(δ)2n (t), t1 < t � t2,

. . . . . . . . . . . . . . .

u(δ)mn (t), tm−1 < t � tm,

u(δ)m+1
n (t), tm < t � T.

(45)

Подставляя из (44) (или (45)) управление u(δ)n (t) в (28), а найденное для F (δ)
k (t) выражение —

в (33), получим функцию V
(δ)
k (t), t ∈ [0, T ]. Далее, из формулы (26) будем иметь

V (δ)
n (ξ, t) =

n∑
k=1

V
(δ)
k (t) sin

πk

l
ξ, (46)

где

V
(δ)
k (t) = Vk(0) cos λkt+

1

λk
V̇k(0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

F
(δ)
k (τ) sin λk(t− τ)dτ,

а с помощью (16) и (18) функция колебания Q
(δ)
n (ξ, t), −l � ξ � l, для первых n гармоник

запишется в виде

Q(δ)
n (ξ, t) = V (δ)

n (ξ, t) +W (δ)
n (ξ, t), W (δ)

n (ξ, t) =
1

2l
(l − ξ)u(δ)n (t), δ = a, b. (47)

Учитывая обозначения (8), функция Q(δ)
n (x, t) при −l1 � x � l представляется в виде

Q(δ)
n (x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

n∑
k=1

V
(δ)
k (t) sin

πk

l1
x+

1

2

(
1− x

l1

)
u(δ)n (t), −l1 � x � 0, 0 � t � T,

n∑
k=1

V
(δ)
k (t) sin

πk

l
x+

1

2

(
1− x

l

)
u(δ)n (t), 0 � x � l, 0 � t � T.

(48)

Здесь функции управления u(δ)n (t) имеют вид (44) (или (45)).

5. Пример для n = 1. Для иллюстрации вышеизложенного построения рассмотрим случай
m = 1, т.е. когда в одном промежуточном моменте времени t = t1 (0 < t1 < T ) задано состояние
колебания:

Q(x, t1) = ϕ1(x), −l1 � x � l.

Следовательно,

H̄k(t) =

⎛
⎝
sinλk(T − t)
cos λk(T − t)

h
(1)
1k (t)

⎞
⎠ , Ck(t1, T ) =

⎛
⎝
C1k(T )
C2k(T )
C1k(t1)

⎞
⎠ , k = 1, 2, . . . .
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Построим функцию граничного управления un(t) при n = 1 (следовательно, k = 1). Тогда,
согласно (42), будем иметь H1(t) = H̄1(t), η1 = C1, а матрица S1 имеет вид

S1 =

⎛
⎝
s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

⎞
⎠ ,

где

s11 =
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T, s12 = s21 =

1

2λ1
sin2 λ1T,

s13 = s31 =
t1
2
cos λ1(T − t1)− 1

2λ1
sinλ1t1 cos λ1T,

s22 =
T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T, s33 =

t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1,

s23 = s32 =
1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T − t1

2
sinλ1(T − t1);

при этом Δ = detS1 �= 0. Обозначим

S−1
1 =

⎛
⎝
ŝ11 ŝ12 ŝ13
ŝ21 ŝ22 ŝ23
ŝ31 ŝ32 ŝ33

⎞
⎠ .

Из формулы (44) следует, что

u1(τ) = HT
1 (τ)S

−1
1 η1 + f1(τ).

Предполагая, что f1(τ) = 0, получим

u
(1)
1 (t) = sinλ1(T − t)

[
ŝ11C11(T ) + ŝ12C21(T ) + ŝ13C11(t1)

]
+

+ cos λ1(T − t)
[
ŝ21C11(T ) + ŝ22C21(T ) + ŝ23C11(t1)

]
+

+ sinλ1(t1 − t)
[
ŝ31C11(T ) + ŝ32C21(T ) + ŝ33C11(t1)

]

при t ∈ [0, t1] и

u
(2)
1 (t) = sinλ1(T − t)

[
ŝ11C11(T ) + ŝ12C21(T ) + ŝ13C11(t1)

]
+

+ cos λ1(T − t)
[
ŝ21C11(T ) + ŝ22C21(T ) + ŝ23C11(t1)

]

при t ∈ (t1, T ]. Отметим, что согласно формулам (46)–(48) будем иметь выражение для Q1(ξ, t)
при −l � ξ � l в виде

Q1(ξ, t) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
V1(t) sin

π

l
ξ +

1

2l
(l − ξ)u

(1)
1 (t), 0 � τ � t1,

V1(t) sin
π

l
ξ +

1

2l
(l − ξ)u

(2)
1 (t), t1 < τ � T.

Учитывая обозначения (8), представим функцию состояния Q1(x, t) при −l1 � x � l следующим
образом:

Q1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

V1(t) sin
π

l1
x+

1

2

(
1− x

l1

)
u
(1)
1 (t), −l1 � x � 0,

V1(t) sin
π

l
x+

1

2

(
1− x

l

)
u
(1)
1 (t), 0 � x � l,

при t ∈ [0, t1],

Q1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

V1(t) sin
π

l1
x+

1

2

(
1− x

l1

)
u
(2)
1 (t), −l1 � x � 0,

V1(t) sin
π

l
x+

1

2

(
1− x

l

)
u
(2)
1 (t), 0 � x � l,

при t ∈ (t1, T ].
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6. Результаты вычислительного эксперимента. Положим

a1 =
4

5
a2, t1 = 6

l

a2
, T = 12

l

a2
, l = 1, l1 =

4

5
.

Пусть состояние струны и скорости точек при t = 0 задано следующими функциями:

ϕ0(x) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2

3
x3 +

(
2

3
l1 +

l

7l1

)
x2 − 1

7
l · l1, −l1 � x � 0,

l1
7l
x2 − 1

7
l · l1, 0 � x � l,

ψ0(x) = 0, −l1 � x � l.

Пусть при t = t1 задано промежуточное состояние струны в виде функции

ϕ1(x) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

− x3

3
− l1x

2

3
, −l1 � x � 0,

− x3

2
+
lx2

2
, 0 � x � l,

а при t = T задано следующее конечное состояние:

ϕT (x) = 0, ψT (x) = 0, −l1 � x � l.

Тогда значения этих функций на краях струны следующие:

ϕ0(0) = − 4

35
, ϕ0(l) = ϕ0(−l) = 0, ϕ1(l) = ϕ1(−l) = 0, ϕT (l) = ϕT (−l) = 0.

В этом случае матрицы S1 и S−1
1 представлены следующим образом:

S1 =

⎛
⎝
6/a2 0 3/a2
0 6/a2 0

3/a2 0 3/a2

⎞
⎠ , S−1

1 =

⎛
⎝
a2/3 0 −a2/3
0 a2/6 0

−a2/3 0 2a2/3

⎞
⎠ .

Отметим, что detS1 = a32a2/54. Для функции управления u1(t), с учетом (34)–(38), имеем:

u1(t) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
−253

375

sin a2πt

π3
, 0 � t � t1,

503

1125

sin a2πt

π3
, t1 < t � T,

а V1(t) имеет вид

V1(t) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
− 256

375π3
+

253

750

a2t

π3

)
cos a2πt− 253

750

sin a2πt

π4
, 0 � t � t1,

(
1006

375π3
− 503

2250

a2t

π3

)
cos a2πt+

503

2250

sin a2πt

π4
, t1 < t � T.

Для функции колебания имеем:

Q1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

((
− 256

375π3
+

253

750

a2t

π3

)
cos a2πt− 253

750

sin a2πt

π4

)
sin

5

4
πx−

−253

750

(
1− 5

4
x

)
sin a2πt

π3
, −l1 � x � 0,

((
− 256

375π3
+

253

750

a2t

π3

)
cos a2πt− 253

750

sin a2πt

π4

)
sinπx−

−253

750
(1− x)

sin a2πt

π3
, 0 � x � l,

при 0 � t � t1,
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Q1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

((
1006

375π3
− 503

2250

a2t

π3

)
cos a2πt+

503

2250

sin a2πt

π4

)
sin

5

4
πx+

+
503

2250

(
1− 5

4
x

)
sin a2πt

π3
, −l1 � x � 0,

((
1006

375π3
− 503

2250

a2t

π3

)
cos a2πt+

503

2250

sin a2πt

π4

)
sin πx+

+
503

2250
(1− x)

sin a2πt

π3
, 0 � x � l.

при t1 < t � T .

Теперь предположим, что

a1 =
1

5
, a2 =

1

4
, t1 = 24, T = 48, l = 1, l1 =

4

5
, λ1 =

π

4
.

Для функций u1(t) и V1(t) имеем:

u1(t) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
− 253

375π3
sin

1

4
πt, 0 � t � t1,

503

1125π3
sin

1

4
πt, t1 < t � T,

V1(t) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
− 256

375π3
+

253

3000

t

π3

)
cos

1

4
πt− 253

750π4
sin

1

4
πt, 0 � t � t1,

(
1006

375π3
− 503

9000

t

π3

)
cos

1

4
πt+

503

2250π4
sin

1

4
πt, t1 < t � T.

Их графики представлены на рис. 1 и 2 соответственно.
Явные выражения функции прогиба струны:

Q1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

((
− 256

375π3
+

253

3000

t

π3

)
cos

1

4
πt− 253

750π4
sin

1

4
πt

)
sin

5

4
πx−

− 253

750π3

(
1− 5

4
x

)
sin

1

4
πt, −l1 � x � 0,

((
− 256

375π3
+

253

3000

t

π3

)
cos

1

4
πt− 253

750π4
sin

1

4
πt

)
sin πx−

− 253

750π3
(1− x) sin

1

4
πt, 0 � x � l,

при 0 � t � t1,

Q1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

((
1006

375π3
− 503

9000

t

π3

)
cos

1

4
πt+

503

2250π4
sin

1

4
πt

)
sin

5

4
πx+

+
503

2250π3

(
1− 5

4
x

)
sin

1

4
πt, −l1 � x � 0,

((
1006

375π3
− 503

9000

t

π3

)
cos

1

4
πt+

503

2250π4
sin

1

4
πt

)
sin πx+

+
503

2250π3
(1− x) sin

1

4
πt, 0 � x � l,

при t1 < t � T .

Выражения и графики (см. рис. 3–6) функций прогиба струны и ее производной представлены
ниже. При t = t0 = 0:

Q1(x, 0) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

− 256

375π3
sin

5

4
πx, −l1 � x � 0,

− 256

375π3
sinπx, 0 � x � l;

∂Q1(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

− 253

3000π2

(
1− 5

4
x

)
, −l1 � x � 0,

− 253

3000π2
(1− x), 0 � x � l.
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При t = t1 = 24:

Q1(x, 24) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

503

375π3
sin

5

4
πx, −l1 � x � 0,

503

375π3
sinπx, 0 � x � l.

При t = t1 = 48:

Q1(x, 48) = 0,
∂Q1(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=48

=

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

503

9000π2

(
1− 5

4
x

)
, −l1 � x � 0,

503

9000π2
(1− x), 0 � x � l.

Введем следующие обозначения:

ε1(x, ti) =
∣∣Q1(x, ti)− ϕi(x)

∣∣, ε̂1(x, tj) =
∣∣Q̇1(x, tj)− ψj(x)

∣∣,
где i = 0, 1, 2, j = 0, 2 (i = j = 2 соответствуют моменту времени t2 = T ). Тогда

max
−4/5�x�1

ε1(x, 0) ≈ 0,114, max
−4/5�x�1

ε̂1(x, 0) ≈ 0,017, max
−4/5�x�1

ε1(x, 24) ≈ 0,040,

1∫

−4/5

ε1(x, 0)dx ≈ 0,103,

1∫

−4/5

ε̂1(x, 0)dx ≈ 0,015,

1∫

−4/5

ε1(x, 24)dx ≈ 0,025,

max
−4/5�x�1

ε1(x, 48) = 0, max
−4/5�x�1

ε̂1(x, 48) = 0,011,

1∫

−4/5

ε̂1(x, 48)dx ≈ 0,010.

Таким образом, результаты анализа показали, что (даже при n = 1) под воздействием постро-
енного граничного управления u1(t) поведение функции прогиба неоднородной струны Q1(x, t) и
ее производная Q̇1(x, t) достаточно близки к заданным исходным функциям.

7. Заключение. В работе предложен основанный на методе Фурье конструктивный подход по-
строения граничного управления неоднородной колебательной системой с заданными значениями
функций колебания и скоростей точек в разные промежуточные моменты времени. Предложен-
ный подход можно распространить на другие неоднородные колебательные системы. Вычисли-
тельный эксперимент показал эффективность построенного граничного управления.
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Рис. 1. График функции u1(t).

-0,04
0

0,04

6 12 18 24 30 36 42 48
t
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Рис. 3. Графики Q1(x, 0) (сплошная линия) и ϕ0(x) (пунктирная линия).
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Рис. 4. Графики функций Q̇1(x, 0) (сплошная линия) и ψ0(x) = 0.
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Рис. 5. Графики функций Q1(x, 24) (сплошная линия) и ϕ1(x) (пунктирная линия).
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8. Егоров А. И., Знаменская Л. Н. Об управляемости колебаний сети из связанных объектов с распре-
деленными и сосредоточенными параметрами// Ж. вычисл. мат. мат. физ. — 2009. — 49, № 5. —
С. 786–796.

9. Ильин В. А. Оптимизация граничного управления колебаниями стержня, состоящего из двух разно-
родных участков// Докл. РАН. — 2011. — 440, № 2. — С. 159–163.

10. Ильин В. А. О приведении в произвольно заданное состояние колебаний первоначально покоящегося
стержня, состоящего из двух разнородных участков// Докл. РАН. — 2010. — 435, № 6. — С. 732–735.

11. Красовский Н. Н. Теория управления движением. — М.: Наука, 1968.



ГРАНИЧНЫЕ УПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМОЙ 15

12. Кулешов А. А. Смешанные задачи для уравнения продольных колебаний неоднородного стержня и
уравнения поперечных колебаний неоднородной струны, состоящих из двух участков разной плотно-
сти и упругости// Докл. РАН. — 2012. — 442, № 5. — С. 594–597.

13. Львова Н. Н. Оптимальное управление некоторой распределенной неоднородной колебательной си-
стемой// Автомат. телемех. — 1973. — № 10. — С. 22–32.

14. Провоторов В. В. Построение граничных управлений в задаче о гашении колебаний системы из m
струн// Вестн. С.-Петербург. ун-та. Прикл. мат. Информ. Процессы управл. — 2012. — № 1. — С. 60–69.

15. Рогожников А. М. Исследование смешанной задачи, описывающей процесс колебаний стержня, со-
стоящего из нескольких участков с произвольными длинами// Докл. РАН. — 2012. — 444, № 5. —
С. 488–491.

16. Холодовский С. Е., Чухрий П. А. Задача о движении неограниченной кусочно-однородной струны//
Уч. зап. Забайкал. гос. ун-та. Физ. Мат. Техн. Технол. — 2018. — 13, № 4. — С. 42–50.

17. Barseghyan V. R. Control problem of string vibrations with inseparable multipoint conditions at interme-
diate points in time// Mech. Solid. — 2019. — 54, № 8. — P. 1216–1226.

18. Barseghyan V. R. The problem of optimal control of string vibrations// Int. Appl. Mech. — 2020. — 56,
№ 4. — P. 471–480.

19. Barseghian V. R. String vibration observation problem// Proc. I Int. Conf. “Control of Oscillations and
Chaos” (August 27-29, 1997, St. Petersburg, Russia), 1997. — P. 309–311.

20. Barseghyan V. R. On the controllability and observability of linear dynamic systems with variable struc-
ture// 2016 Int. Conf. “Stability and Oscillations of Nonlinear Control Systems” (Pyatnitskiy’s Conference)
(June 1-3, 2016, Moscow, Russia), 2016. — P. 1–4.

21. Barseghyan V. R., Solodusha S. V. Optimal boundary control of string vibrations with given shape of deflec-
tion at a certain moment of time// Proc. Int. Conf. “Mathematical Optimizatopn Theory and Operations
Research” MOTOR-2021 (July 5-10, 2021, Irkutsk, Russia). — Cham: Springer, 2021. — P. 299–313.

22. Barseghyan V. R., Solodusha S. V. On one problem in optimal boundary control for string vibrations with
a given velocity of points at an intermediate moment of time// Proc. Int. Russian Automation Conference
“RusAutoCon” (September 5-11, 2021, Sochi, Russia). — IEEE, 2021. — P. 343–349.

23. Ben Amara J., Beldi E. Boundary controllability of two vibrating strings connected by a point mass with
variable coefficients// SIAM J. Control Optim. — 2019. — 57, № 5. — P. 3360–3387.

24. Mercier D., Regnier V. Boundary controllability of a chain of serially connected Euler–Bernoulli beams
with interior masses// Collect. Math. — 2009. — 60, № 3. — P. 307–334.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРОВ
Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Исследование С. В. Солодуши выполнено в рамках государственного за-

дания Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (проект FWEU-
2021-0006, тема AAAA-A21-121012090034-3).

Финансовые интересы. Авторы заявляют об отсутствии подлежащих раскрытию финансо-
вых или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Барсегян Ваня Рафаелович
Институт механики НАН Армении, Ереван, Армения;
Ереванский государственный университет
E-mail: barseghyan@sci.am
Солодуша Светлана Витальевна
Институт систем энергетики им. Л. А. Мелентьева
Сибирского отделения РАН, Иркутск;
Иркутский государственный университет
E-mail: solodusha@isem.irk.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


