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Аннотация. В работе рассматриваются интегральные операторы с ядром, зависящим от суммы
и разности аргументов в пространстве Lp(R), p ∈ [1,∞). Показано, что такие операторы образу-
ют подалгебру алгебры ограниченных линейных операторов. Исследование оператора с ядром,
зависящим от разности аргументов, проведено с применением банаховых L1(Z)-модулей. Отме-
чены различие и сходство подалгебры интегральных операторов с соответствующей подалгеброй
разностных операторов с инволюцией.
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Abstract. In this paper, we consider integral operators with kernels depending on the sum and
difference of arguments in the space Lp(R), p ∈ [1,∞). We prove that such operators form a subalgebra
of the algebra of bounded linear operators. The study of operators with kernels depending on the
difference of arguments was carried out using Banach L1(Z)-modules. The differences and similarities
between the subalgebra of integral operators and the corresponding subalgebra of difference operators
with involution are noted.
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1. Введение. Пусть Lp = Lp(R,C), p ∈ [1,∞], — банахово пространство измеримых и сумми-
руемых со степенью p на R классов эквивалентности функций, существенно ограниченных при
p = ∞, со значениями в C. Нормы в Lp, p ∈ [1,∞], задаются формулами

‖x‖p =

(∫
R

|x(t)|p dt
)1/p

, ‖x‖∞ = sup
t∈R

|x(t)|.

Отдельно отметим наиболее используемые далее пространства L1 и L2. Пространство L1 является
банаховой алгеброй суммируемых на R классов измеримых комплексных функций со сверткой
функций

(f ∗ g)(t) =
∫
R

f(τ)g(t− τ) dτ =

∫
R

f(t− τ)g(τ) dτ, t ∈ R, f, g ∈ L1,

в качестве операции умножения.
Пространство L2 является гильбертовым пространством со скалярным произведением

(f, g) =

∫
R

f(t)g(t) dt, f, g ∈ L2;
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норма в L2 порождается этим скалярным произведением.
Для функций из L1 рассмотрим преобразование Фурье, задаваемое формулой

f̂(λ) =

∫
R

f(t)e−iλt dt, λ ∈ R, f ∈ L1.

Через L̂1(R) обозначим банахову алгебру преобразований Фурье функций из L1 с поточечным
умножением функций в качестве операции умножения и нормой

‖f̂‖∞ = max
λ∈R

|f̂(λ)|.

Заметим, что алгебра L̂1 изометрична L1. Преобразование Фурье обычным образом расширяется
на функции из L2, причем для f ∈ L1 ∩ L2 имеет место равенство Парсеваля

‖f̂‖2 =
√
2π‖f‖2.

В работах Е. Л. Александрова (см. [1–7]) изучались интегральные операторы с ядрами, зави-
сящими от суммы и разности аргументов вида

(Af)(t) =

∫
R

k(t− τ)f(τ) dτ +

∫
R

h(t+ τ)f(τ) dτ, f, k, h ∈ L2,

с областью определения D(A) = {f ∈ L2, Af ∈ L2}.
Определение 1.1 (см. [3, 26, 29]). Ядром Карлемана (C-ядром) называется всякая измеримая

комплекснозначная функция K : R× R → C, удовлетворяющая следующим условиям: K(x, y) ∈
L2 как функция переменной y для почти всех x ∈ R;

K(x, y) = K(y, x) для почти всех (x, y) ∈ R×R. Если выполнено только условие (i), то функция
K называется полукарлемановским ядром (SC-ядром).

В цитируемых выше работах предполагается, что оператор A обладает SC-ядром. Отметим,
что условие принадлежности функций k, h, f пространству L2 является основополагающим.

В [1–7] оператор A представляется в виде суммы двух операторов A− и A+ с ядрами, завися-
щими от разности и от суммы аргументов. Исследуются свойства этих операторов. В частности,
происходит построение резольвент и спектральных функций. Отметим работу [21], в которой
оператор A также действует в L2, но k, h ∈ L1; в этой работе также описан спектр оператора A.

Будем рассматривать в работе интегральный оператор с ядром, зависящим от суммы и разно-
сти аргументов вида

(Aα,βx)(t) =

∫
R

α(τ − t)x(τ) dτ +

∫
R

β(τ + t)x(τ) dτ,

где α, β ∈ L1 и x ∈ Lp, p ∈ [1,∞). В работе показано, что такие операторы образуют подалгебру
M из алгебры ограниченных операторов, найден спектр, а также рассмотрены отдельно свойства
оператора A−. Для этого привлекается теория банаховых L1(R)-модулей, основные положения
которой изложены в [10,23, 27, 28].

Кроме того, в работе отмечаются различия и сходство подалгебры M рассматриваемых опе-
раторов Aα,β и соответствующей подалгебры разностных операторов с инволюцией, изученной
в [11].

2. Постановка задачи. Пусть X —некоторое комплексное банахово пространство. Символом
EndX будем обозначать банахову алгебру ограниченных линейных операторов, действующих в
X , с нормой

‖X‖∞ = sup
‖x‖�1

‖Xx‖, X ∈ EndX , x ∈ X .

Символом I ∈ EndX будем обозначать тождественный оператор.

Определение 2.1. Оператор J ∈ EndX называется инволюцией, если J2 = I.
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Заметим, что соответствующая операция изначально называлась сдвигом Карлемана (Jx)(t) =
x(ω − t), x ∈ L2[0, ω] (см. [18, 25]), затем использовались термины «отклоняющийся аргумент»
[8], «инволютивное отклонение» [9], сейчас же используется, в основном, термин «инволюция»
[15,17, 19, 20], который мы и будем употреблять.

Простейшей или стандартной инволюцией в Lp, p ∈ [1,∞], является оператор отражения

(Jx)(t) = x(−t). (1)

Именно его мы и будем рассматривать.
Очевидно, что оператор J , определенный формулой (1), как и любой оператор инволюции,

имеет два собственных значения ±1. При этом собственному значению 1 отвечает подпростран-
ство четных функций из Lp, а значению −1—подпространство нечетных функций из Lp. Любую
функцию f ∈ Lp, p ∈ [1,∞], можно представить в виде суммы четной и нечетной функций

f(t) =
f(t) + f(−t)

2
+

f(t)− f(−t)

2
= f+(t) + f−(t).

Отметим, что в случае, если X —абстрактное банахово пространство и J ∈ EndX —инволюция,
то любой такой вектор, что Jx = x называется четным вектором, а если Jx = −x, то вектор x
называется нечетным вектором.

Обозначим через X+ и X− соответственно подпространства четных и нечетных векторов из X .
Отметим, что X+ и X− — замкнутые подпространства и пространство X представимо в виде их
прямой суммы

X = X+ ⊕ X−. (2)
Введем два оператора P+, P− ∈ EndX формулами

P+ =
I + J

2
, P− =

I − J

2
.

Свойства оператора P+ и P− удобно сформулировать в виде следующей леммы.

Лемма 2.1. Операторы P+ и P− обладают следующими свойствами:
(i) P+ и P− —проекторы;
(ii) P+ + P− = I, P+P− = 0;
(iii) JP+ = P+, JP− = −P−;
(iv) J = P+ − P− (спектральное разложение оператора J);
(v) ImP+ = X+, ImP− = X−.

Таким образом, есть два проектора, осуществляющих разложение пространства X в виде пря-
мой суммы (2).

Для любой функции α ∈ L1 введем в рассмотрение оператор свертки Aα, определенный фор-
мулой

(Aαx)(t) = (α ∗ x)(t) =
∫
R

α(τ)x(t− τ) dτ =

∫
R

α(t− τ)x(τ) dτ =

∫
R

α(τ)S(−τ)x(τ) dτ, x ∈ Lp.

Оператор Aα является интегральным оператором с ядром, зависящим от разности аргументов.
Если α ∈ L1 ∩ L2, то оператор Aα, согласно определению 1.1, является интегральным опера-

тором с SC-ядром и аналогом оператора A− из [1–7]. В отличие от оператора A−, оператор Aα

определен для всех x ∈ Lp, p ∈ [1,∞), ввиду принадлежности функции α пространству L1.
Рассмотрим оператор Aα + AβJ , α, β ∈ L1. Это интегральный оператор с ядром, зависящим

от суммы и разности аргументов:

(Aα +AβJ)x =

∫
R

α(τ)x(t − τ) dτ +

∫
R

β(τ)x(−t+ τ) dτ =

=

∫
R

α(t− τ)x(τ) dτ +

∫
R

β(t+ τ)x(τ) dτ, x ∈ Lp;
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при этом соответствующее ядро является SC-ядром. Отметим, что

‖Aα,β‖ � ‖α‖1 + ‖β‖1.
Областью определения D(Aα,β) оператора Aα,β есть все пространство Lp, p ∈ [1,∞). Отметим
также, что при α, β ∈ L1 ∩ L2 и x ∈ L2 оператор Aα,β есть оператор A− +A+ из [1].

3. Некоторые сведения из теории банаховых L1(R)-модулей. Будем изучать свойства
операторов Aα и Aα,β . В рассматриваемом случае α, β ∈ L1 это удобнее сделать, привлекая
теорию банаховых L1(R)-модулей, элементы которой мы и изложим в этом разделе. Будем, кроме
работ [10, 23, 27, 28], также использовать результаты из [13, 14, 24].

Определение 3.1. Комплексное банахово пространство X называется невырожденным ба-
наховым L1(R)-модулем, если задано билинейное отображение (f, x) �→ fx : L1(R) × X → X ,
обладающее следующими свойствами:

(i) (ab)x = a(bx), a, b ∈ L1, x ∈ X ;
(ii) ‖ax‖ � ‖a‖1‖x‖, a ∈ L1, x ∈ X ;
(iii) если ax = 0 для всех a ∈ L1, то x = 0.

Невырожденный банахов L1(R)-модуль называется также гармоничным пространством или
пространством Винера—Банаха.

Определение 3.2. Отображение T : R → EndX называется представлением группы R опе-
раторами из EndX , если T (0) = I, T (t+ s) = T (t)T (s). Представление T : R → EndX называется
сильно непрерывным, если каждая функция вида

τx : R → EndX , τx(t) = T (t)x, x ∈ X ,

непрерывна, и изометрическим, если

‖T (t)x‖ = ‖x‖ ∀t ∈ R, x ∈ X .

Одним из стандартных представлений является оператор сдвига функции

S : R → EndX , (S(s)x)(t) = x(t+ s), t, s ∈ R, x ∈ X .

Оно является изометрическим и сильно непрерывно при X = Lp, p ∈ [1,∞). Далее в качестве
представления мы будем рассматривать именно оператор сдвига функций.

Определение 3.3. Модульная структура на X ассоциирована с представлением S : R →
EndX , если для всех f ∈ L1(R), x ∈ X , t ∈ R, имеют место равенства

S(t)(fx) = (S(t)f)x = f(S(t)x).

Обычно пишут вместо X пару (X , S). Это подчеркивает, что модульная структура на X ассо-
циирована с представлением S. Формула

T (f)x = fx =

∫
R

f(τ)S(−τ)x dτ, f ∈ L1, x ∈ X ,

определяет на X = Lp, p ∈ [1,∞), структуру банахова L1(R)-модуля, ассоциированного с пред-
ставлением S.

Далее нам понадобятся определение и свойства спектра Бёрлинга элементов банахова модуля.

Определение 3.4. Пусть (X , S)— банахов L1(R)-модуль и Y —некоторое подмножество из X .
Спектр Бёрлинга λ(Y ) = Λ(Y, S) определяется формулой

Λ(Y, S) =
{
λ ∈ R : равенство fx = 0 для всех x ∈ Y означает f̂(λ) = 0, f ∈ L1

}
.

Если x ∈ X , то

Λ(x) =
{
λ ∈ R : fx 
= 0 для любой f ∈ L1 такой, что f̂(λ) 
= 0

}
.
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Отметим, что спектр Бёрлинга можно рассматривать как обобщение понятия носителя. Так,
если X = L2, то Λ(x, S) = supp x̂.

Известные свойства спектра Бёрлинга удобно сформулировать в виде леммы. В ней через
T : R → EndX обозначено некоторое представление (не обязательно S), которое вначале не
предполагается изометрическим.

Лемма 3.1 (см. [10]). Пусть (X , T )— банахов L1(R)-модуль. Имеют место следующие свой-
ства:

(i) Λ(Y ) замкнуто для любого подмножества Y ⊆ X ;
(ii) Λ(Y ) = ∅ тогда и только тогда, когда Y = {0};
(iii) Λ(Ax + By) ⊆ Λ(x) ∪ Λ(y) для любых A,B ∈ EndX , перестановочных со всеми T (f),

f ∈ L1(R);
(iv) Λ(fx) ⊆ (supp f̂) ∩ Λ(x) для f ∈ L1(R), x ∈ X ;
(v) fx = 0, если (supp f̂) ∩ Λ(x) = ∅ для f ∈ L1(R), x ∈ X ;
(vi) fx = x, если Λ(x)—компакт и f̂ = 1 в некоторой окрестности множества Λ(x).

Отметим, что последние два свойства из предыдущей леммы могут быть усилены дляизомет-
рического представления T .

Лемма 3.2 (см. [13, лемма 3.7.32]). Пусть (X , T )— банахов L1(R)-модуль и представление T
является изометрическим. Тогда для f ∈ L1(R) и x ∈ X справедливы следующие утверждения:

(v′) fx = 0, если (supp f̂) ∩ Λ(x) счетно и f̂(λ) = 0 для всех λ ∈ (supp f̂) ∩ Λ(x);
(vi′) fx = x, если Λ(x)—компакт со счетной границей и f̂ = 1 на Λ(x).

Приведем еще одну лемму из [14].

Лемма 3.3 (см. [14, лемма 2]). Пусть X — банахов B-модуль. Тогда для любого элемента a ∈
B спектр σ(A) оператора Ax = ax : X → X совпадает с множеством â(Λ(x)).

4. Основные результаты. Вернемся к операторам Aα и Aα,β.

Лемма 4.1. Операторы инволюции и свертки неперестановочны. Операторы инволюции и
сдвига неперестановочны.

Доказательство. Пусть f ∈ L1, g ∈ Lp. Тогда f ∗ g ∈ Lp и

(J(f ∗ g))(t) =
∫
R

f(τ)g(−t− τ) dτ =

∫
R

f(−t− τ)g(τ) dτ, (f ∗ Jg)(t) =
∫
R

f(t+ u)g(u) du,

(JSx)(t) = x(−t+ s), (SJx)(t) = x(−t− s), t, s ∈ R.

�

Следствие 4.1. Если f ∈ L1 — четная функция и g ∈ Lp, то

(J(f ∗ g))(t) = (f ∗ Jg)(t).
Непосредственной проверкой доказывается следующее утверждение.

Лемма 4.2. Операторы Aα перестановочны между собой и с операторами сдвига S. Опера-
торы Aα неперестановочны с операторами инволюции.

Из леммы 3.1 вытекает следующее утверждение.

Лемма 4.3. Имеют место следующие свойства.
(i) Ядро KerAα оператора Aα состоит из таких x ∈ Lp, p ∈ [1,∞), что (supp α̂)∩Λ(x) = ∅.
(ii) Λ(Aαx) ⊂ Λ(x) ∩ (supp α̂), x ∈ Lp.
(iii) Если x ∈ L2, то KerAα состоит из таких x ∈ L2, что (supp α̂) ∩ (supp x̂) = ∅.
(iv) В пространстве L2 оператор Aα самосопряжен, если α(−t) = α(t), t ∈ R.

Применив к оператору Aα лемму 3.3, получим следующее утверждение.
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Лемма 4.4. Спектр σ(Aα) оператора Aα совпадает с замыканием множества Im α̂.

Отметим, что результаты леммы 4.4 аналогичны формуле для спектра оператора A− из [1–7]
при α ∈ L1 ∩ L2. Также заметим, что свойство (iv) леммы 4.3, касающееся самосопряженности
оператора Aα, полностью идентично соответствующему свойству для оператора A− из [1–7]. Оно
также означает, что оператор A− (или Aα) является в этом случае оператором с ядром Карле-
мана.

Заметим также, что к оператору AβJ лемма 4.4 неприменима.

Лемма 4.5. Пусть |λ| > ‖α‖1. Тогда оператор Aα − λI обратим и имеет место формула

(Aα − λI)−1 =

∞∑
n=0

(−1)n+1 An
α

λn+1
.

Пусть |λ| > ‖β‖1. Тогда оператор AβJ − λI обратим и

(AβJ − λI)−1 =

∞∑
n=0

(−1)n+1 (AβJ)
n

λn+1
.

Лемма 4.6. Операторы Aα,β образуют банахову подалгебру M ∈ EndLp, Aα,βAα′,β′ = A
α̃,˜β

,
где

α̃ = α ∗ α′ + β ∗ Jβ′, β̃ = α ∗ β′ + β ∗ Jα′.

Доказательство. Имеем

Aα,β −Aα′,β′ = (Aα +AβJ)(Aα′ +Aβ′J) = AαAα′ +AβJAβ′J +AαAβJ +AβJAα′ .

Теперь каждое слагаемое рассмотрим отдельно. Очевидно, что

(AαAα′x)(t) = Aα

⎛
⎝∫

R

α′(t− τ)x(τ) dτ

⎞
⎠ =

∫
R

∫
R

α(t− τ)α′(τ − u) dτ x(u) du,

∫
R

α(t− τ)α′(τ − u) dτ = α̃(t− u), (AαAα′x)(t) = (Aα̃1
x)(t),

где α̃1 = α ∗ α′. Аналогично,

(AβJAα′x)(t) =

∫
R

∫
R

β(−t− τ)α′(−τ − u)x(u) du dτ =

∫
R

β̃1(t+ u)x(u) du,

где

β̃1(t+ u) =

∫
R

β(t+ z + u)α′(z) dz,

т.е. β̃1 = β ∗ Jα′ . Остальные слагаемые рассматриваются аналогично. �
Отметим, что операторы Aα образуют в M замкнутую подалгебру (без единицы), а операторы

AβJ подалгебры не образуют.
Перейдем к нахождению спектра оператора Aα,β : L2 → L2. Пусть F —оператор, осуществля-

ющий преобразование Фурье функции x ∈ L2, Fx = x̂. Положим Aα,βx = F−1Âα,βFx, x ∈ L2, где
Âα,β : L2 → L2 —линейный ограниченный оператор, действующий по формуле Âα,βy = α̂y+ β̂Jy,
y ∈ L2. Каждой функции y ∈ L2 поставим в соответствие пару функций y = (y+, y−), где
y±(λ) = y(±λ), λ ∈ R+. Пусть Uy = y, где U : L2(R) → L2(R,C

2). Оператор U является унитар-
ным. Введем оператор

Bα,β : L2(R,C
2) → L2(R,C

2), Bα,β = UFAα,βF
−1U−1.
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Лемма 4.7. Оператор Aα,β подобен оператору Bα,β вида

By(λ) =

(
α̂(λ) β̂(λ)

β̂(−λ) α̂(−λ)

)
y(λ) = Q(λ)y(λ),

где λ ∈ R, Q : R → EndC2.

Лемма проверяется непосредственным вычислением.

Лемма 4.8. σ(Aα,β) = σ(B), σ(B) = Ran δ1 ∪ Ran δ2, где

δ1,2(λ) =
1

2

(
α̂(λ) + α̂(−λ)±

(
(α̂(λ)− α̂(−λ))2 + 4β̂(λ)β̂(−λ)

)1/2)
.

Отметим, что представленная выше замена Uy = y, y ∈ X , использовалась также в [21] в
спектральном анализе интегральных операторов с ядром, зависящим от суммы и разности ар-
гументов, а также в [16, 22] для перехода от дифференциального оператора первого порядка с
инволюцией к оператору Дирака.

Применим также формулу для резольвенты оператора A− к оператору Aα : L2 → L2, α ∈
L1 ∩ L2, из [2, 3]. Тогда

(RAαy)(u) = −y(u)

λ
+

∫
R

α(u− τ)

α(u− τ)− λ
y(τ) dτ.

Согласно [2,3] отсюда следует, что RAα не является интегральным оператором; он является пре-
делом интегральных операторов с полукарлемановскими ядрами.

5. Интегральные и разностные операторы с инволюцией. Интересна аналогия между
операторами Aα,β и разностными операторами специального вида.

Пусть lp = lp(Z,C), p ∈ [1,∞), — пространство двусторонних комплексных последовательно-
стей x : Z → C с нормой

‖x‖p =
(∑

n∈Z
|x(n)|p

)1/p
, p ∈ [1,∞), ‖x‖∞ = sup

n∈Z
|x(n)|.

Пространство l2 является гильбертовым со скалярным произведением

(x, y) =
∑
n∈Z

x(n)y(n);

норма порождается этим скалярным произведением. Пространство l∞ является алгеброй с пото-
чечным умножением (xy)(n) = x(n)y(n), n ∈ Z, x, y ∈ l∞.

Стандартная (или простейшая) инволюция в любом банаховом пространстве с двусторонним
базисом (en, n ∈ Z) задается формулой (Jx)(n) = x(−n), где x =

∑
n∈Z

enx(n).

Для любой последовательности α ∈ l∞ определим оператор Aα ∈ End lp, p ∈ [1,∞), формулой

Aαx = αx, (Aαx)(n) = α(n)x(n), n ∈ Z.

Очевидно, ‖Aα‖ � ‖α‖∞. Определим также оператор Aα,β, α, β ∈ l1, следующим образом:

Aα,βx = αx+ βJx, x ∈ lp, p ∈ [1,∞).

Оператор Aα,β действует по формуле

(Aα,βx)(n) = α(n)x(n) + β(n)x(−n), n ∈ Z, x ∈ lp, p ∈ [1,∞),

и в стандартном базисе пространства lp имеет разреженную матрицу Aα,β ∼ (aij), где aii = α(i),
ai,−i = β(i), i ∈ Z \ {0}, a00 = α(0) + β(0), а остальные элементы нулевые. Множество таких
операторов Aα,β обозначим через M̃. Очевидно, что

I = Ae,0 = eI + 0J ∈ M̃, J = A0,e = 0I + eJ ∈ M̃.

Здесь символом e ∈ l∞ обозначена такая последовательность, что e(n) = 1 для всех n ∈ Z,
‖e‖∞ = 1, и символом 0—нулевая последовательность, т.е. 0(n) = 0 для всех n.
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Лемма 5.1. Множество M̃ является наполненной банаховой подалгеброй в End lp, p ∈ [1,∞),
с единицей.

Напомним, что наполненность подалгебры означает, что любой обратимый в End lp элемент из
M̃ обратим также и в M̃.

Таким образом, между операторами Aα,β в lp и Aα,β в Lp прослеживается аналогия. Оба класса
операторов образуют подалгебры в банаховых алгебрах соответствующих ограниченных линей-
ных операторов. Только в случае разностных операторов эта подалгебра наполненная.

Также (см. [11]) обратим внимание на формулу

Aα,βAα′,β′ = A
α̃,˜β

,

для разностных операторов, где

α̃ = αα′ + β′Jβ, β̃ = αβ′ + βJα′,

которая аналогична соответствующей формуле для интегральных операторов Aα,β.
Известно (см. [22]), что для разностных операторов из End lp, p ∈ [1,∞), спектр оператора не

зависит от пространства lp, p ∈ [1,∞), поэтому спектральные свойства таких операторов обычно
исследуются в l2.

Лемма 5.2. Спектр оператора Aα,β ∈ End lp, p ∈ [1,∞), α, β ∈ l∞, есть замыкание множе-
ства чисел{

α(0) + β(0),
1

2

(
α(n) + α(−n)± (α(n)− α(−n)

)2
+ 4β(n)β(−n)

)1/2}
, n ∈ N.

Подчеркнем аналогию между леммой 5.2 и леммой 4.8, касающейся формул для спектра раз-
ностного и интегрального оператора.
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