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О существовании и единственности положительного решения
краевой задачи для одного нелинейного

функционально-дифференциального уравнения дробного порядка
Гусен Эльдерханович АБДУРАГИМОВ

ФГБОУ ВО «Дагестанский государственный университет»
367025, Российская Федерация, г. Махачкала, ул. М. Гаджиева, 43а

Аннотация. В настоящей статье рассматривается двухточечная краевая задача для одно-
го нелинейного функционально-дифференциального уравнения дробного порядка со сла-
бой нелинейностью на отрезке [0, 1] с нулевыми условиями Дирихле на границе. Краевая
задача сводится к эквивалентному интегральному уравнения в пространстве непрерывных
функций. С помощью специальных топологических средств (использующих геометриче-
ские свойства конусов в пространстве непрерывных функций, утверждения о неподвиж-
ных точках монотонных и вогнутых операторов) доказано существование единственно-
го положительного решения рассматриваемой задачи. Приведен пример, иллюстрирую-
щий выполнение достаточных условий, обеспечивающую однозначную разрешимость по-
ставленной задачи. Полученные результаты являются продолжением исследований автора
(см. [Итоги науки и техн. Сер. Соврем. мат. и ее прил. Темат. обз., 2021, т. 194, с. 3–7]), по-
священных вопросам существования и единственности положительных решений краевых
задач для нелинейных функционально-дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение дробного порядка, по-
ложительное решение, краевая задача, конус, конусный отрезок

Для цитирования: Абдурагимов Г.Э. О существовании и единственности положительно-
го решения краевой задачи для одного нелинейного функционально-дифференциального
уравнения дробного порядка // Вестник российских университетов. Математика. 2022.
Т. 27. № 138. С. 129–135. DOI 10.20310/2686-9667-2022-27-138-129-135.
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On the existence and uniqueness of a positive solution
to a boundary value problem for one nonlinear

functional differential equation of fractional order
Gusen E. ABDURAGIMOV

Dagestan State University
43a M. Hajiyev St., Makhachkala 367025, Russian Federation

Abstract. In this article, we consider a two-point boundary value problem for a nonlinear
functional differential equation of fractional order with weak nonlinearity on the interval [0, 1]

with zero Dirichlet conditions on the boundary. The boundary value problem is reduced to an
equivalent integral equation in the space of continuous functions. Using special topological tools
(using the geometric properties of cones in the space of continuous functions, statements about
fixed points of monotone and concave operators), the existence of a unique positive solution to
the problem under consideration is proved. An example is given that illustrates the fulfillment of
sufficient conditions that ensure the unique solvability of the problem. The results obtained are
a continuation of the author’s research (see [Results of science and technology. Ser. Modern mat.
and her appl. Subject. review, 2021, vol. 194, pp. 3–7]) devoted to the existence and uniqueness
of positive solutions of boundary value problems for non-linear functional differential equations.

Keywords: functional differential equation of fractional order, positive solution, boundary
value, cone, tapered segment

Mathematics Subject Classification: 26A33, 34B18, 34K10.

For citation: Abduragimov G.E. O sushchestvovanii i edinstvennosti polozhitel’nogo resheniya
krayevoy zadachi dlya odnogo nelineynogo funktsional’no-differentsial’nogo uravneniya drobno-
go poryadka [On the existence and uniqueness of a positive solution to a boundary value problem
for one nonlinear functional differential equation of fractional order]. Vestnik rossiyskikh uni-
versitetov. Matematika – Russian Universities Reports. Mathematics, 2022, vol. 27, no. 138,
pp. 129–135. DOI 10.20310/2686-9667-2022-27-138-129-135. (In Russian, Abstr. in Engl.)



КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО ФДУ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 131

Введение

Вопросам исследования разрешимости краевых задач для нелинейных дробно-диффе-
ренциальных уравнений посвящено достаточно большое число работ. Отметим близкие
по тематике данному исследованию работы [1–14], в которых рассмотрены вопросы су-
ществования положительных решений, их свойства, асимптотики и т. д., причем есте-
ственным инструментом исследования являются методы функционального анализа, ос-
нованные на использовании техники нелинейного анализа (теоремы о неподвижной точ-
ке, теорема Лере–Шаудера и др.). Однако работ, посвященных непосредственно вопро-
сам существования единственного положительного решения краевой задачи для нелиней-
ного функционально-дифференциального уравнения дробного порядка, мало. Из цити-
рованных выше исследований условия единственности предложены только в статье [2].
В настоящей работе предпринята попытка устранить данный пробел. На основе мето-
дов функционального анализа с помощью специальных топологических средств доказы-
вается существование единственного положительного решения краевой задачи для одного
нелинейного функционально–дифференциального уравнения дробного порядка со слабой
нелинейностью. Ранее в статье [15] автором были получены достаточные условия разреши-
мости уравнений с сильной нелинейностью при аналогичных краевых условиях. Получен-
ные здесь результаты дополняют результаты исследований автора, посвященных данной
тематике.

1. Постановка задачи и основные результаты

Обозначим через C — пространство C[0, 1], через Lp ( 1 < p < ∞ ) — пространство
Lp(0, 1) и через W2 — пространство вещественных функций, определенных на [0, 1], с
абсолютно непрерывной производной.

Рассмотрим краевую задачу

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x(0) = 0, x(1) = 0, (1.2)

где α ∈ (1, 2] —действительное число, Dα
0+ —дробная производная Римана–Лиувилля,

T : C → Lp (1 < p < ∞) —линейный положительный непрерывный оператор, функция
f(t, u) неотрицательна на [0, 1] × [0,∞), монотонно возрастает по второму аргументу,
удовлетворяет условию Каратеодори и f(·, 0) ≡ 0.

О п р е д е л е н и е 1.1. Под положительным решением задачи (1.1),(1.2) будем по-
нимать функцию x ∈ W2 положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую на ука-
занном интервале уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1.1),(1.2) интегральное уравнение

x(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1, (1.3)

где G(t, s) — функция Грина оператора −Dα
0+x(t) с краевыми условиями (1.2):

G(t, s) =


(t(1− s))α−1 − (t− s)α−1

Γ(α)
, если 0 ≤ s ≤ t,

(t(1− s))α−1

Γ(α)
, если t ≤ s ≤ 1.
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Предположим, что функция f(t, u) удовлетворяет условию

f(t, u) ≤ a(t) + bup/q,

где b > 0, a(t) ∈ Lq, q ∈ (1,∞). Это условие обеспечивает действие оператора Немыцкого
N : Lp → Lq, определяемого соотношением (Ny)(t) = f(t, y(t)) для каждого y(t) ∈ Lp.

В операторной форме уравнение (1.3) можно переписать в виде

x = GNTx,

где G : Lq → C, (Gu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)u(s) ds — оператор Грина. Обозначим A = GNT.

Этот оператор определяется равенством

(Ax)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций, монотонен, вполне
непрерывен [16, c. 161] и оставляет инвариантным нормальный конус K̃ неотрицатель-
ных функций пространства C, удовлетворяющих граничным условиям (1.2).

Теорема 1.1. Предположим, что существуют такие неотрицательные функции
υ, ω ∈W2, что справедливы соотношения

υ ≤ ω, υ(0) = 0 ≤ ω(0), υ(1) = 0 ≤ ω(1)

и почти всюду на [0, 1] выполнены условия

−Dα
0+υ(t) ≤ f (t, (Tυ) (t)) , −Dα

0+ω(t) ≥ f (t, (Tω) (t)) .

Тогда краевая задача (1.1), (1.2) имеет по крайней мере одно положительное решение на
конусном отрезке 〈υ, ω〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как несложно убедиться, из соотношений

−Dα
0+υ(t) ≤ f (t, (Tυ) (t)) , υ(0) = 0, υ(1) ≤ 0,

следует, что Aυ ≥ υ. Неравенство Aω ≤ ω получается аналогичным образом.
Тогда, поскольку конус K̃ нормален [17, c. 21] и оператор A, как было выше отмечено,

вполне непрерывен, на основании теоремы [17, c. 129] можно заключить, что на 〈υ, ω〉
существует по крайней мере одна неподвижная точка оператора A. Последнее в свою
очередь равносильно существованию по меньшей мере одного положительного решения
краевой задачи (1.1), (1.2).

Теорема 1.2. Предположим, что при u > 0 и любом τ ∈ (0, 1)

f(t, τu) > τf(t, u) (t ∈ (0, 1)). (1.4)

Тогда при выполнении условий теоремы 1.1 краевая задача (1.1), (1.2) имеет единствен-
ное положительное решение на конусном отрезке 〈υ, ω〉.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1.1 краевая задача (1.1), (1.2) имеет поло-
жительное решение на конусном отрезке 〈υ, ω〉. Докажем единственность этого решения.

Вначале покажем, что оператор Грина G обладает следующим свойством: существует
такая ненулевая функция u0 ∈ K̃, что для каждой ненулевой неотрицательной функции
u ∈ Lq можно указать такие числа ς1, ς2, что выполнены неравенства

ς1u0 ≤ Gu ≤ ς2u0 (1.5)

(подобные операторы называют u0 -положительными, см. [17, c. 59]). Для любой ненуле-
вой неотрицательной функции u ∈ Lq можно указать множество Ω1 ⊂ [0, 1] такое, что
u(t) ≥ µ > 0, t ∈ Ω1. В силу соответствующих свойств [?, c. 498] функции Грина рассмат-
риваемой задачи, получим

(Gu)(t) =

1∫
0

G(t, s)u(s) ds ≥
∫
Ω1

γ(s)G(s, s) ds · µ · ϕ(t) (t ∈ [0, 1]),

где γ(t) — положительная непрерывная функция, ϕ(t) = min(t, 1− t).

С другой стороны, поскольку G(t, s) ≤ ϕα−1(t)

Γ(α)
, имеем

(Gu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)u(s) ds ≤ ϕα−1(t)

Γ(α)
‖u‖Lq ≤

‖u‖Lq

Γ(α)
· ϕ(t) (t ∈ [0, 1]).

Из полученных неравенств следуют соотношения (1.5) с u0(t) ≡ ϕ(t), т. е. оператор G

является u0 -положительным.
Несложно видеть, что u0 -положительность оператора G обеспечивает u0 -положи-

тельность оператору A.

С учетом (1.4) имеем∫ 1

0

G(t, s)
[
f(t, τ (Tx) (s))− τf(t, (Tx) (s))

]
ds ≥ β1u0(t) (t ∈ [0, 1]),

где β1 > 0. В то же время∫ 1

0

G(t, s)f(t, (Tx) (s)) ds ≤ β2u0(t) (t ∈ [0, 1]).

Поэтому∫ 1

0

G(t, s)f(t, τ (Tx) (s)) ds ≥ τ

(
1 +

β1

β2τ

)∫ 1

0

G(t, s)f(t, (Tx) (s)) ds (t ∈ [0, 1]).

Полученное неравенство совпадает с условием u0 -вогнутости оператора A

(см. [17, c. 197]), что позволяет воспользоваться теоремой 6.3 из [17, c. 200]. Согласно этой
теореме оператор A не может иметь в конусе K̃ две различные неподвижные точки.
Следовательно, краевая задача (1.1), (1.2) имеет на конусном отрезке 〈υ, ω〉 единственное
решение.
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П р и м е р 1.1. Рассмотрим краевую задачу

D
3/2
0+ x(t) +

4 · 30,1

π
t

(∫ 1

0

x(s) ds

)0,1

= 0, 0 < t < 1, (1.6)

x(0) = 0, x(1) = 0. (1.7)

Выбрав

υ(t) = 0, ω(t) = 1− t2, t ∈ [0, 1],

нетрудно проверить выполнение условий вышеприведенных теорем. Таким образом, мож-
но утверждать, что краевая задача (1.6), (1.7) в пределах указанных выше границ конус-
ного отрезка имеет единственное положительное решение.

Заметим, что точным положительным решением задачи (1.6), (1.7) является функция
x(t) =

√
t− t2.
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Аннотация. В более ранних статьях авторов [А.П. Афанасьев, С.М. Дзюба, «О но-
вых свойствах рекуррентных движений и минимальных множеств динамических систем»,
Вестник российских университетов. Математика, 26:133 (2021), 5–14] и [А.П. Афана-
сьев, С.М. Дзюба, «Новые свойства рекуррентных движений и предельных множеств ди-
намических систем», Вестник российских университетов. Математика, 27:137 (2022),
5–15] фактически установлено взаимоотношение движений динамических систем в ком-
пактных метрических пространствах. Целью данной работы является распространение
этих результатов на случай динамических систем в произвольных метрических простран-
ствах.

Именно, пусть Σ – произвольное метрическое пространство. В настоящей статье, преж-
де всего, установлено новое важнейшее свойство, связывающее в таком пространстве про-
извольные и рекуррентные движения. Далее, на основании этого свойства показано, что
если положительная (отрицательная) полутраектория некоторого движения f(t, p) , рас-
положенного в Σ , относительно компактна, то ω - ( α -) предельное множество данного
движения – компактное минимальное множество. Из этого следует, что в пространстве Σ

любое нерекуррентное движение является или положительно (отрицательно) уходящим,
или положительно (отрицательно) асимптотическим по отношению к соответствующему
минимальному множеству.
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Введение

В своей знаменитой книге [1] Дж. Биркгоф полно и подробно изложил основы общей
теории динамических систем, которые по сей день во многом определяют развитие нели-
нейной динамики и ее приложений.

Конечной целью общей теории динамических систем является «качественное опреде-
ление всех возможных типов движений и взаимоотношений между этими движениями»
(см. [1, с. 194]).

Важнейшим из всех типов движений, как известно, является рекуррентное. Одна из
главных заслуг Дж. Биркгофа состоит в том, что он фактически показал, что в метриче-
ском пространстве Σ из существования движения f(t, p), расположенного в компактном
множестве E ⊂ Σ, следует существование рекуррентного движения f(t, q), расположен-
ного в компактном минимальном множестве M ⊂ E.

Хорошо известно, что каждое рекуррентное движение устойчиво по Пуассону (см., на-
пример, [2, с. 402]). Дж. Биркгоф допускал, что существуют устойчивые по Пуассону
нерекуррентные движения. Однако, ни примеров, ни критериев существования таких дви-
жений он не привел (см. [1, гл. VII]). Более того, до недавнего времени эта ситуация
оставалась неизменной (см., например, [3, с. 1–4]).

Заметим теперь, что в работе [4] показано, что в компактном метрическом пространстве
Σ устойчивость по Пуассону является лишь характеристическим свойством рекуррент-
ности движений. Это позволяет установить взаимоотношение движений в произвольном
метрическом пространстве Σ : каждое нерекуррентное движение, расположенное в Σ ,
является или положительно (отрицательно) уходящим, или положительно (отрица-
тельно) асимптотическим по отношению к соответствующему минимальному мно-
жеству.

Основной целью настоящей работы является доказательство данного утверждения.

1. Произвольные и рекуррентные движения

Пусть Σ — метрическое пространство с метрикой d и R = (−∞,+∞) — действитель-
ная ось. Рассмотрим отображение f : R× Σ→ Σ и положим

f(t, p) = gtp.

При этом будем считать, что:
(a) отображение f непрерывно по совокупности переменных t, p на множестве R×Σ;

(b) для всех p ∈ Σ

g0p = p;

(c) для всех t, s ∈ R
gt+s = gtgs.

Тогда, следуя [2, с. 347], будем говорить, что группа преобразований gt — динамическая
система, а для любого p ∈ Σ функция t→ f(t, p) — движение.

Приведем определение рекуррентного движения, которое прочно устоялось в совре-
менных источниках (см., например, [2, с. 402]).

О п р е д е л е н и е 1.1. Движение f(t, p) называется рекуррентным, если для каж-
дого ε > 0 можно указать такое Tε > 0, что для всех τ ∈ R дуга

Kτ,Tε = {f(t, p) : t ∈ [τ, τ + Tε]}
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траектории
K = {f(t, p) : t ∈ R}

этого движения аппроксимирует всю траекторию K с точностью ε, т. е. при заданном ε

и соответствующем ему Tε для всех s ∈ R и τ ∈ R найдется такое t ∈ [τ, τ + Tε], что

d(f(s, p), f(t, p)) < ε.

Напомним, что множество M ⊂ Σ называется минимальным, если оно непусто, за-
мкнуто, инвариантно и не содержит ни одного собственного подмножества, обладающего
тремя указанными выше свойствами (см., например, [2, с. 400]). Кроме того, заметим, что
в полном пространстве Σ замыкание K̄ траектории K рекуррентного движения f(t, p)

является компактным минимальным множеством M, а каждое движение f(t, p), распо-
ложенное в компактном минимальном множестве M, рекуррентно (см. [2, с. 402, 404]).

Как известно, в метрическом пространстве Σ любое непустое компактное инвариант-
ное множество M1 содержит компактное минимальное множество M (см., например,
[2, с. 401]). Это фундаментальное утверждение дополняет следующая теорема.

Теорема 1.1. Если для заданного p ∈ Σ положительная полутраектория

K+(p) = {f(t, p) : t ≥ 0}

некоторого движения f(t, p) относительно компактна, то для каждого положитель-
ного числа T из любой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно
выбрать такую ее подпоследовательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что в ω -предельном множе-
стве Ω движения f(t, p) расположено рекуррентное движение f(t, q), удовлетворяю-
щее следующим условиям:

(i) равномерно на каждом из отрезков [a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

f(t+ (Nkl − 1)T, p) = f(t, q);

(ii) равномерно на всей оси R

lim
l→+∞

f(t+ (Nkl+1
−Nkl)T, q) = f(t, q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как полутраектория K+(p) относительно компактна,
то ω -предельное множество Ω движения f(t, p) непусто и компактно. Более того, для
всех t0 ∈ R полутраектория

Kt0(p) = {f(t, p) : t ≥ t0}

движения f(t, p) также относительно компактна. Отсюда в силу теоремы 1 работы [5]
следует справедливость утверждения теоремы 1.1.

З а м е ч а н и е 1.1. Вообще говоря, в условиях теоремы 1.1 выбор числа T не зави-
сит от выбора последовательности (Nk)k∈N и обратно. Более того, действуя как и выше,
несложно показать, что имеет место следующее дополнение к теореме 1.1.

Если при заданном p ∈ Σ отрицательная полутраектория

K−(p) = {f(t, p) : t ≤ 0}
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некоторого движения f(t, p) относительно компактна, то для каждого положитель-
ного числа T из любой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно
выбрать такую ее подпоследовательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что в α -предельном множе-
стве A движения f(t, p) расположено рекуррентное движение f(t, r), удовлетворяю-
щее следующим условиям:

(iii) равномерно на каждом из отрезков [a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

f(t− (Nkl − 1)T, p) = f(t, r);

(iv) равномерно на всей оси R

lim
l→+∞

f(t− (Nkl+1
−Nkl)T, r) = f(t, r).

Теорема 1.1, вообще говоря, определяет все последующие построения. Основное ее зна-
чение состоит в том, что из нее вытекает следующее утверждение.

Теорема 1.2. Если положительная полутраектория K+(p) некоторого движения
f(t, p) относительно компактна, то ω -предельное множество Ω этого движения —
компактное минимальное множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всех N = 0, 1, . . . обозначим через PN — множество
функций

t→ f(t+N + l, p), l = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1]. Пусть P̄N — замыкание множества PN . Положим

P =
⋂
N≥0

P̄N .

Очевидно, что
P̄0 ⊃ P̄1 ⊃ . . . ⊃ P̄N ⊃ . . .

Значит, для каждой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞

P =
⋂
k≥1

P̄Nk
. (1.1)

Поскольку полутраектория K+(p) относительно компактна, то каждое из множеств
PN равностепенно непрерывно (см., например, [6, с. 313]). Поэтому, действуя как и в
[7, с. 105], несложно показать, что множество P непусто, компактно в топологии равно-
мерной сходимости и инвариантно. Следовательно, P содержит компактное в топологии
равномерной сходимости минимальное множество M.

В силу теоремы 1.1 и равенства (1.1) несложно заметить, что P — объединение ком-
пактных в топологии равномерной сходимости минимальных множеств. Теперь, действуя
как и при доказательстве теоремы 2.2 работы [8], несложно показать, что M не является
собственной частью P, т. е. что P — минимальное множество.

Заметим теперь, что по определению

Ω =
⋂
t≥0

⋃
s≥t

f(s, p).

Поэтому Ω — компактное минимальное множество.

З а м е ч а н и е 1.2. Очевидно, что утверждение, аналогичное теореме 1.2, справед-
ливо также для α -предельного множества A движения f(t, p), если отрицательная по-
лутраектория K−(p) этого движения относительно компактна (см. замечание 1.1).
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2. Взаимоотношение движений

Напомним, что движение f(t, p) называется положительно асимптотическим по от-
ношению к своему ω -предельному множеству Ω, если p /∈ Ω (см., например, [2, с. 363]).
Аналогичным образом, движение f(t, p) называется отрицательно асимптотическим по
отношению к своему α -предельному множеству A, если p /∈ A .

Будем говорить, что f(t, p) — положительно уходящее движение, если его ω -пре-
дельное множество или пусто, или не компактно. Аналогичным образом, будем говорить,
что f(t, p) — отрицательно уходящее движение, если его α -предельное множество или
пусто, или не компактно. Тогда, согласно теореме 1.2 и замечанию 1.2, взаимоотношение
движений в пространстве Σ устанавливает следующая теорема.

Теорема 2.1. Любое нерекуррентное движение f(t, p), расположенное в метричес-
ком пространстве Σ, является или положительно (отрицательно) уходящим, или по-
ложительно (отрицательно) асимптотическим по отношению к компактному ω -пре-
дельному множеству Ω, совпадающему с минимальным множеством M+ (соответ-
ственно, к компактному α -предельному множеству A, совпадающему с минимальным
множеством M− ).

Следствие 2.1. Если пространство Σ компактно, то каждое нерекуррентное дви-
жение f(t, p), расположенное в Σ, является как положительно, так и отрицательно
асимптотическим по отношению к множествам Ω = M+ и A = M−.
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Введение

Для t ≥ 0 определим многозначное отображение R(t) = tR, где R ⊂ Rn — выпуклый
компакт. Таким образом, R(t) есть гомотетия R с центром в нуле и коэффициентом
t ≥ 0. Рассмотрим следующую задачу. Пусть M ⊂ Rn, 0 ∈ intM, является выпуклым
компактом. Предположим, что R(T ) 6⊂ M для T > 0. Мы хотим решить следующий
вопрос:

Верно ли включение R(t) ⊂M для данного t ∈ [0, T ] ? (0.1)

Предполагается обсудить алгоритм решения задачи (0.1). Во многих задачах при ра-
боте с компактными выпуклыми подмножествами типичным считается информация об
опорной функции этих подмножеств, т. е. s(p,R) = max

x∈R
(p, x) и s(p,M) для всех p ∈ Rn.

Здесь (p, x) — скалярное произведение векторов p и x. В дальнейшем будем считать
известными функции s(p,R) и s(p,M).

Вопрос (0.1) есть вопрос о покрытии выпуклого компакта гомотетичным образом дру-
гого выпуклого компакта с фиксированным центром гомотетии. Этот вопрос очень близок
к задаче вычисления чебышевского радиуса (см. [1]). Предположим, что центр гомотетии
есть ноль и M — выпуклое компактное подмножество с нулем в своей внутренности. Мы
хотим найти решение задачи

min
τ≥0

τ R ⊂ τM.

Полагая t = τ−1, получаем эквивалентную переформулировку: для R(t) = t · R найти

max
t≥0

t R(t) ⊂M. (0.2)

Зафиксируем t ∈ [0, T ]. Положим ft(p) = s(p,M)−t·s(p,R). Таким образом, на языке
опорных функций требуется решить задачу

min
‖p‖=1

ft(p) = J. (0.3)

Если J≥0, то s(p,M)≥s(p, tR) для всех p и значит по теореме об отделимости tR ⊂M.

Если J < 0, то tR 6⊂ M. Меняя (уменьшая) t, можно пытаться найти решение (0.2).
Первая естественная идея — попытка аппроксимировать в задаче R и M многогран-

никами и решить приближенную задачу методами линейного программирования. Однако
разумное приближение в метрике Хаусдорфа для выпуклых компактов может быть полу-
чено лишь в небольшой размерности, не более 5 для современного ПК (см. [2, таблица 1]).

Кроме того, задача (0.3) является невыпуклой задачей условной минимизации. Функ-
ция ft(p) невыпукла в общем случае, как разность выпуклых опорных функций, при этом
минимизируется ft(p) на единичной евклидовой сфере. Последнее множество хоть и не
выпукло, но обладает простой геометрией.

Решить с удовлетворительной точностью задачу (0.3) в размерности n ≥ 5 беспер-
спективно как с помощью аппроксимаций, так и методов нулевого порядка (где участвует
лишь значение функции).

Для того, чтобы применить методы первого порядка, необходима дифференцируемость
в окрестности единичной сферы функции ft по p, а значит и опорных функций s(p,M),

s(p,R). Кроме того, хорошо известно (см. [3]), что существует широкий класс сходящихся
методов с липшицево дифференцируемой функцией. Таким образом, хотелось бы выде-
лить класс множеств M и R, для которых опорная функция была бы липшицево диф-
ференцируемой в окрестности единичной сферы.
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1. Обозначения и вспомогательные факты

Пусть ‖x‖2 = (x, x), Br(a) — замкнутый шар радиуса r > 0 с центром a ∈ Rn.

Выпуклое компактное множество M ⊂ Rn называется сильно выпуклым с радиусом
R > 0, если множество M можно представить как пересечение замкнутых шаров ради-
уса R.

Хорошо известно, что опорная функция s(p,M) компактного подмножества M⊂Rn

непрерывна по Липшицу с константой Липшица L = ‖M‖ = max
x∈M
‖x‖. Обозначим M(p) =

{x ∈ M : (p, x) = s(p,M)} для p ∈ Rn и выпуклого компакта M. Множество M(p)

называется опорным подмножеством множества M для вектора p, оно является субдиф-
ференциалом опорной функции в точке p в смысле выпуклого анализа.

Суммой множеств M и N называется множество

M+N = {x+ y : x ∈M, y ∈ N}.

Расстоянием в метрике Хаусдорфа между выпуклыми компактами M и N называ-
ется

h(M,N ) = sup
‖p‖=1

|s(p,M)− s(p,N )|.

Через PMx обозначим метрическую проекцию точки x на замкнутое множество M.

Если M дополнительно выпукло, то множество PMx одноточечно. Определим %(x,M) =

inf
y∈M
‖x− y‖.

П р е д л о ж е н и е 1.1. [4, теоремы 2.6, 4.1] Пусть M⊂ Rn — выпуклое компакт-
ное множество. Следующие свойства эквивалентны
1) M сильно выпукло с радиусом R > 0;

2) существует выпуклый компакт N такой, что M+N = BR(0);

3) для любого единичного вектора p ∈ Rn выполнено включение M⊂ BR(M(p)−Rp);
4) для любых единичных векторов p, q ∈ Rn выполнено неравенство ‖M(p) −M(q)‖ ≤
R‖p− q‖.

Будем называть выпуклый компакт M равномерно гладким с константой r > 0, если
M =M0+Br(0) и M0 ⊂ Rn также выпуклый компакт. Данное свойство рассматривалось
ранее в работе [5, Definition 2.1].

Следующее предложение дает скорость убывания за один шаг алгоритма метода про-
екции градиента для липшицево дифференцируемой функции с константой Липшица
L1 > 0.

П р е д л о ж е н и е 1.2. [6, Lemma 2] Рассмотрим задачу minM f(x) в Rn. Предпо-
ложим, что M— замкнутое множество, f ′— липшицева функция с константой L1.

Зафиксируем 0 < λ ≤ 1
L1
. Пусть x0 ∈M и y0 ∈ PM(x0 − λf ′(x0)). Тогда

f(x0)− f(y0) ≥ 1

2

(
1

λ
− L1

)
‖x0 − y0‖2. (1.1)

При этом, для доказательства формулы (1.1) условие Липшица с константой L1 для
f ′ важно на отрезке [x0, y0], см. доказательство [7, Proposition 2.2].
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Лемма 1.1. Для любых ненулевых векторов p, q ∈ Rn имеем∥∥∥∥ p

‖p‖
− q

‖q‖

∥∥∥∥ ≤ ‖p− q‖√
‖p‖ · ‖q‖

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства умножим обе части неравенства на√
‖p‖ · ‖q‖ и возведем в квадрат.

2. Основной результат

Предположения.
1. Множество R сильно выпукло с радиусом R > 0 и R 6⊂ M.

2. Множество M равномерно гладкое с константой rM > 0 : M =M0 +BrM(0).

3. Множество M сильно выпукло с радиусом RM > 0.

4. R < rM.

Напомним, что R(t)= tR. Отметим также, что мы рассматриваем T =1, т. е. t∈ [0, 1],

и поэтому множество tR сильно выпукло с радиусом R для всех t ∈ [0, 1].

Зададим ε ∈ (0, rM −R). Рассмотрим ε -окрестность Rε(t) = R(t) +Bε(0) множества
R(t). Включение R(t) ⊂M означает

max
x∈Rε(t)

%(x,M) ≤ ε

и наоборот, если max
x∈Rε(t)

%(x,M) > ε, то R(t) 6⊂ M. С помощью опорных функций мы

можем сформулировать следующую эквивалентную задачу: для функции f(p) = ft(p) =

s(p,M)− s(p,Rε(t)) (индекс t у ft мы далее будем опускать) найти минимум

min
‖p‖=1

f(p) = J. (2.1)

Если J ≥ −ε, то R(t) ⊂M, а если J < −ε, то R(t) 6⊂ M.

Пусть S1 = {p ∈ Rn : ‖p‖ = 1} и S = {p ∈ S1 : f(p) ≤ 0}. Предположим, что p0 ∈ S1

есть решение (2.1).
Допустим, что S 6= ∅. Рассмотрим следующий итерационный процесс

p1 ∈ S, pk+1 = PS1(pk − λf ′(pk)), (2.2)

где λ > 0.

Для множеств A,B ⊂ Rn геометрической разностью называется множество A ∗ B =

{x ∈ Rn : x+B ⊂ A}.

Теорема 2.1. Пусть выполняются предположения раздела 2. и в задаче (2.1) J < 0.

Положим ε ∈ (0, rM−R), r0 = rM−R− ε > 0, L = ‖M ∗ Rε(t)‖ > 0. Тогда для всякого
p1 ∈ S и 0 < λ ≤ min{r2

0/R
3
M, 1/(2L), 1/(2RM)} итерации (2.2) сходятся с линейной

скоростью к решению p0 :

‖pk+1 − p0‖ ≤ q · ‖pk − p0‖, q =

√
1− 2r2

0

RM
λ+R2

Mλ
2 ∈ (0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу неравенства J < 0 множество S непусто. Рассмот-
рим f(p) :

f(p) = s(p,M0) + rM‖p‖ − s(p,Rε(t)).
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Множество Rε(t) сильно выпукло с радиусом R + ε < rM. Значит, в силу предложе-
ния 1.1, существует другой выпуклый компакт N (t) со свойством Rε(t)+N (t) = BR+ε(0)

и rM‖p‖ − s(p,Rε(t)) = (rM −R− ε)‖p‖+ s(p,N (t)). Поэтому для всех p ∈ Rn

f(p) = s(p,M0) + (rM −R− ε)‖p‖+ s(p,N (t)) = s(p,M0 +N (t) + BrM−R−ε(0))

и, следовательно, функция f(p) является опорной для множества Z(t) = M ∗ Rε(t) =

M0 +N (t) +BrM−R−ε(0). Последнее множество сильно выпукло с радиусом RM и равно-
мерно гладкое с константой r0 = rM − R − ε > 0. Функция f ′ липшицева на множестве
S1 с константой RM и ‖pk − pk+1‖ ≤ ‖λf ′(pk)‖ ≤ 1

2
. В силу леммы 1.1 f ′ липшицева в

1
2
-окрестности S1 с константой 2RM. Таким образом, f ′ липшицева на любом сегменте

[pk, pk+1] с константой 2RM. Из условия Липшица f ′ и предложения 1.2 получаем, что
f(pk) ≤ 0 для всех k.

Для (k + 1) -й итерации имеем

‖pk+1 − p0‖2 = ‖PS1(pk − λf ′(pk))− PS1(p0 − λf ′(p0))‖2,

‖pk − λf ′(pk)‖ ≥ (pk, pk − λf ′(pk)) = 1 − λf(pk) ≥ 1. Аналогично ‖p0 − λf ′(p0)‖ ≥ 1, т. е.
pk − λf ′(pk) /∈ intB1(0), p0 − λf ′(p0) /∈ intB1(0) и значит в силу леммы 1.1

‖pk+1 − p0‖2 ≤ ‖pk − p0 + λ(f ′(pk)− f ′(p0))‖2

≤ ‖pk − p0‖2 − 2λ(pk − p0, f
′(pk)− f ′(p0)) + λ2‖f ′(pk)− f ′(p0)‖.

Из сильной выпуклости множества Z(t) с радиусом RM следует ‖f ′(pk) − f ′(p0)‖ ≤
RM‖pk−p0‖. Также из сильной выпуклости Z(t) с радиусом RM в силу [8, Theorem 2.1(h)]
имеем (pk−p0, f

′(pk)−f ′(p0)) ≥ 1
RM
‖f ′(pk)−f ′(p0)‖2. Отсюда и из равномерной гладкости

множества Z(t) с константой r0 в силу [8, Definition 3.2, Theorem 3.6]

‖f ′(pk)− f ′(p0)‖ ≥ r0‖pk − p0‖

и
(pk − p0, f

′(pk)− f ′(p0)) ≥ 1

RM
‖f ′(pk)− f ′(p0)‖2 ≥ r2

0

RM
‖pk − p0‖2.

Таким образом, ‖pk+1 − p0‖2 ≤ q2‖pk − p0‖2.

Заметим, что условие rM > R фактически гарантирует выпуклость функции ft в
теореме 2.1. Отметим также, что f ′(p) =M(p)− tR(p)− εp.

Рассмотрим теперь, как найти максимальное t = t0 в задаче (0.2).
Поскольку R(1) 6⊂ M, то решение задачи (2.1) для коэффициента t = 1 есть J1 < −ε

(т. к. если J1 ≥ −ε, то t0 = 1 ). Положим t = 1, K = ‖R‖, ∆t = ε
2K

и Br(0) ⊂ M для
некоторого r > 0.

Опишем общий шаг. Пусть p0 — единичный вектор-решение для t. Напомним, что
ft(p) = s(p,M)− s(p,Rε(t)) = s(p,M)− ts(p,R)− ε‖p‖. Тогда

min
‖p‖=1

ft−∆t(p) ≤ ft(p0) + ∆ts(p0,R) < −ε+ ∆tK ≤ −1

2
ε (2.3)

и для коэффициента гомотетии t −∆t тоже применима теорема 2.1. Если в задаче (2.1)
для коэффициента гомотетии t−∆t все еще выполняется неравенство J < −ε, то пере-
обозначим t := t−∆t и повторим общий шаг.
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Пусть min
‖p‖=1

ft−∆t(p) = ft−∆t(q0) для единичного вектора q0. Тогда

s(q0,M)− (t−∆t)s(q0,R)− ε‖q0‖ < −ε,

и
r = r‖q0‖ ≤ s(q0,M) < (t−∆t)s(q0,R) ≤ s(q0,R).

Отсюда получаем (напомним, что ft(p0) = min
‖p‖=1

ft(p) )

ft−∆t(q0) = ft(q0) + ∆ts(q0,R) ≥ ft(p0) +
εr

2K
.

Поэтому после, не более чем [|J1|/(εr/(2K))] + 1 шагов, мы получим J ≥ −ε для за-
дачи (2.1) при некотором коэффициенте гомотетии t ≥ 0 (заметим, что мы не можем
пропустить неравенство J < 0 из-за оценки (2.3)). Для коэффициента гомотетии t + ∆t

значение функционала J было менее −ε. Далее решаем задачу с любой желаемой точ-
ностью, деля промежуток [t, t+ ∆t] пополам.
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Abstract. In this paper we consider the system of functions Gα
r,n(x) ( r ∈ N, n = 0, 1, ... )

which is orthogonal with respect to the Sobolev-type inner product on (−1, 1) and generated
by orthogonal Gegenbauer polynomials. The main goal of this work is to study some properties
related to the system {ϕk,r(x)}k≥0 of the functions generated by the orthogonal system
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Fourier series of the form

f(x) ∼
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k=0
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r,k(f)ϕ

α
r,k(x),

as well as the convergence of this Fourier series. The second result of this paper is the proof of
a recurrence formula for the system {ϕk,r(x)}k≥0. We also discuss the asymptotic properties
of these functions, and this represents the latter result of our contribution.
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Аннотация. В данной работе рассматривается система функций Gα
r,n(x) ( r ∈ N, n =

0, 1, . . . ), которые ортогональны относительно скалярного произведения соболевского ти-
па на (−1, 1) и порождены ортогональными полиномами Гегенбауэра. Основной целью
данной работы является изучение некоторых свойств, связанных с системой {ϕk,r(x)}k≥0

функций, порожденных ортогональной системой {Gα
r,n(x)} функций Гегенбауэра. Иссле-

дуются условия на функцию f(x) , заданную в обобщенной ортогональной системе Ге-
генбауэра, которые гарантируют ее разложимость в обобщенный смешанный ряд Фурье
вида

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(−1) frac(x+ 1)kk! +
∞∑
k=r

Cα
r,k(f)ϕ

α
r,k(x),

и изучается сходимость этого ряда Фурье. Второй результат этой статьи состоит в до-
казательстве рекуррентной формулы для системы {ϕk,r(x)}k≥0. Мы также обсуждаем
асимптотические свойства этих функций, что составляет заключительный результат на-
шей работы.
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Introduction

Consider an orthogonal system {ϕk(x)}k≥0 on (a, b) with ρ(x) as a weight function, and
let r ∈ N. We construct a new orthogonal system {ϕk,r(x)}k≥0 following the Sobolev-type
inner product:

〈f, g〉S =
r−1∑
v=0

f (v)(a)g(v)(b) +

∫ b

a

f (r)(t)g(r)(t)ρ(t)dt. (0.1)

Quite a few authors have presented this type of construction, see, for example, the works of
R.M. Gadzhimirzaev ( [1]) and I. I. Sharapudinov ( [2–6]) on the construction of mixed Fourier
series. The author in his works presents some particular cases of systems generated by classes
of orthogonal functions, namely Jacobi, Legendre, Chebychev, Laguerre, and Haar.

Gegenbauer polynomials are widely used in several fields, they are of a particular interest
in applications. It is clear that these polynomials present a special case of those of Jacobi
for particular values of parameters. In this work, we will reconstruct the orthogonal system
{ϕk,r(x)}k≥0 generated by the Gegenbauer polynomials using the approach which is different
from the one used by I. Sharapudinov.

Denote by Lpρ(a, b) the space of measurable functions f(x), x ∈ (a, b), with∫ b

a

f (r)(t)g(r)(t)ρ(t)dt <∞.

When ρ(x) = 1, we write Lpρ(a, b) = Lp(a, b). It is clear that Lpρ(a, b) is the Banach space
with the norm

‖f‖p,ρ =

(∫ b

a

|f(x)|p ρ(x)dx

) 1
p

.

We can define the functions of the system {ϕk,r(x)}k≥0 as follows [5]:
ϕr,r+k(x) =

1

(r − 1)!

∫ b

a

(x− t)r−1ϕk(t)dt, k = 0, 1, 2, ...

ϕr,k(x) =
(x− a)k

k!
, k = 0, 1, 2, · · · , r − 1.

(0.2)

From (0.2) for x ∈ (a, b), we have

ϕ
(v)
r,k(x) =


ϕr−v,k−v(x), if 0 ≤ v ≤ r − 1, r ≤ k,

ϕk−v(x), if v = r ≤ k,

ϕr−v,k−v(x), if v ≤ k < r,

0, if k < v ≤ r.

Denote by W r
Lpρ(a,b)

the Sobolev weighted space. This space consists of all r − 1 times con-
tinuously differentiable on the interval [a, b] functions f(x) such that f (r−1)(x) is absolutely
continuous on [a, b] and f (r)(x) ∈ Lpρ(a, b).

For p = 2, we define in W r
L2
ρ(a,b)

the inner product by (0.1). We can set the norm for any
function f ∈ W r

L2
ρ(a,b)

by

‖f‖W r
L2
ρ(a,b)

=
√
〈f, f〉S,
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which allows us to deduce that
(
W r
L2
ρ(a,b)

, ‖·‖W r
L2
ρ(a,b)

)
is the Banach space, and

(
W r
L2
ρ(a,b)

, 〈·, ·〉S
)

is the Hilbert space.
The system {ϕr,k(x)}k≥0 is said to be Sobolev-orthogonal according to the inner product

(0.1) generated by the orthonormal system {ϕk(x)}k≥0 .

1. Main concepts: some properties of Gegenbauer polynomials

Let ϕαr,n(x) be the Sobolev-orthogonal polynomials according to the inner product

〈f, g〉 =
r−1∑
v=0

f (v)(−1)g(v)(−1) +

∫ 1

−1
f (r)(t)g(r)(t)w(t)dt,

where w(t) = (1− t2)α−
1
2 .

Here are some properties of the Gegenbauer polynomials:
• Gegenbauer polynomials are given by [7]

gαn(x) =
(2α)n(
α + 1

2

)
n

P
(α− 1

2
,α− 1

2)
n (x),

where P
(α,β)
n (x) is the Jacobi polynomial, (α)n = α (α + 1) (α + 2) . . . (α + n− 1) . We can

have the following formula

gαn(x) =
Γ
(
α + 1

2

)
Γ (2α + n)

Γ (2α) Γ
(
α + n+ 1

2

)P (α− 1
2
,α− 1

2)
n (x),

with
gα0 (x) = 1, gα1 (x) = 2αx.

• Recurrence formula:

gαn(x) =
1

n

(
2x (α + n− 1) gαn−1(x)− (n+ 2α− 2) gαn−2(x)

)
.

• Orthogonality formula:∫ 1

−1
gαn(x)gαm(x)(1− x2)α−

1
2dx = δnmh

α
n,

where
hαn = π

21−2αΓ (n+ 2α)

n! (n+ α) Γ2 (α)
.

Let us put

Gα
n(x) =

√
w(x)

hαn
gαn(x),

where
w(x) = (1− x2)α−

1
2 .

Gα
n(x) are the Gegenbauer functions [7, p. 776]. The system {Gα

n(x)} is orthogonal on (−1, 1),

i. e. ∫ 1

−1
Gα
n(x)Gα

m(x)dx = δnm.
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• Some values:

Gα
0 (x) =

√
w(x)αΓ2(α)

π21−2αΓ(α)
, Gα

1 (x) = 2αx

√
w(x)(1 + α)Γ2(α)

π21−2αΓ(1 + α)
.

1.1. Orthogonal Sobolev functions generated by the Gegenbauer functions Gα
n(x)

D e f i n i t i o n 1.1. For r ∈ N, we define the functions ϕαr,k(x) ( k = 0, 1, . . . ) by
ϕαr,k(x) =

(x+ 1)k

k!
, k = 0, 1, ...r − 1,

ϕαr,k+r(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

k (t)dt, k = 0, 1, . . . .

We will calculate the functions ϕαr,k+r(x) for any k ∈ N and x ∈ [−1, 1].

Theorem 1.1 (Fisrt aim result). For α > −1 , we have the following relations:

1. ϕαr,r+n(x)

= −2r

√
1+

α

n
ϕαr+1,r+n(x) + 2x

√
1+

α

n
ϕαr,r+n−1(x)−

(
1− 1

n+ α

)√
1+

α

n
ϕαr,r+n−2(x).

2. ϕαr,r(x) = −2r

√
Γ(1 + 2α)

Γ(2α)
ϕαr,r+2(x) + 2x

√
Γ(1 + 2α)

Γ(2α)
ϕαr,r+1(x)−

√
Γ(1 + 2α)

Γ(2α)
ϕαr,r+2(x).

3. ϕα1,1+n(x) = −2

√
1 +

α

n
ϕα2,1+n(x) + 2x

√
1 +

α

n
ϕα1,n(x)−

(
1− 1

n+ α

)√
1 +

α

n
ϕα1,n−1(x).

To prove this theorem, we have the following lemma:

Lemma 1.1. [8, p. 80–83 ] Here are the formulas for the derivations of the Gegenbauer
functions:

1.
d

dx
gαn(x) = 2αgαn−1(x).

2. (1− x2) d
dx
gαn(x) =

2

n+ α

{
(n+ 2α− 1) (n+ 2α) gαn−1(x)− n(n+ 1)gαn+1(x)

}
= −nxgαn(x) + (n+ α− 1)gαn−1(x)

= (n+ 2α)xgαn(x)− (n+ 1)gαn+1(x).

3. ngαn(x) = x
d

dx
gαn(x)− d

dx
gαn−1(x).

4.
d

dx

[
gαn+1(x)− gαn−1(x)

]
= 2(n+ α)gαn(x) = 2α

[
gα+1
n (x)− gα+1

n−2(x)
]
.
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P r o o f. (of theorem 1.1): 1. Firstly, its clear that:

ϕα0,n(x) = Gα
n(x), ϕα1,0(x) = 1, ϕα1,1(x) =

∫ x

−1
Gα

0 (t)dt.

We have

ϕαr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

n(t)dt, (1.1)

where

Gα
n(t) =

√
w(t)√
hαn

gαn(t).

By Lemma 1.1,

gαn(x) =
2x(α + n− 1)

n
gαn−1(x)− n+ 2α− 2

n
gαn−2(x). (1.2)

Then (1.1) becomes

ϕαr,r+n(x) =
2(α + n− 1)

(r − 1)!n
√
hαn

∫ x

−1

√
w(t)t (x− t)r−1 gαn−1(t)dt

− α + n− 1

(r − 1)!n
√
hαn

∫ x

−1

√
w(t) (x− t)r−1 gαn−2(t)dt

=
2(α + n− 1)

√
hαn−1

(r − 1)!n
√
hαn

∫ x

−1

√
w(t)√
hαn−1

t (x− t)r−1 gαn−1(t)dt

−
(α + n− 1)

√
hαn−2

(r − 1)!n
√
hαn

∫ x

−1

√
w(t)√
hαn−2

(x− t)r−1 gαn−2(t)dt

=
2(α + n− 1)

√
hαn−1

(r − 1)!n
√
hαn

∫ x

−1
tGα

n−1(t) (x− t)r−1 dt

−
(α + n− 1)

√
hαn−2

(r − 1)!n
√
hαn

∫ x

−1
Gα
n−2(t) (x− t)r−1 dt.

After simplification of the terms without integral signs, we obtain

ϕαr,r+n(x) = 2

√
1 +

α

n

1

(r − 1)!

∫ x

−1
t(x− t)r−1Gα

n−1(t)dt

−
(

1− 1

n+ α− 1)

)√
1 +

α

n

1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

n−2(t)dt.

Put

ϕαr,r+n−2(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

n−2(t)dt.

Still to be calculated

J =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
t(x− t)r−1Gα

n−1(t)dt.
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We have

J =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(t− x+ x)(x− t)r−1Gα

n−1(t)dt

= − 1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)rGα

n−1(t)dt+
x

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

n−1(t)dt

= −rϕαr+1,r+n(x) + xϕαr,r+n−1(x).

Thus

ϕαr,r+n(x)

= −2r

√
1+

α

n
ϕαr+1,r+n(x)+2x

√
1+

α

n
ϕαr,r+n−1(x)−

(
1− 1

n+ α− 1)

)√
1+

α

n
ϕαr,r+n−2(x).

2. We use the following relation:

ϕαr,r(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

0 (t)dt =
1

(r − 1)!

1√
hα0

∫ x

−1

√
w(t)gα0 (t)(x− t)r−1dt.

By lemma 1.1 (formula 4), we have

gα0 (t) =
2(α + 1)x

α
gα1 (t)− 2

α
gα2 (t),

so

ϕαr,r(x) =
2(α + 1)

α(r − 1)!

∫ x

−1

√
w(t)

hα0
tgα1 (t)(x− t)r−1dt− 2

α(r − 1)!

∫ x

−1

√
w(t)

hα0
gα2 (t)(x− t)r−1dt

=
2(α + 1)

α(r − 1)!

√
hα1
hα0

∫ x

−1
t(x− t)r−1Gα

1 (t)dt− 2

α(r − 1)!

√
hα2
hα0

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

2 (t)dt.

Put
ϕαr,r+2(x) =

1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

2 (t)dt.

Let us calculate

H =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
t(x− t)r−1Gα

1 (t)dt

=
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(t− x+ x) (x− t)r−1Gα

1 (t)dt

=
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)rGα

1 (t)dt+
x

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

1 (t)dt

= −rϕαr+1,r+2(x) + xϕαr,r+1(x).

Then

ϕαr,r(x) =
2(α + 1)

α(r − 1)!

√
hα1
hα0

(
−rϕαr+1,r+2(x) + xϕαr,r+1(x)

)
− 2

α

√
hα2
hα0
ϕαr,r+2(x),

hence

ϕαr,r(x) = 2

√
Γ(1 + 2α)

Γ(2α)

(
−rϕαr+1,r+2(x) + xϕαr,r+1(x)

)
−

√
Γ(2 + 2α)

Γ(2α)
ϕαr,r+2(x).

So we obtain the second formula.
3. It is sufficient to replace r = 1 in the first formula, since it represents a special case.
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1.2. Problem of mixed Fourier series

Let f ∈ W r
L2
ρ(−1,1)

. If this function is given in the generalized Gegenbauer orthogonal system
{ϕαr,n(x)}∞n=0 , then

f(x) ∼
∞∑
k=0

Cα
r,k(f)ϕαr,k(x). (1.3)

This Fourier series will have the form

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+
∞∑
k=r

Cα
r,k(f)ϕαr,k(x), (1.4)

with

Cα
r,k(f) = f̂r,k =

∫ 1

−1
f (r)(t)ϕαr,k(t)dt

=

∫ 1

−1
f (r)(t)Gα

k−r(t)dt, k = r, r + 1, ...,

called the Fourier coefficient. For r = 0, we have

f(x) ∼
∞∑
k=r

Cα
0,k(f)ϕα0,k(x) ∼

∞∑
k=r

f̂0,kϕ
α
0,k(x),

with

f̂0,k =

∫ 1

−1
f(t)Gα

k (t)dt. (1.5)

In this section, we will give the expressions of (1.4) and (1.5) taking into account the
expression of Gα

n(t) . Also we will prove the convergence of the series (1.3). The following result
is similar to the one given in [5].

Theorem 1.2. For α > −1, the system of functions {ϕαr,n(x)} generated by the Gegenbauer
functions Gα

n(x) and given by the formula

ϕαr,n+r(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

n(t)dt, n ≥ 0,

is complete in W r
L2
ρ(−1,1)

and orthonormal via Sobolev’s inner product

〈f, g〉 =
r−1∑
v=0

f (v)(−1) g(v)(−1) +

∫ 1

−1
f (r)(t)g(r)(t)w(t)dt.

It follows from the two formulas
ϕαr,r+n(x) =

1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

n(t)dt, n ≥ 0,

ϕαr,n(x) =
(x+ 1)n

n!
, n = 0, 1, . . . r − 1,

that for all x ∈ (−1, 1),

(
ϕαr,n(x)

)(v)
=


ϕαr−v,n−v(x), if 0 ≤ v ≤ r − 1, r ≤ n,

Gα
n−v(x), if v = r ≤ n,

ϕαr−v,n−v(x), if v ≤ n < r,

0, if n < v ≤ r,

with ϕα0,n(x) = Gα
n(x).
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1.2.1. Study of the convergence of the series (1.4)

Let f ∈ W r
L2
ρ(−1,1)

, then f (r) ∈ Lp with

f (r)(x) ∼
∞∑
k=0

Ĉr,k
(
f (r)
)
Gα
k (x),

where

Ĉr,k
(
f (r)
)

=

∫ 1

−1
f (r)(t)Gα

k (t)dt, for all k ≥ 0.

We will prove the following result:

Theorem 1.3 (Second aim result). For α > 0, x ∈ (−1, A], (A < 1), and f ∈ W r
Lp with

4
3
< p < 4, the Fourier series

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+
∞∑
k=r

Cα
r,k(f)ϕαr,k(x)

converges uniformly to the function f.

P r o o f. We note the following partial sums:

Sαr,n (f, x) =
r−1∑
k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+

n∑
k=r

Cα
r,k(f)ϕαr,k(x),

Sαn
(
f (r), x

)
=

n∑
k=0

Ĉr,k
(
f (r)
)
Gα
k (x).

Then

∣∣f(x)− Sαr,n+r (f, x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1f (r)(t)dt−

r+n∑
k=r

Cα
r,k(f)ϕαr,k(x)

∣∣∣∣∣
with

ϕαr,k+r(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

n(t)dt,

so
ϕαr,k(x) =

1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

k−r(t)dt.

Hence,

|f(x) − Sαr,n+r (f, x) |

=

∣∣∣∣∣ 1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1f (r)(t)dt− 1

(r − 1)!

r+n∑
k=r

Cα
r,k(f)

∫ x

−1
(x− t)r−1Gα

k−r(t)dt

∣∣∣∣∣
=

1

(r − 1)!

∣∣∣∣∣
∫ x

−1
(x− t)r−1

(
f (r) −

r+n∑
k=r

Cα
r,k(f)Gα

k−r(t)

)
dt

∣∣∣∣∣
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with
r+n∑
k=r

Cα
r,k(f)Gα

k−r(t) = Sαn
(
f (r), x

)
.

Then ∣∣f(x)− Sαr,n+r (f, x)
∣∣ =

1

(r − 1)!

∣∣∣∣∫ x

−1
(x− t)r−1

(
f (r)(t)− Sαn

(
f (r), t

))
dt

∣∣∣∣
≤ 1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1

∣∣f (r)(t)− Sαn
(
f (r), t

)∣∣ dt.
Using Hölder’s inequality, we get:

∣∣f(x)− Sαr,n+r (f, x)
∣∣ ≤ 1

(r − 1)!

(∫ x

−1
(x− t)(r−1)qdt

) 1
q
(∫ x

−1

∣∣f (r)(t)− Sαn
(
f (r), t

)∣∣p dt) 1
p

with 1
p

+ 1
q

= 1.

Calculate

J =

∫ x

−1
(x− t)(r−1)qdt = (−1)q(r−1)

∫ x

−1
(x− t)q(r−1)dt =

(1 + x)q(r−1)+2

q(r − 1) + 1
for x ∈ (−1, A].

Then

∣∣f(x)− Sαr,n+r (f, x)
∣∣ ≤ 1

(r − 1)!

(
(1 + A)q(r−1)+2

q(r − 1) + 1

) 1
q ∥∥f (r)(x)− Sαn

(
f (r), x

)∥∥
Lp
.

Since ∥∥f (r)(x)− Sαn
(
f (r), x

)∥∥
Lp
→ 0 as n→∞,

it results that ∣∣f(x)− Sαr,n+r (f, x)
∣∣→ 0

uniformly on (−1, A].

Theorem 1.4. Suppose that −1
2
< α < 3

2
. If f ∈ W r

L2
ρ(−1,1)

, then we have the uniform
convergence of the Fourier series

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+
∞∑
k=r

Cα
r,k(f)ϕαr,k(x)

on (−1, 1) to the function f.

2. Asymptotic forms of the functions ϕα1,1+n(x)

We say that

ϕα1,1+n(x) =

∫ x

−1
Gα
n(t)dt =

1√
hαn

∫ x

−1

√
w(t)gαn(t)dt,

where
w(t) = (1− t2)α−

1
2 , hαn = π

21−2αΓ (1 + 2α)

n!(n+ α) [Γ (α)]2
.
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Then
ϕα1,1+n(x) =

1√
hαn

∫ x

−1
(1− t2)

α
2
− 1

4 gαn(t)dt.

Integrating by parts and using the first formula of Lemma 1.1, we get:

ϕα1,1+n(x) =

∣∣∣∣∣ u = (1− t2)α2− 1
4 du =

(
α
2
− 1

4

)
(1− t2)α2− 1

4
−1(−2t)dt

dv = gαn(t)dt v = 1
2(α−1)g

α−1
n+1(t)

∣∣∣∣∣ ,
so

ϕα1,1+n(x) =
1

2 (α− 1)
√
hαn

(1− x2)
α
2
− 1

4 gα−1n+1(x) +
α
2
− 1

4

(α− 1)
√
hαn

∫ x

−1
t(1− t2)

α
2
− 1

4
−1gα−1n+1(t)dt,

ϕα1,1+n(x) =

∣∣∣∣∣∣ u = (1− t2)α2− 9
4 du = −2t (1− t2)

α
2
− 9

4
(
1
2
α− 5

4

)
dt

dv = gα−1n+1(t)dt v = 1
2(α−2)g

α−2
n+2(t)

∣∣∣∣∣∣ .
Then

ϕα1,1+n(x) =
1

2 (α− 1)
√
hαn

(1− x2)
α
2
− 1

4 gα−1n+1(x) +
(1− x2)α2− 9

4

2 (α− 1) (α− 2)
√
hαn
gα−2n+2(x) + Rα

n(x),

where

Rα
n(x) =

(
α
2
− 1

4

) (
α
2
− 5

4

)
(α− 1) (α− 2)

√
hαn

∫ x

−1
t
(
1− t2

)α
2
− 9

4 gα−2n+2(t)dt. (2.1)

Theorem 2.1 (Third aim result). Suppose that α > 9
2
. Then the following asymptotic

formula holds

ϕα1,1+n(x) =
(1− x2)α2− 1

4

2 (α− 1)
√
hαn
gα−1n+1(x) +

(1− x2)α2− 9
4

2 (α− 1) (α− 2)
√
hαn
gα−2n+2(x) + Rα

n(x),

where Rα
n(x) is given by (2.1) and satisfies the estimate

Rα
n(x) = o

(
1

n

)
.

P r o o f. To estimate the remainder Rα
n(x) , we must consider two cases.

First case: −1 ≤ x ≤ −1 + 1
n
. Here we have:

gα−2n+2(t) ∼
ϑ(−1)

(−1)n
Γ(2α + n− 2)

Γ (2α− 4) Γ (n+ 3)
(1 + o (x+ 1)) ,

then

|Rα
n(x)| ≤

∣∣∣∣
(
α
2
− 1

4

) (
α
2
− 5

4

)
(α− 1) (α− 2)

√
hαn

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ Γ(2α + n− 2)

Γ (2α− 4) Γ (n+ 3)

∣∣∣∣ ∫ −1+ 1
n

−1

∣∣t (1− t2)α2− 9
4
∣∣dt

≤
∣∣∣∣
(
α
2
− 1

4

) (
α
2
− 5

4

)
(α− 1) (α− 2)

√
hαn

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ Γ(2α + n− 2)

Γ (2α− 4) Γ (n+ 3)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 + o
( 1

n

)∣∣∣∣ ∫ −1+ 1
n

−1

∣∣t (1− t2)α2− 9
4
∣∣dt

≤
∣∣∣∣
(
α
2
− 1

4

) (
α
2
− 5

4

)
(α− 1) (α− 2)

√
hαn

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ Γ(2α + n− 2)

Γ (2α− 4) Γ (n+ 3)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 + o
( 1

n

)∣∣∣∣ ∫ −1+ 1
n

−1

∣∣t∣∣∣∣1 + t2
∣∣α2− 9

4dt.
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We let
hαn = π

21−2αΓ (1 + 2α)

n!(n+ α) [Γ (α)]2
.

It is easy to see that∫ −1+ 1
n

−1

∣∣t∣∣ ∣∣1 + t2
∣∣α2− 9

4 dt ≤
(

1 +
1

n

)(
2 +

1

n2

)α
2
− 9

4 1

n
= o
( 1

n

)
.

Then

|Rα
n(x)| ≤ o

( 1

n

) ∣∣∣∣∣
(
α
2
− 1

4

) (
α
2
− 5

4

)
(α− 1) (α− 2)

√
hαn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ Γ(2α + n− 2)

Γ (2α− 4) Γ (n+ 3)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 + o
( 1

n

)∣∣∣∣ = o
( 1

n

)
.

Second case: −1 + 1
n
≤ x ≤ 1. We have:

|Rα
n(x)| ≤

∣∣∣∣∣
(
α
2
− 1

4

) (
α
2
− 5

4

)
(α− 1) (α− 2)

√
hαn

∣∣∣∣∣
∫ x

−1

∣∣∣t (1− t2)α2− 9
4 gα−2n+2(t)

∣∣∣ dt
≤ ωα,n

[∫ −1+ 1
n

−1

∣∣∣t (1− t2)α2− 9
4 gα−2n+2(t)

∣∣∣ dt+

∫ x

−1+ 1
n

∣∣∣t (1− t2)α2− 9
4 gα−2n+2(t)

∣∣∣ dt] ,
with

ωα,n =

∣∣∣∣∣
(
α
2
− 1

4

) (
α
2
− 5

4

)
(α− 1) (α− 2)

√
hαn

∣∣∣∣∣ .
So

|Rα
n(x)| ≤ ωα,n

∫ −1+ 1
n

−1

∣∣∣t (1− t2)α2− 9
4 gα−2n+2(t)

∣∣∣ dt+ ωα,n

∫ x

−1+ 1
n

∣∣∣t (1− t2)α2− 9
4 gα−2n+2(t)

∣∣∣ dt
≤ o
( 1

n

)
+ ωα,n

∫ x

−1+ 1
n

∣∣∣t (1− t2)α2− 9
4 gα−2n+2(t)

∣∣∣ dt.
We say that for each t = cos θ , 0 < δ ≤ θ ≤ π− δ, the asymptotic representation is [9, p. 318]

P
(α− 1

2
,α− 1

2)
n (cos θ) =

cos
{

(n+ α) θ − π
2

}
√
πn
(
sin θ

2

)α (
cos θ

2

)α + o

(
1

n
3
2

)
,

where P
(α,β)
n (t) is a Jacobi polynomial.

Since

gαn(t) =
Γ
(
α + 1

2

)
Γ (2α + n)

Γ(2α)Γ
(
α + n+ 1

2

) P (α− 1
2
,α− 1

2)
n (t),

then

gαn(cos θ) =
Γ
(
α + 1

2

)
Γ (2α + n)

Γ(2α)Γ
(
α + n+ 1

2

) cos
{

(n+ α) θ − π
2

}
√
πn
(
sin θ

2

)α (
cos θ

2

)α + o

(
1

n2

)
.

First, find an asymptotic estimate for

Γ (2α + n)

Γ
(
α + n+ 1

2

) .
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We see that
Γ (az + b) ∼

√
2πe−az (az)az+b−

1
2 , |arg z| < π, a > 0.

zb−a
Γ(z + a)

Γ(z + b)
∼ 1 +

(b− a)(a+ b− 1)

2z
+

1

12z2
Ca−b

2

[
3(a+ b− 1)2 − a+ b− 1

]
+ . . .

So

Γ (2α + n)

Γ
(
α + n+ 1

2

)
∼ 1

nα−
5
2

+
1

2nα−
3
2

(
α− 5

2

)(
3α− 5

2

)
+

1

12nα−
1
2

C
α− 5

2
2

(
3

(
3α− 5

2

)2

− α +
3

2

)
+ . . .

= o

(
1

n

)
, since α >

9

2
.

Taking into account the fact that |1− t2| ≤ 1 for −1 + 1
n
≤ t ≤ x ≤ 1 , it follows that:

|Rα
n(x)| ≤ o

(
1

n

)
+ ωα,n

∫ x

−1+ 1
n

|t|
∣∣gα−2n+2(t)

∣∣ dt,
|Rα

n(x)| ≤ o

(
1

n

)
+

Γ
(
α + 1

2

)
ωα,n

Γ(2α)
√
πn
∣∣(sin θ

2

)α (
cos θ

2

)α∣∣
∫ ar cos(x)

ar cos(−1+ 1
n
)

∣∣∣cos
{

(n+ α) θ − π

2

}∣∣∣ sin θdθ + o

(
1

n2

)
.

Now, using the properties of the trigonometric functions, we get

|Rα
n(x)| ≤ o

(
1

n

)
+o

(
1

n

)
Γ
(
α + 1

2

)
ωα,n

Γ(2α)
√
πn
∣∣(sin θ

2

)α (
cos θ

2

)α∣∣
∫ ar cos(x)

ar cos(−1+ 1
n
)

θdθ+o

(
1

n2

)
≤ o

(
1

n

)
+o

(
1

n

)
Γ
(
α + 1

2

)
ωα,n

Γ(2α)
√
πn
∣∣(sin θ

2

)α (
cos θ

2

)α∣∣
∫ π

ar cos(−1+ 1
n
)

θdθ + o

(
1

n2

)
≤ o

(
1

n

)
+o

(
1

n

)
Γ
(
α + 1

2

)
ωα,n

Γ(2α)
√
πn
∣∣(sin θ

2

)α (
cos θ

2

)α∣∣
(
π2

2
−
ar cos2(−1 + 1

n
)

2

)
+ o

(
1

n2

)
= o

(
1

n

)
.

So, we have the desired estimate.
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[8] G. Szegö, Orthogonal Plynomials. V. 23, American Mathematical Society, Providence, Rhode
Island, 1975.

[9] A. F. Nikiforov, V. B. Uvarov, Special Functions of Mathematical Physics, Birkhăuser Veriag
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Аннотация. Основными в теории сингулярных интегральных операторов являются про-
блемы ограниченности, обратимости, нётеровости и вычисления индекса. Общая теория
многомерных сингулярных интегральных операторов по всему пространству En построе-
на С. Г. Михлиным. Известно, что в двумерном случае, если символ оператора не обраща-
ется в нуль, то имеет место теория Фредгольма. Для операторов по ограниченной области
граница этой области существенно влияет на разрешимость соответствующих операторных
уравнений. В данной работе рассматриваются двумерные сингулярные интегральные опе-
раторы с непрерывными коэффициентами по ограниченной области. Такие операторы при-
меняются во многих задачах теории дифференциальных уравнений в частных производ-
ных. В связи с этим представляет интерес установление критериев нётеровости рассмат-
риваемых операторов в виде явных условий на их коэффициенты. В статье установлены
эффективные необходимые и достаточные условия нётеровости двумерных сингулярных
интегральных операторов в лебеговых пространствах Lp(D) (рассматриваемых над полем
вещественных чисел), 1 < p < ∞, и даны формулы для вычисления индексов. Исполь-
зуется метод, разработанный Р.В. Дудучавой [Duduchava R. On multidimensional singular
integral operators. I: The half-space case; II: The case of compact manifolds // J. Operator
Theory, 1984, v. 11, 41–76 (I); 199–214 (II)]. При этом исследование нётеровых свойств опе-
раторов сводится к факторизации соответствующих матриц-функций и нахождению их
частичных индексов.
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Введение

В евклидовом пространстве En сингулярный интеграл имеет вид

Ku = a(x)u(x) + lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

k(x, x− y)u(y)dy, (0.1)

где

k(x, tx) = t−nk(x, z), t > 0;

∫
|z|=1

k(x, z)dz = 0

и k удовлетворяет некоторым условиям интегрируемости или гладкости.
Первые значительные результаты по многомерным сингулярным интегральным урав-

нениям получены Ф.Д. Трикоми (в 1926–1928), который рассмотрел случай n = 2 и ядра
k(x, z), не зависящего от x. С помощью найденной им формулы композиции двух сингу-
лярных интегралов Ф.Д. Трикоми свел решение уравнения

Ku = f

к решению некоторого одномерного сингулярного уравнения; его анализом Ф.Д. Трикоми
не занимался.

Еще одна важная работа по многомерным интегралам принадлежит Р. Жиро, кото-
рый исследовал сингулярные интегралы по замкнутому ляпуновскому многообразию лю-
бой размерности (1934). При весьма специальных предположениях относительно ядра k

Р. Жиро распространил теорему Племеля–Привалова об ограниченности оператора K в
пространстве Cα(Γ) (0 < α < 1) и построил регуляризатор для оператора K.

Как в исследованиях Ф.Д. Трикоми, так и в работе Р. Жиро отсутствовало условие
эллиптичности — необходимое и достаточное условие, при котором сингулярный оператор
допускает регуляризацию. Это условие появилось в работе С. Г. Михлина (1936), который
ввел понятие символа оператора K (в случае n = 2 ) с помощью разложения ядра в
ряд Фурье по сферическим функциям. А.П. Кальдерон и А. Зигмунд впервые применили
к сингулярным интегралам аппарат преобразования Фурье. В работах этих авторов и
С. Г. Михлина были установлены следующие формулы:

K(x, ξ) = a(x) + k(x, ξ); K = F−1
ξ→xK(x, ξ)Fx→ξ,

где k(x, ξ) — преобразование Фурье F ядра k(x, z) по переменной z. Эти формулы послу-
жили основной дальнейших многочисленных исследований в области многомерных син-
гулярных интегралов и интегральных уравнений. Более того, систематическое использо-
вание аппарата преобразования Фурье содействовало дальнейшему синтезу многомерных
сингулярных интегральных уравнений и уравнений в частных производных, что привело
к созданию теории псевдодифференциальных операторов [1–5].

В терминах символа С. Г. Михлин дал простые достаточные условия ограниченности
оператора (0.1) в пространстве L2 и доказал, что если K — эллиптический оператор, то
сингулярное уравнение Ku = f можно свести к эквивалентному уравнению Фредгольма;
в отличие от случая одного уравнения индекс системы многомерных сингулярных уравне-
ний может быть отличным от нуля. Более общие теоремы об ограниченности сингулярного
оператора (0.1) в пространстве Lp(En) (1 < p < ∞) были установлены А.П. Кальдеро-
ном. Начиная с этих основополагающих работ, проблематика условий ограниченности син-
гулярных интегралов в функциональных пространствах интенсивно развивалась (см. [2]).
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Полное решение проблемы индекса для общего эллиптического оператора (содержащего
в качестве частного случая эллиптический сингулярный интегральный оператор) дано в
работах М.Ф. Атьи, А. Зингера и Р. Ботта (в 1963–1964).

Многими математиками получены интересные результаты о многомерных сингуляр-
ных интегральных уравнениях на многообразиях с краем или особенностями, о неэллип-
тических уравнениях и операторах с разрывными символами, о многомерных уравнениях
Винера–Хопфа и бисингулярных уравнениях. В основе многих исследований в последних
трех из перечисленных направлений лежит так называемый «локальный принцип», пред-
ложенный И.Б. Симоненко и аналогичный, в известном смысле, методу «замораживания
коэффициентов» в дифференциальных уравнениях.

В продолжение [6] в данной статье мы исследуем некоторые двумерные сингулярные
интегральные операторы по ограниченной области D, для которых устанавливаем необ-
ходимые и достаточные условия нётеровости в пространстве Lp(D), 1 < p < ∞, и по-
лучаем формулы для вычисления индекса. Полученные результаты могут применяться
к задачам Дирихле и Неймана для эллиптических систем дифференциальных уравнений
порядка 2ν.

1. Основные понятия и вспомогательные результаты

Приведем необходимые определения и вспомогательные утверждения (см., например,
[5–8]).

Пусть X — банахово пространство, A— линейный ограниченный оператор, действую-
щий в X, A∗— сопряженный к нему оператор, действующий в сопряженном пространстве
X∗. Множество KerA всех решений уравнения

Ax = 0 (1.1)

называется множеством нулей или ядром оператора A. Множество KerA является под-
пространством пространства X. Размерность подпространства KerA, т. е. число линей-
но независимых решений уравнения (1.1), будем обозначать через αA = dimKerA. Через
KerA∗ обозначим подпространство нулей оператора A∗, т. е. множество всех решений
уравнения

A∗x = 0, (1.2)

называемое ядром оператора A∗, и положим βA = αA∗ = dimKerA∗. Значения αA, βA
называются дефектными числами оператора A. Если хотя бы одно из значений αA или
βA конечное, то их разность называется индексом оператора A и обозначается через
IndA, т. е.

IndA = αA − βA. (1.3)

Очевидно, IndA конечен тогда и только тогда, когда обе размерности αA и βA конечны.
Для разрешимости уравнения

Ax = y, y ∈ X, (1.4)

необходимо, чтобы свободный член y был ортогонален к KerA∗ (иначе говоря, чтобы
элемент y аннулировался любым функционалом u ∈ KerA∗). Действительно, если урав-
нение (1.4) имеет решение x, а u ∈ KerA∗, то

(y, u) = (Ax, u) = (x,A∗u) = (x, 0) = 0
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(здесь круглыми скобками обозначено значение функционала на соответствующем эле-
менте).

Если упомянутое выше условие ортогональности достаточно для разрешимости урав-
нения (1.3), то говорят, что оператор A нормально разрешим. Таким образом, можно дать
следующее определение.

О п р е д е л е н и е 1.1. Оператор A называется нормально разрешимым в смысле
Хаусдорфа, если неоднородное уравнение (1.4) разрешимо тогда и только тогда, когда его
правая часть y ортогональна всем решениям сопряженного однородного уравнения (1.2).

Для нормально разрешимых операторов используются следующие понятия.

О п р е д е л е н и е 1.2. Оператор A называется нётеровым в X, если он нормально
разрешим и значения αA, βA конечны.

О п р е д е л е н и е 1.3. Индексом нётерова оператора A называется целое число
IndA = αA − βA.

О п р е д е л е н и е 1.4. Нётеров оператор, индекс которого равен нулю, называется
фредгольмовым.

Приведем основные свойства нётеровых операторов.

С в о й с т в о 1.1. (теорема о композиции). Если A и B нётеровы операторы в X,

то их композиция AB также нётерова в X, причем

IndAB = IndA+ IndB.

С в о й с т в о 1.2. Если A нётеров в X то и A∗ нётеров в X∗, причем

IndA∗ = −IndA.

С в о й с т в о 1.3. (возмущение вполне непрерывным оператором). Если A нётеров,
а T вполне непрерывен в X, то A+ T также нётеров в X, причем

Ind (A+ T ) = IndA.

С в о й с т в о 1.4. (возмущение малым по норме оператором). Если A нётеров в X,

то существует такое ε = ε(A), что для всех операторов B таких, что ‖B‖ < ε, оператор
A+B нётеров в X и

Ind (A+B) = IndA.

Говорят, что оператор A допускает левую (правую) регуляризацию, если существует
линейный ограниченный оператор R такой, что произведение RA (AR) является операто-
ром Фредгольма. Оператор R в этом случае называется левым (правым) регуляризатором
оператора A.

С в о й с т в о 1.5. Для того, чтобы оператор A был нётеровым, необходимо и доста-
точно, чтобы у него существовали левый и правый регуляризаторы.
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О п р е д е л е н и е 1.5. Нётеровы операторы A и B называются гомотопными, если
существует семейство нётеровых операторов A(t), t ∈ [0, 1], которое равномерно непре-
рывно по норме на сегменте [0, 1] : по любому заданному ε > 0 можно найти такое
δ = δ(ε) > 0, что если |t1 − t2| < δ, то ‖A(t1)− A(t2)‖ < ε, и A(0) = A, A(1) = B.

С в о й с т в о 1.6. Если операторы A и B гомотопны, то

IndA = IndB.

Как известно, простейшее двумерное интегральное уравнение

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)(Sf)(z) = g(z), (Sf)(z) = − 1

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ
(ζ − z)2

, (1.5)

играет важную роль в теории квазиконформных отображений и теории обобщенных ана-
литических функций, а более общие интегральные уравнения, содержащие операторы S,

S, оператор Бергмана B и их различные комбинации, широко применяются при изу-
чении краевых задач для эллиптических систем уравнений. Первые результаты относи-
тельно уравнения (1.5) связаны с именами И.Н. Векуа, А. Джураева, Н.Н. Комяка. Еще
И.Н. Векуа, при условии |a(z)| > |b(z)|, z ∈ D, на основе принципа сжатых отображений
установил, что уравнение (0.1) однозначно разрешимо в Lp(D) при p, достаточно близких
к двум. В предположении гладкости коэффициентов, методом редукции к краевой задаче
сопряжения для обобщенных аналитических функций, А. Джураев обнаружил, что усло-
вия |a(z)| 6= |b(z)|, z ∈ D, a(t) 6= 0 на границе Γ области D, достаточны для нётеровости
уравнения (1.5) в Lp(D), p > 2, и что индекс оператора из (1.5) равен удвоенному индексу
функции a(t), t ∈ Γ.

Следующий важный шаг в исследовании таких операторов был сделан в работе [7], в
которой рассматривался оператор

(Af)(z) ≡ a(z)f(z) + b(z)f(z) + c(z)S(f)(z) + d(z)(Sf)(z). (1.6)

В предположении непрерывности коэффициентов a(z), b(z), c(z), d(z) в области D =

D ∪ Γ с использованием результатов Р. Дудучавы было доказано, что для нётеровости
в Lp(D), 1 < p < ∞, оператора вида (1.6) необходимо и достаточно выполнения одного
из следующих условий

∆1(z) > |λ(z)|+ |µ(z)| ∀z ∈ D, (1.7)

∆2(z) > |λ(z)|+ |µ(z)| ∀z ∈ D и µ(t) 6= 0 ∀t ∈ Γ, (1.8)

где
∆1(z) = |a(z)|2 − |b(z)|2, ∆2(z) = |d(z)|2 − |c(z)|2,

λ(z) = a(z)c(z)− b(z)d(z), µ(z) = a(z)d(z)− b(z)c(z),

при этом, если выполнено (1.7), то оператор A имеет ограниченный обратный, а при
выполнении (1.8) его индекс равен κ = 2 IndΓµ(t).

В дальнейшем в работах Г. Джангибекова методами теории банаховых алгебр, ло-
кальным методом И.Б. Симоненко, а также методом факторизации матрицы-символа
оператора изучены широкие классы двумерных сингулярных интегральных операторов
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с непрерывными коэффициентами в ограниченной области. Для них получены эффектив-
ные необходимые и достаточные условия нётеровости в лебеговых пространствах с весом
в виде неравенств, содержащих алгебраические операции над коэффициентами операто-
ров. Кроме того, найдены явные формулы для вычисления (посредством алгебраических
операций над коэффициентами) индекса операторов через приращение аргумента вдоль
границы Γ области D некоторых конкретных функций.

2. Нётеровость и индекс сингулярных интегральных операторов
с непрерывными коэффициентами

Пусть D — ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ которой состоит
из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова, не пересекающихся между со-
бой, I — тождественный оператор, m и ν — целые числа, a(z), bn(z), n = −m. . . , 0, . . . , ν,

непрерывные в области D = D
⋃

Γ комплекснозначные функции. В пространстве Lp(D),

1 < p <∞, рассмотрим сингулярный интегральный оператор

A ≡ a(z)I + b0(z)K +
ν∑

n=−m

′
bn(z)SnK, (2.1)

где штрих у знака суммы означает пропуск члена n = 0, а операторы K, Sn действуют
по формулам

(Kf)(z) = f(z), (Snf)(z) =
(−1)|n||n|

π

∫∫
D

e−2iνθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , θ = arg(ζ − z).

При различных дополнительных ограничениях на a и bn оператор A изучался во многих
работах. В [8] в случае гладкости коэффициентов для более общих операторов указаны до-
статочные условия нётеровости в Lp(D), p > 2, и формулы для индекса. Частные случаи
bn(z) = 0 при n 6= ν и b0(z) = 0, ν = m = 1 изучены соответственно в [9] и [10], где най-
дены необходимые и достаточные условия нётеровости оператора A в Lp(D), 1 < p <∞,
и даны формулы для вычисления индекса. Отметим, что оператор A включается в класс
многомерных сингулярных интегральных операторов, для которых в [11–13] получены
необходимые и достаточные условия нётеровости в пространствах Lp(D), 1 < p < ∞, в
терминах частных индексов матрицы-символа.

Прежде всего в данной работе устанавливается, что оператор A будет нётеровым в
Lp(D), 1 < p <∞, тогда и только тогда, когда нётеровой является операторная матрица

W =

 a(z)I b0(z)K +
ν∑

n=−m

′
bn(z)SnK

b0(z)I +
ν∑

n=−m

′ bn(z)Sn a(z)K

 . (2.2)

К оператору W применимы результаты [11, 12]. Поскольку символ оператора Sn равен
(σ/σ)n, 0 < |σ| < ∞, σ = σ1 + iσ2, то согласно [11, 12] свойства оператора W определя-
ются свойствами матрицы

Gz(σ) =

(
a(z) Pν,m(z, σ/σ)

Pν,m(z, σ/σ) a(z)

)
,
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где Pν,m(z, σ/σ) =
ν∑

n=−m
bn(z)tn, |t| ≤ 1. Поэтому для нётеровости оператора A необходи-

мо, чтобы
detGz(σ) 6= 0,

т. е. |a(z)| 6= |Pν,m(z, t)|, ∀z ∈ D, |t| ≤ 1. Из этого неравенства вытекает, что либо
|a(z)| > |Pν,m(z, t)|, либо |a(z)| < |Pν,m(z, t)|, ∀z ∈ D, |t| ≤ 1.

Разобьем множество всех операторов вида (2.1), удовлетворяющих условию (2.2), на
следующие классы.

О п р е д е л е н и е 2.1. К классу M отнесем операторы A, для которых |a(z)| >
|Pν,m(z, t)| для всех z ∈ D, |t| ≤ 1.

О п р е д е л е н и е 2.2. Будем говорить, что оператор A принадлежит классу Mj

( j целое и −m ≤ j ≤ ν ), если для любых z ∈ D, |t| ≤ 1 выполнено неравенство
|a(z)| < |Pν,m(z, t)| и Ind |t|=1Pν,m(z, t) = j.

Теорема 2.1. Для нётеровости оператора A в Lp(D), 1 < p < ∞, необходимо и
достаточно выполнение одного из следующих (исключающих друг друга) условий:

|a(z)| > |
ν∑

n=−m

bn(z)tn|, ∀z ∈ D; (2.3)

|a(z)| < |
ν∑

n=−m

bn(z)tn|, ∀z ∈ D, (2.4)

и a(z) 6= 0, когда Ind |t|=1

ν∑
n=−m

bn(z)tn 6= 0 ∀z ∈ Γ.

При этом, если оператор A принадлежит классам M или Mj, то его индекс равен
нулю, а если A ∈Mj j 6= 0, то

κ = −2j IndΓ a(z).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполнено (2.3) или (2.4). По символу Gz(σ) постро-
им матрицы

Gz(σ1 ± i) =

(
a(z) Pν,m(z, σ1±i

σ1∓i
)

Pν,m(z, σ1±i
σ1∓i

) a(z)

)
, z ∈ Γ, −∞ < σ1 < +∞.

Показывается, что для Gz(σ1 ± i) справедливы представления:

Gz(σ1 + i) = R−1 (σ1)R+
1 (σ1), Gz(σ1 − i) = R−2 (σ1)R+

2 (σ1),

где R−1,2(σ1) аналитически продолжимы в нижнюю, а R+
1,2(σ1) — в верхнюю полуплос-

кость, причем их определители нигде в нуль не обращаются, т. е. матрицы Gz(σ1 ± i)

имеют нулевые частные индексы. Тогда из [11, 12] следует, что оператор A нётеров в
Lp(D), 1 < p <∞.

Вычислим теперь индекс оператора A. Пусть сначала A принадлежит классу M.

Рассмотрим семейство нётеровых операторов

Mτ ≡ a(z)I + τb0(z)K + τ
ν∑

n=−m

′
bn(z)SnK
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непрерывно по норме зависящих от параметра τ ∈ [0, 1]. Поскольку M0 = a(z)I, M1 = A,

то индекс оператора A равен нулю в любом Lp(D) при 1 < p <∞.
Пусть A принадлежит классу M0, т. е. выполнено (2.4) и IndPn,m(z, t) = 0, |t| ≤ 1.

Тогда функция Pn,m(z, t) имеет внутри единичного круга |t| ≤ 1 одинаковое количе-
ство нулей и полюсов. Пусть Pν,m(z, t) имеет µ нулей внутри единичного круга |t| ≤ 1 :
|λn(z)| < 1, n = 1, 2, . . . , µ, 0 ≤ µ ≤ m, и µ1 нулей вне: |λµ+n(z)| > 1, n = 1, 2, . . . , µ1,

0 ≤ µ1 ≤ ν − µ. Тогда функцию Pn,m(z, t) можно представить в виде

Pν,m(z, t) = c(z)t−µ
µ∏
n=1

(t− λn(z))

µ1∏
n=1

(t− λµ+n(z)),

c(z) 6= 0 в D. Учитывая это, построим семейство матриц-функций

G0
z,τ (σ) =

(
τa1(z) Qµ(z, σ

σ
; τ)Qµ1(z,

σ
σ
; τ)

Qµ(z, σ
σ
; τ)Qµ1(z,

σ
σ
; τ) τa1(z)

)
,

Qµ(z,
σ

σ
; τ) = c(z)

µ∏
n=1

(t− τλn(z)
σ

σ
),

Qµ1(z,
σ

σ
; τ) =

µ1∏
ν=1

(τ
σ

σ
− λµ+n(z)), 0 ≤ τ ≤ 1, a1(z) = ϕ(τ)a(z),

ϕ(τ) =

{
1
M
ε, если 0 ≤ τ ≤ τ0 < 1,

1
M

(ε+ M−ε
1−τ0 (τ − τ0)), если τ0 ≤ τ ≤ 1,

здесь τ0 — вещественное число, достаточно близкое к 1,

M = max
z∈D
|a(z)|, ε = inf |Qµ(z, t; τ)| |Qµ1(z, t; τ)|,

а инфимум берется по всем z ∈ D, |t| = 1, 0 ≤ τ ≤ 1.

По матрицам G0
z,τ (σ) построим семейство интегральных операторов N0

τ , 0 ≤ τ ≤ 1,

вида (0.1). Нетрудно заметить, что

|τa(z)| < |c(z)| |
µ∏
n=1

(1− τλn(z)t)| |
µ1∏
n=1

(τt− λµ+n(z))|,

и IndQµ(z, t; τ)Qµ1(z, t; τ) = 0, ∀z ∈ D, |t| ≤ 1, 0 ≤ τ ≤ 1, т. е. операторы N0
τ нётеровы.

Поскольку N0
τ = A и N0

0 = c(z)λµ+1(z) . . . λµ+µ1(z)K, то индекс оператора равен нулю.
Пусть теперь A принадлежит классу Mj, j 6= 0, т. е. выполнено равенство (1.3),

причем IndRν,m(z, t) = j 6= 0, |t| ≤ 1, −m ≤ j ≤ n, a(z) 6= 0 на Γ. Пусть функция
Pν,m(z, t) имеет внутри круга |t| ≤ 1 ровно µ нулей: λn(z), n = 1, 2, . . . , µ, 0 ≤ µ ≤ ν.

Тогда количество полюсов Pν,m(z) внутри круга |t| ≤ 1 равно µ = j. Пусть вне этого
круга, т. е. при |t| > 1 указанная функция имеет µ1, 0 < µ1 ≤ ν − µ, нулей. Построим
матрицу–символ

Gj
z,τ (σ) =

(
a1(z) (σ

σ
)jQµ(z, σ

σ
; τ)Qµ1(z,

σ
σ
; τ)

(σ
σ
)jQµ(z, σ

σ
; τ)Qµ1(z,

σ
σ
; τ) a1(z)

)
,
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где 0 ≤ τ ≤ 1, а функция a1(z) определяется так же, как в предыдущем случае.
Построив теперь по матрицам Gj

z,τ (σ) семейство интегральных операторов N j
τ типа

(0.1), 0 ≤ τ ≤ 1, и заметим, что они нётеровы, поскольку

|a(z)| < |c(z)| |
µ∏
ν=1

(1− τλn(z)t)| |
µ1∏
n=1

(τt− λµ+n(z))|,

Ind tjQµ(z, t; τ)Qµ1(z, t; τ) = j 6= 0, ∀z ∈ D, |t| ≤ 1, 0 ≤ τ ≤ 1, а a1(z) = ϕ(τ)a(z) 6= 0,

z ∈ Γ.

Так как N j
1 = A, N j

0 = a1(z)I + c(z)λµ+1(z) . . . λµ+µ1(z)SjK, то, применив к оператору
N j

0 результаты [9], получим, что индекс оператора A определяется формулой

κ = −2jIndΓ a(z).

Остается установить необходимость условия a(z) 6= 0, z ∈ Γ, когда |a(z)| < |Pn,m(z, t)|,
∀z ∈ D, |t| = 1, Ind |t|=1Rν,m(z, t) = j 6= 0. Допустим, что в некоторой точке z0 ∈ Γ

выполняется условие a(z0) = 0. Тогда получим

Gj
z0

(σ1 − i)

=

 0 (σ1−iσ1+i)
jc(z0)

µ∏
n=1

(1− λn(z0)σ1−iσ1+i)
µ1∏
n=1

(σ1+i
σ1−i − λµ+n(z))

(σ1+i
σ1−i)

jc(z0)
µ∏
n=1

(1− λn(z0)σ1+i
σ1−i)

µ1∏
n=1

(σ1−iσ1+i − λµ+n(z)) 0


=

(
0 c(z0)

∏µ1
n=1(σ1+i

σ1−i − λµ+n(z0))∏µ
n=1(1− λn(z0)σ1+i

σ1−i) 0

)
×

(
(σ1+i
σ1−i )j 0

0 (σ1−i
σ1+i

)j

)

×

(
c(z0)

∏µ
n=1(σ1+i

σ1−i − λn+µ(z0)) 0

0
∏µ1

n=1(1− λn(z0)σ1−i
σ1+i

)

)
≡ R−(σ1)δ(σ1)R+(σ1),

где −∞ < σ1 <∞.
Матрица R−(σ1) аналитически продолжима в нижнюю полуплоскость, и нули ее опре-

делителя лежат в верхней полуплоскости, а R+(σ1) аналитически продолжима в верхнюю
полуплоскость, нули ее определителя лежат в нижней полуплоскости. Таким образом, мы
имеем факторизацию матрицы Gj

z0
(σ1 − i) с частными индексами κ1,2 = ±j, т. е. отлич-

ными от нуля. В силу [11,12] это означает, что оператор A не может быть нётеровым.
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Введение

В статье рассматривается действующий в пространстве непрерывных двухкомпонент-

ных функций линейный оператор n -го порядка An, где A =
d

dx
+R, R задается числовой

матрицей
(

0 α

β 0

)
. Для произвольных линейных операторов A,B получен аналог бино-

ма Ньютона, с помощью которого выведено аналитическое выражение для оператора An

и для оператора (Ã−1)n, где сужение Ã оператора A в инвариантном подпространстве
M обратимо.

На основании этих результатов исследуется абстрактная задача Коши для алгебро-
дифференциального уравнения в банаховом пространстве с кубом оператора при стар-
шей производной, являющегося 0-NEV оператором, т.е. обладающего свойством иметь 0
нормальным собственным числом. Определены условия существования, единственности
решения и найдено это решение, для чего используется метод каскадного расщепления
уравнения и условий на уравнения и условия в подпространствах меньших размерностей.

Как показано в [1], оператор A обладает свойством 0-NEV, что позволяет применить
полученный результат к решению смешанной задачи для уравнения в частных производ-
ных четвертого порядка с оператором A3 при производной по выделенной переменной t.

К уравнениям в частных производных четвертого порядка относятся обобщенное волновое
уравнение на мелкой воде, обобщенное уравнение Лиувилля [2]. Такие уравнения в других
работах решались сведением к интегральному уравнению введением функции Римана [3],
методом Ибрагимова [4], методом функционального разделения переменных [5] и т. д.

1. Аналог бинома Ньютона для линейных операторов

Пусть P (i1, i2, . . . , im) — количество перестановок с повторениями i1 элементов пер-
вого вида, i2 элементов второго вида, . . . , im элементов m -го вида:

P (i1, i2, . . . , im) =
(i1 + i2 + . . .+ im)!

i1! i2! . . . im!
.

Справедливо следующее мультиномиальное тождество.

Лемма 1.1.

P (i1, i2, . . . , im) = P (i1 − 1, i2, . . . , im) + P (i1, i2 − 1, . . . , im) + . . .+ P (i1, i2, . . . , im − 1).

Лемма 1.1 доказана в работе [6].
Имеет место аналог бинома Ньютона для линейных операторов.

Теорема 1.1. Пусть A1, A2, . . . , Am — линейные операторы, попарно переместитель-
ные по умножению. Тогда

(A1 + A2 + . . .+ Am)n =
∑

i1,i2,...,im>0
i1+i2+...+im=n

P (i1, i2, . . . , im)Ai11 A
i2
2 . . . A

im
m .

Теорема 1.1 доказывается методом математической индукции по n с применением
леммы 1.1.

Пусть C i
n = P (n − i, i) — количество сочетаний из n элементов по i элементов. Из

теоремы вытекает следующее утверждение.
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Следствие 1.1. Пусть A,B — линейные операторы, попарно переместительные по
умножению. Тогда

(A+B)n =
n∑
i=0

C i
nA

n−iBi.

2. О степени одного матрично-дифференциального оператора

Пусть заданы вещественные α, β, γ > 0, γ2 = −αβ > 0. Обозначим Xγ = [0; 2π/γ] и
определим банахово пространство

E =

{(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C(Xγ), i = 1, 2

}
.

Рассмотрим в этом пространстве оператор

A =
d

dx
+R, R =

(
0 α

β 0

)
, (2.1)

с областью определения

domA =

{(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C1(Xγ), yi(0) = yi(2π/γ), i = 1, 2

}
.

Для определяемого соотношениями (2.1) оператора A в работе [1] доказаны следующие
утверждения, которые приведем здесь в виде лемм.

Лемма 2.1. Оператор A обладает свойством 0-NEV.

Лемма 2.2. Элементы ядра оператора A не имеют присоединенных элементов.

Для матрицы R имеет место следующее очевидное утверждение.

П р е д л о ж е н и е 2.1.

R2j−2 = (−1)j−1γ2j−2I, j ∈ N.

Применив предложение 2.1, получим представление некоторых операторных функций
от R.

Утверждение 2.1.

sinR = (−γ−1 sin γ)R, cosR = (chγ)I, expR = (cos γ)I + (γ−1 sin γ)R.

Далее, пусть [r] — целая часть числа r. Вычисления с применением следствия 1.1,
утверждения 2.1 и леммы 2.2 приводят к следующим теоремам.

Теорема 2.1.

An =

[n2 ]∑
j=0

C2j
n (−1)jγ2j

dn−2j

dxn−2j
+

[n+1
2 ]∑
j=1

C2j−1
n (−1)j−1γ2j−2R

dn+1−2j

dxn+1−2j
.
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Теорема 2.2.

(Ã−1)n = (−1)nI
(
K(1)
n (x)− γ

2π
L(1)
n (x)

)
+ (−1)n+1γ−1R

(
K(2)
n (x)− γ

2π
L(2)
n (x)

)
в обозначениях:

K(1)
n (x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·) cos(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0,

K(2)
n (x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·) sin(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0,

L(1)
n (x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·)s0 cos(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0,

L(2)
n (x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·)s0 sin(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0.

3. Решение линейного уравнения

Пусть A — линейный 0-NEV оператор, действующий в банаховом пространстве E.

Пусть корневое подпространство N состоит лишь из элементов ядра KerA, не имеющих
присоединенных элементов, а M — дополнительное к нему инвариантное подпростран-
ство. Ядро полагается двумерным: N = {c1e1 + c2e2}, e1, e2 ∈ E.

Обозначим P — проектор на N, Q — проектор на M, Ã — сужение оператора A

на M, I — единичный оператор в соответствующем подпространстве. В N вводится
скалярное произведение 〈·, ·〉 так, что 〈ei, ej〉 = δij, i, j = 1, 2.

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 3.1. Линейное уравнение Anv = w, v ∈ domAn ∩ E, w ∈ E, n ∈ N, равно-
сильно системе

v = Hw + Pv,

〈Pw, ej〉 = 0, j = 1, 2,

в обозначении
H = (Ã−1)nQ.

Лемма 3.1 обобщает результат, доказанный в работе [7].

4. Решение задачи Коши для алгебро-дифференциального уравнения

Рассматривается задача

A3du

dt
= Bu(t), (4.1)

u(0) = u0 ∈ E, (4.2)

где A,B — замкнутые линейные операторы, действующие в банаховом пространстве E;

domA3 = E; domB = E; A является 0-NEV-оператором с двумерным ядром; элементы
ядра не имеют присоединенных; t ∈ T = [0; tk].
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Под решением задачи (4.1), (4.2) подразумевается функция u(t), дифференцируемая
на T и удовлетворяющая (4.1), (4.2) при каждом t ∈ T.

Обозначим

∆ = det

(
〈PBe1, e1〉 〈PBe2, e1〉
〈PBe1, e2〉 〈PBe2, e2〉

)
и будем предполагать, что выполнено следующее условие

∆ 6= 0. (4.3)

Определим

T (·) = HB(·) + ∆−1 det

(
−〈PBHB(·), e1〉 〈PBe2, e1〉
−〈PBHB(·), e2〉 〈PBe2, e2〉

)
· e1

+ ∆−1 det

(
〈PBe1, e1〉 −〈PBHB(·), e1〉
〈PBe1, e2〉 −〈PBHB(·), e2〉

)
· e2.

Аналогично [7] с применением леммы 3.1 получен следующий результат.

Теорема 4.1. Пусть справедливо неравенство (4.3) и пусть оператор T ограничен.
Тогда при выполнении условия

〈Pu0, ej〉 = 0, j = 1, 2, (4.4)

решение задачи (4.1), (4.2) существует, это решение единственно, имеет вид

u(t) = exp(tT )u0

и удовлетворяет соотношению

〈Pu(t), ej〉 ≡ 0, j = 1, 2, t ∈ T.

5. Пример

Пусть на отрезке X2 = [0; π] задана непрерывная функция g(x), удовлетворяющая
условию

g(0) = g(π). (5.1)

В прямоугольнике Π = X2 × T рассмотрим задачу(
∂

∂x
+R

)3
∂u

∂t
= B(x)u(x, t), (5.2)

u(x, 0) = g(x), u(0, t) = u(π, t), (5.3)

с операторами

R =

(
0 1

−4 0

)
, B(x) =

 x∫
0

(·) ds 0

0 0

 .

Под решением задачи (5.2), (5.3) подразумевается функция u(x, t), дифференцируемая
по t ∈ T при каждом x ∈ X2, трижды непрерывно дифференцируемая по x ∈ X2 при
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каждом t ∈ T, интегрируемая по x на Π, удовлетворяющая равенству
∂2u

∂x∂t
=

∂2u

∂t∂x
и

(5.2), (5.3) на Π.

Лемма 2.1 позволяет применить результаты, полученные выше в секции 4. В работе
[7] выписаны подпространства M, N, проектор P на N, оператор Ã−1. Вычисления
показывают следующее.

Условие (4.3) выполнено: ∆ = 1/16 6= 0.

Возьмем некоторую функцию f(x) и пусть f1(x) — ее первая компонента. В обозна-
чениях

ψ1(x) =

x∫
0

f1(s) ds, ψ2(x) =
(
−K(1)

3 (x) +
1

π
L
(1)
3 (x)

)
ψ1(x),

ψ3(x) =
(
− 2K

(2)
3 (x) +

2

π
L
(2)
3 (x)

)
ψ1(x), ψ4(x) =

x∫
0

ψ2(s) ds

получим выражение для оператора T :

T (x)f(x) =

 ψ2(x) +
4

π

π∫
0

ψ4(s) sin(2(x− s)) ds

ψ3(x)− 8

π

π∫
0

ψ4(s) cos(2(x− s)) ds

 . (5.4)

Нетрудно видеть, что этот оператор ограничен и сильно непрерывен в пространстве C(X2).

Далее заметим, что условие (4.4) записывается в виде равенства

π∫
0

µ(s) cos 2s ds =

π∫
0

µ(s) sin 2s ds = 0, где µ(x) =

x∫
0

g(s) ds. (5.5)

Таким образом, получено следующее утверждение.

Теорема 5.1. Пусть функция g(x) непрерывна на отрезке X2 и удовлетворяет усло-
виям (5.1) и (5.5). Тогда решение задачи (5.2), (5.3) существует, это решение единствен-
но и равно

u(x, t) = exp
(
tT (x)

)
g(x),

где оператор T определяется формулой (5.4).
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Аннотация. Построена нормированная алгебра ограниченных линейных комплексных
операторов, действующих в комплексном нормированном пространстве, состоящем из эле-
ментов декартова квадрата вещественного банахова пространства. В этой алгебре выде-
лено множество тех операторов, у каждого из которых действительная и мнимая части
коммутируют между собой. Доказана обратимость любого оператора из этого множества,
у которого сумма квадратов его действительной и мнимой частей является непрерывно
обратимым оператором; найдена формула для обратного оператора. Для оператора из
указанного множества исследован вид его регулярных точек: найдены условия на ком-
плексное число, при выполнении которых это число является регулярной точкой данного
оператора; получена формула для резольвенты комплексного оператора. Рассмотрено мно-
жество неограниченных линейных комплексных операторов, действующих в вышеупомя-
нутом комплексном нормированном пространстве. В этом множестве выделено подмноже-
ство тех операторов, у каждого из которых области определения действительной и мнимой
частей совпадают между собой. Для оператора из указанного подмножества найдены усло-
вия на комплексное число, при которых это число принадлежит резольвентному множе-
ству данного оператора; получена формула для резольвенты оператора. Введено понятие
полуограниченного комплексного оператора как оператора, у которого одна компонента
является ограниченным, а другая неограниченным оператором. Отмечено, что первое и
второе резольвентные тождества для комплексных операторов доказываются аналогично
случаю действительных операторов.

Ключевые слова: банахово пространство, комплексный вектор, норма комплексного век-
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About a complex operator resolvent
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Abstract. A normed algebra of bounded linear complex operators acting in a complex nor-
med space consisting of elements of the Cartesian square of a real Banach space is constructed.
In this algebra, it is singled out a set of operators for each of which the real and imaginary
parts commute with each other. It is proved that in this set, any operator for which the sum
of squares of its real and imaginary parts is a continuously invertible operator, is invertible
itself; a formula for the inverse operator is found. For an operator from the indicated set, the
form of its regular points is investigated: conditions under which a complex number is a regular
point of the given operator are found; a formula for the resolvent of a complex operator is
obtained. The set of unbounded linear complex operators acting in the above complex normed
space is considered. In this set, a subset of those operators for each of which the domains of the
real and imaginary parts coincide is distinguished. For an operator from the specified subset,
conditions on a complex number under which this number belongs to the resolvent set of the
given operator are found; a formula for the resolvent of the operator is obtained. The concept
of a semi-bounded complex operator as an operator in which one component is a bounded and
the other is an unbounded operator is introduced. It is noted that the first and second resolvent
identities for complex operators can be proved similarly to the case of real operators.
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Введение

Пусть E — вещественное банахово пространство; I, O — соответственно тождествен-
ный и нулевой операторы в пространстве E; L(E) — полная нормированная алгебра огра-
ниченных линейных операторов, действующих из E в E; E2

R = {w = (x, y) : x, y ∈ E} —
банахово пространство комплексных векторов над полем вещественных чисел с линейны-
ми операциями

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), (0.1)

α(x, y) = (αx, αy) (0.2)

и нормой
‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖ (0.3)

(см. [1, с. 103]).
Пусть LOC

R (E2
R) = {Z = (A,B) : A,B ∈ L(E)} — множество комплексных операторов,

действующих в пространстве E2
R по следующему закону:

Zw = (A,B)(x, y) = (Ax− By,Ay +Bx) (0.4)

для любого элемента w = (x, y) ∈ E2
R.

З а м е ч а н и е 0.1. Закон действия (0.4) комплексного оператора (A,B) на ком-
плексный вектор (x, y) отличается от закона (A,B)(x, y) = (Ax,By) для комплексного
оператора из [2, с. 64] тем, что при формировании каждой из компонент образа комплекс-
ного вектора (x, y) задействованы обе компоненты как комплексного оператора (A,B),

так и комплексного вектора (x, y).

Каждый оператор Z = (A,B) ∈ LOC
R (E2

R) линеен.
Действительно, по определению линейного оператора нужно показать, что оператор Z

аддитивен и однороден. Используя аддитивность операторов A,B, получаем для любых
w1 = (x1, y1), w2 = (x2, y2) ∈ E2

R

Z (w1 + w2) = (A(x1 + x2)− B(y1 + y2), A(y1 + y2) + B(x1 + x2))

= (Ax1 + Ax2 − By1 − By2, Ay1 + Ay2 +Bx1 +Bx2)

= (Ax1 − By1, Ay1 +Bx1) + (Ax2 − By2, Ay2 +Bx2) = Zw1 + Zw2.

Свойство аддитивности доказано. В силу однородности операторов A,B имеем для любых
w = (x, y) ∈ E2

R, α ∈ R

Z (αw) = (A(αx)− B(αy), A(αy) + B(αx)) = (αAx− αBy, αAy + αBx)

= α (Ax− By,Ay +Bx) = αZw.

Свойство однородности установлено.
Каждый оператор Z = (A,B) ∈ LOC

R (E2
R) ограничен.

Действительно, по определению ограниченного оператора нужно доказать существо-
вание такой постоянной c, что

‖Zw‖ 6 c ‖w‖ , ∀w ∈ E2
R. (0.5)
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Используя норму (0.3) пространства E2
R, неравенство треугольника для нормы простран-

ства E и оценку
‖Fx‖ 6 ‖F‖‖x‖ ∀F ∈ L(E), x ∈ E,

для любого w = (x, y) ∈ E2
R получаем

‖Zw‖ = ‖Ax− By‖+ ‖Ay +Bx‖ 6 ‖Ax‖+ ‖By‖+ ‖Ay‖+ ‖Bx‖

6 ‖A‖ ‖x‖+ ‖B‖ ‖y‖+ ‖A‖ ‖y‖+ ‖B‖ ‖x‖ = (‖A‖+ ‖B‖) (‖x‖+ ‖y‖)

= (‖A‖+ ‖B‖) ‖w‖ .

Получено неравенство (0.5) с постоянной c = ‖A‖+ ‖B‖.
По определению нормы оператора

‖Z‖ = inf {c : выполняется (0.5)} , (0.6)

следовательно,
‖Z‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖ . (0.7)

Множество LOC
R (E2

R) , снабжённое линейными операциями

(A1, B1) + (A2, B2) = (A1 + A2, B1 +B2), (0.8)

α(A,B) = (αA, αB), α ∈ R, (0.9)

является вещественным линейным пространством.
Норма (0.6) в пространстве LOC

R (E2
R) , очевидно, удовлетворяет аксиомам нормы:

I) ‖(A,B)‖ > 0 для любого (A,B) ∈ LOC
R (E2

R) , (A,B) 6= Θ; ‖Θ‖ = 0, где Θ = (O,O)

— нулевой элемент пространства LOC
R (E2

R) ;

II) ‖α (A,B)‖ = |α| ‖(A,B)‖ для любых (A,B) ∈ LOC
R (E2

R) , α ∈ R;

III) ‖(A1, B1) + (A2, B2)‖ 6 ‖(A1, B1)‖+ ‖(A2, B2)‖ для любых (A1, B1), (A2, B2), при-
надлежащих LOC

R (E2
R) .

Таким образом, LOC
R (E2

R) является нормированным пространством.
Операция умножения элементов пространства LOC

R (E2
R) вводится естественным обра-

зом. Пусть Z1 = (A1, B1), Z2 = (A2, B2) ∈ LOC
R (E2

R) . По определению, Z1Z2 : E2
R → E2

R
— оператор, действующий по правилу (Z1Z2)w = Z1 (Z2w) для любого w = (x, y) ∈ E2

R.

Согласно формуле (0.4) имеем Z2w = (A2x− B2y, A2y +B2x) , поэтому

(Z1Z2)w = Z1 (Z2w)

= ((A1A2 − B1B2)x− (A1B2 +B1A2)y, (A1A2 − B1B2)y + (A1B2 +B1A2)x) ,

т. е.
Z1Z2 = (A1, B1)(A2, B2) = (A1A2 − B1B2, A1B2 +B1A2). (0.10)

Операция умножения комплексных операторов некоммутативна, что следует из некомму-
тативности операции умножения в алгебре L(E).

Для элемента Î = (I, O) ∈ LOC
R (E2

R) имеем ÎZ = ZÎ = Z. Заметим, что ‖Î‖ = 1.

Для любых Z1, Z2 ∈ LOC
R (E2

R) справедливо неравенство

‖Z1Z2‖ 6 ‖Z1‖‖Z2‖. (0.11)



О РЕЗОЛЬВЕНТЕ КОМПЛЕКСНОГО ОПЕРАТОРА 187

Действительно, для любого w ∈ E2
R

‖(Z1Z2)w‖ = ‖Z1(Z2w)‖ 6 ‖Z1‖ ‖Z2w‖ 6 ‖Z1‖ ‖Z2‖ ‖w‖,

откуда следует неравенство (0.11)
Непосредственно проверяется, что для любых Z1, Z2, Z3 ∈ LOC

R (E2
R) справедливы ра-

венства

(Z1Z2)Z3 = Z1 (Z2Z3) , (0.12)

Z1 (Z2 + Z3) = Z1Z2 + Z1Z3, (0.13)

(Z2 + Z3)Z1 = Z2Z1 + Z3Z1. (0.14)

Кроме того, для любого α ∈ R

α (Z1Z2) = (αZ1)Z2 = Z1 (αZ2) .

Таким образом, множество LOC
R (E2

R) , снабжённое линейными операциями (0.8), (0.9),
операцией умножения (0.10), есть нормированная алгебра ограниченных линейных ком-
плексных операторов, действующих в вещественном банаховом пространстве E2

R по зако-
ну (0.4). Эта алгебра некоммутативна. Единицей в ней является оператор Î = (I, O).

Алгебра LOC
R (E2

R) оказалась полезным инструментом при построении общего реше-
ния линейного однородного дифференциального уравнения n -го порядка с постоянными
ограниченными операторными коэффициентами в пространстве E в случае, когда среди
корней характеристического операторного уравнения имеются комплексные корни с мни-
мой частью, отличной от нуля (см. [3, 4]). В связи с этим актуальна задача дальнейшего
изучения комплексных операторов. В частности, естественный интерес представляют во-
просы, связанные с резольвентой комплексного оператора. Исследование таких вопросов
требует рассмотрения комплексных операторов, действующих в нормированном простран-
стве E2

C = {w = (x, y) : x, y ∈ E} комплексных векторов над полем комплексных чисел с
операцией сложения (0.1), операцией умножения

(α + iβ)(x, y) = (αx− βy, αy + βx) (0.15)

и нормой
‖(x, y)‖ = max

ψ
‖x cosψ + y sinψ‖ (0.16)

(операция умножения (0.15) и норма (0.16) рассмотрены в [5, с. 476]).
Для α ∈ R имеем

α(x, y) = (α + i0)(x, y) = (αx, αy),

т. е. для вещественных чисел операция умножения (0.15) совпадает с операцией (0.2).
Заметим, что норма вида (0.3) пространства E2

R непригодна для пространства E2
C, так

как не выполняется аксиома однородности нормы.

1. Основные понятия

Построим нормированную алгебру ограниченных линейных комплексных операторов
над полем комплексных чисел. Для этого понадобится декартов квадрат

L2(E) = L(E)× L(E) = {Z = (A,B) : A,B ∈ L(E)}
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алгебры L(E). Будем рассматривать каждый элемент множества L2(E) как комплексный
оператор, действующий в пространстве E2

C по закону (0.4). Операция сложения элементов
множества L2(E) определяется равенством (0.8); операция умножения на комплексные
числа вводится по аналогии с формулой (0.15): для любых (A,B) ∈ L2(E), α + iβ ∈ C

(α + iβ) (A,B) = (αA− βB, αB + βA) , (1.1)

в частности, для любых (A,B) ∈ L2(E), α ∈ R

α (A,B) = (α + i0)(A,B) = (αA, αB),

т. е. для вещественных чисел операция умножения (1.1) совпадает с операцией (0.9).
Проверим выполнимость аксиом линейного пространства, относящихся к операции

умножения (1.1):
1) (α1 + iβ1) [(α2 + iβ2) (A,B)] = [(α1 + iβ1) (α2 + iβ2)] (A,B) ;

2) 1 · (A,B) = (A,B) ;

3) [(α1 + iβ1) + (α2 + iβ2)] (A,B) = (α1 + iβ1) (A,B) + (α2 + iβ2) (A,B) ;

4) (α + iβ) [(A1, B1) + (A2, B2)] = (α + iβ) (A1, B1) + (α + iβ) (A2, B2) .

Выполнимость аксиомы 2) очевидна. Проверим выполнимость аксиомы 1). Используя
формулу (1.1), получаем

(α1 + iβ1) [(α2 + iβ2) (A,B)] = (α1 + iβ1) (α2A− β2B,α2B + β2A)

= (α1 (α2A− β2B)− β1 (α2B + β2A) , α1 (α2B + β2A) + β1 (α2A− β2B))

= ((α1α2 − β1β2)A− (α1β2 + β1α2)B, (α1α2 − β1β2)B + (α1β2 + β1α2)A) ; (1.2)

[(α1 + iβ1) (α2 + iβ2)] (A,B) = [α1α2 − β1β2 + i (α1β2 + β1α2)] (A,B)

= ((α1α2 − β1β2)A− (α1β2 + β1α2)B, (α1α2 − β1β2)B + (α1β2 + β1α2)A) . (1.3)

Из равенств (1.2), (1.3) следует выполнимость аксиомы 1). Выполнимость аксиом 3), 4)
проверяется аналогично.

Множество L2(E) с линейными операциями (0.8), (1.1) является линейным простран-
ством комплексных операторов, действующих из E2

C в E2
C, рассматриваемым над полем

комплексных чисел. Обозначим это пространство через LOC
C (E2

C) .

Каждый оператор Z = (A,B) ∈ LOC
C (E2

C) линеен.
Действительно, аддитивность оператора Z устанавливается точно так же, как в случае

оператора из алгебры LOC
R (E2

R) (см. Введение). Покажем, что оператор Z однороден, т. е.

Z(λw) = λZw (1.4)

для любых w = (x, y) ∈ E2
C, λ = α + iβ ∈ C. Используя формулы (0.4), (0.15), получаем

Z(λw) = (A,B) (αx− βy, αy + βx)

= (A (αx− βy)− B (αy + βx) , A (αy + βx) + B (αx− βy)) ; (1.5)

λZw = (α + iβ) (Ax− By,Ay +Bx)

= (α (Ax− By)− β (Ay +Bx) , α (Ay +Bx) + β (Ax− By))

= (A (αx− βy)− B (αy + βx) , A (αy + βx) + B (αx− βy)) . (1.6)
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Из соотношений (1.5), (1.6) следует равенство (1.4).
Для нормы оператора Z = (A,B) ∈ LOC

C (E2
C) справедлива оценка (0.7).

Действительно, используя соотношения (0.4), (0.16), для любого w = (x, y) ∈ E2
C по-

лучаем

‖Zw‖ = max
ψ
‖(Ax− By) cosψ + (Ay +Bx) sinψ‖

= max
ψ
‖A (x cosψ + y sinψ) + B (x sinψ − y cosψ)‖

6 max
ψ

[‖A (x cosψ + y sinψ)‖+ ‖B (x sinψ − y cosψ)‖]

6 max
ψ

[‖A‖‖x cosψ + y sinψ‖+ ‖B‖‖x sinψ − y cosψ‖]

6 ‖A‖max
ψ
‖x cosψ + y sinψ‖+ ‖B‖ max

χ=ψ−π
2

‖x cosχ+ y sinχ‖

= ‖A‖‖w‖+ ‖B‖‖w‖ = (‖A‖+ ‖B‖) ‖w‖.

Получили неравенство
‖Zw‖ 6 c‖w‖, ∀w ∈ E2

C

с постоянной c = ‖A‖+ ‖B‖, из которого для оператора Z = (A,B) ∈ LOC
C (E2

C) следует
оценка (0.7).

Произведение операторов из LOC
C (E2

C) определяется формулой (0.10). Для любых опе-
раторов Z1, Z2, Z3 ∈ LOC

C (E2
C) справедливы соотношения (0.11)–(0.14). Кроме того, для

любого λ = α + iβ ∈ C
λ (Z1Z2) = (λZ1)Z2 = Z1 (λZ2) .

Таким образом, LOC
C (E2

C) есть нормированная алгебра ограниченных линейных комп-
лексных операторов, действующих в пространстве E2

C по закону (0.4). Эта алгебра неком-
мутативна. Единицей в ней является оператор Î = (I, O).

В дальнейшем важное значение будет иметь множество тех операторов из LOC
C (E2

C) ,

у каждого из которых действительная и мнимая части коммутируют между собой, т. е.
множество вида

LKOC
C

(
E2

C
)

=
{
Z = (A,B) ∈ LOC

C
(
E2

C
)

: AB = BA
}
.

2. Основные результаты

Пусть Φ(E) — множество линейных операторов, действующих в пространстве E. За-
метим, что Φ(E) = L(E) ∪ N(E), где N(E) — множество неограниченных линейных
операторов, действующих в пространстве E.

Рассмотрим над полем комплексных чисел множество комплексных операторов

ΦC
C
(
E2

C
)

= {Z = (A,B) : A,B ∈ Φ(E)},

действующих в пространстве E2
C по закону (0.4):

Zw = (A,B)(x, y) = (Ax− By,Ay +Bx). (2.1)

для любых Z = (A,B) ∈ ΦC
C (E2

C) , w = (x, y) ∈ D(Z).

Заметим, что
D(Z) =

{
w = (x, y) ∈ E2

C : x, y ∈ D(A) ∩D(B)
}
.
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Напомним (см. [6, 7]), что операция сложения элементов множества ΦC
C (E2

C) опреде-
ляется формулой (0.8). Операция умножения на комплексные числа задаётся равенством
(1.1).

Каждый комплексный оператор Z = (A,B) ∈ ΦC
C (E2

C) линеен (это следует из линей-
ности операторов A,B ).

Справедливо представление:

ΦC
C
(
E2

C
)

= LOC
C

(
E2

C
)
∪ LNC

C
(
E2

C
)
∪ LPC

C
(
E2

C
)
,

где

LNC
C

(
E2

C
)

=
{
Z = (A,B) ∈ ΦC

C
(
E2

C
)

: A,B ∈ N(E)
}
, (2.2)

LPC
C

(
E2

C
)

= LPCI
C

(
E2

C
)
∪ LPCII

C
(
E2

C
)
, (2.3)

LPCI
C

(
E2

C
)

=
{
Z = (A,B) ∈ ΦC

C
(
E2

C
)

: A ∈ N(E), B ∈ L(E)
}
,

LPCII
C

(
E2

C
)

=
{
Z = (A,B) ∈ ΦC

C
(
E2

C
)

: A ∈ L(E), B ∈ N(E)
}
.

Заметим, что

D(Z) = E2
C для Z ∈ LOC

C
(
E2

C
)
,

D(Z) =
{

(x, y) ∈ E2
C : x, y ∈ D(A) ∩D(B)

}
для Z ∈ LNC

C
(
E2

C
)
,

D(Z) =
{

(x, y) ∈ E2
C : x, y ∈ D(A)

}
для Z ∈ LPCI

C
(
E2

C
)
,

D(Z) =
{

(x, y) ∈ E2
C : x, y ∈ D(B)

}
для Z ∈ LPCII

C
(
E2

C
)
.

Операторы из множеств (2.2), (2.3) называются соответственно неограниченными и
полуограниченными комплексными операторами.

Пусть Z = (A,B) ∈ ΦC
C (E2

C) , D(Z) = E2
C, Z фиксирован. Напомним, что тождествен-

ным оператором в пространстве E2
C является оператор Î = (I, O). Рассмотрим резоль-

вентное множество и резольвенту оператора Z :

ρ(Z) =
{
λ = α + iβ ∈ C : ∃Γ−1

Z (λ) ∈ LOC
C

(
E2

C
)}
,

RZ(λ) = Γ−1
Z (λ), λ ∈ ρ(Z), (2.4)

где ΓZ(λ) = Z − λÎ, Γ−1
Z (λ) = [ΓZ(λ)]−1.

Заметим, что D (ΓZ(λ)) = D(Z) для любого λ ∈ C.
Получим условия, при выполнении которых

1) R (ΓZ(λ)) = E2
C и существует Γ−1

Z (λ) : E2
C → D(Z), т. е. уравнение

ΓZ(λ) (x, y) = (u, v) , (2.5)

рассматриваемое при (x, y) ∈ D(Z), однозначно разрешимо при любом фиксирован-
ном элементе (u, v) ∈ E2

C;

2) Γ−1
Z (λ) ∈ LOC

C (E2
C) .

Тем самым будет найдена резольвента оператора Z (см. формулу (2.4)).
Заметим, что

ΓZ(λ) = (ΓA(α),ΓB(β)) , (2.6)
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где ΓA(α) = A − αI, ΓB(β) = B − βI (очевидно, что D (ΓA(α)) = D(A), D (ΓB(β)) =

D(B)). Тогда по формуле (2.1)

ΓZ(λ) (x, y) = (ΓA(α)x− ΓB(β)y,ΓA(α)y + ΓB(β)x) .

Следовательно, однозначная разрешимость уравнения (2.5) равносильна однозначной раз-
решимости системы уравнений

ΓA(α)x− ΓB(β)y = u, (2.7)

ΓB(β)x+ ΓA(α)y = v, (2.8)

рассматриваемой при x, y ∈ D(A) ∩D(B).

Найдем вначале вид резольвенты комплексного оператора из множества LKOC
C (E2

C) .

Положим GL(E) = {T ∈ L(E) : существует T−1 ∈ L(E)}.
В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение:
I) если T1 ∈ L(E), T2 ∈ GL(E) и T1T2 = T2T1, то T1T

−1
2 = T−1

2 T1 (см. [8, с. 55]).

Лемма 2.1. Пусть Z = (P,Q) ∈ LKOC
C (E2

C) и выполняется условие P 2+Q2 ∈ GL(E).

Тогда существует обратный оператор Z−1 и справедлива формула

Z−1 =
(
P
(
P 2 +Q2

)−1
,−Q

(
P 2 +Q2

)−1
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.1 аналогично случаю Z = (P,Q) ∈ LKOC
R (E2

R)

(см. [6]), при этом используется утверждение I).

Теорема 2.1. Пусть Z = (A,B) ∈ LKOC
C (E2

C) , Z фиксирован, а комплексное число
λ = α + iβ таково, что

F ∈ GL(E), (2.9)

где F = Γ2
A(α)+Γ2

B(β), Γ2
A(α) = [ΓA(α)]2, Γ2

B(β) = [ΓB(β)]2. Тогда λ является регулярной
точкой оператора Z и

RZ(λ) =
(
ΓA(α)F−1,−ΓB(β)F−1

)
, (2.10)

RZ(λ) ∈ LKOC
C

(
E2

C
)
. (2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Операторный определитель системы уравнений (2.7), (2.8)
имеет вид

∆ =

∣∣∣∣ ΓA(α) −ΓB(β)

ΓB(β) ΓA(α)

∣∣∣∣ = Γ2
A(α) + Γ2

B(β) = F.

По условию теоремы AB = BA, следовательно,

ΓA(α)ΓB(β) = ΓB(β)ΓA(α). (2.12)

В силу (2.12) элементы определителя ∆ попарно коммутируют между собой. Кроме того,
в силу равенства ∆ = F и условия (2.9) существует ∆−1 ∈ L(E). Следовательно, при
решении системы уравнений (2.7), (2.8) можно применить операторно-векторное правило
Крамера решения систем линейных векторных уравнений (см. [9]). Согласно этому пра-
вилу система уравнений (2.7), (2.8) при каждом (u, v) ∈ E2

C имеет единственное решение

x = ΓA(α)F−1u+ ΓB(β)F−1v, (2.13)
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y = −ΓB(β)F−1u+ ΓA(α)F−1v. (2.14)

Это означает, что R (ΓZ(λ)) = E2
C и существует Γ−1

Z (λ) : E2
C → E2

C. В силу соотношений
(2.6), (2.12) справедливо включение ΓZ(λ) ∈ LKOC

C (E2
C) . Тогда, учитывая условие (2.9) и

применяя лемму 2.1, получаем

Γ−1
Z (λ) =

(
ΓA(α)F−1,−ΓB(β)F−1

)
. (2.15)

В силу условия (2.9) F−1 ∈ L(E), следовательно, каждый из операторов ΓA(α)F−1,

−ΓB(β)F−1 принадлежит алгебре L(E) как произведение двух операторов из L(E). Зна-
чит, Γ−1

Z (λ) ∈ LOC
C (E2

C) . Следовательно, λ ∈ ρ (Z) и в силу равенств (2.4), (2.15) справед-
лива формула (2.10). Покажем выполнимость включения (2.11). В силу равенства (2.12)

ΓA(α)F = FΓA(α), ΓB(β)F = FΓB(β). (2.16)

Заметим, что ΓA(α),ΓB(β) ∈ L(E) и выполняются соотношения (2.9), (2.16). Следова-
тельно, в силу утверждения I)

ΓA(α)F−1 = F−1ΓA(α), ΓB(β)F−1 = F−1ΓB(β). (2.17)

Используя соотношения (2.12), (2.17), получаем(
ΓA(α)F−1

) (
−ΓB(β)F−1

)
=

(
−ΓB(β)F−1

) (
ΓA(α)F−1

)
,

а это означает, что RZ(λ) ∈ LKOC
C (E2

C) . �
В силу соотношений (2.17) формулу (2.10) и решение (2.13), (2.14) можно записать в

виде
RZ(λ) =

(
F−1ΓA(α),−F−1ΓB(β)

)
,

x = F−1 (ΓA(α)u+ ΓB(β)v) ,

y = F−1 (−ΓB(β)u+ ΓA(α)v) .

Обозначим через L̂NC
C (E2

C) множество тех операторов из LNC
C (E2

C) , у каждого из ко-
торых области определения действительной и мнимой частей совпадают между собой.

Пусть Z = (A,B) ∈ L̂NC
C (E2

C) . Тогда D(A) = D(B) = D, следовательно, D(A) ∩
D(B) = D и D(Z) = {(x, y) ∈ E2

C : x, y ∈ D}. Значит, систему уравнений (2.7), (2.8) надо
рассматривать при x, y ∈ D.

Теорема 2.2. Пусть Z = (A,B) ∈ L̂NC
C (E2

C) , D(Z) = E2
C, Z фиксирован, а ком-

плексное число λ = α + iβ удовлетворяет следующим условиям:

∃Γ−1
A (α),Γ−1

B (β) ∈ L(E); (2.18)

Γ−1
A (α)Γ−1

B (β)p = Γ−1
B (β)Γ−1

A (α)p, p ∈ E; (2.19)

∃H−1 ∈ L(E), (2.20)

где H = Γ−1
B (β)ΓA(α) + Γ−1

A (α)ΓB(β). Тогда λ является регулярной точкой оператора Z

и
RZ(λ) =

(
H−1Γ−1

B (β),−H−1Γ−1
A (α)

)
, (2.21)

RZ(λ) ∈ LKOC
C

(
E2

C
)
. (2.22)
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Укажем вначале несколько соотношений, которые потребуются при доказательстве
теоремы 2.2.

Лемма 2.2. При выполнении условий теоремы 2.2 справедливы равенства

ΓA(α)Γ−1
B (β)q = Γ−1

B (β)ΓA(α)q, q ∈ D; (2.23)

ΓB(β)Γ−1
A (α)q = Γ−1

A (α)ΓB(β)q, q ∈ D; (2.24)

H−1Γ−1
A (α)p = Γ−1

A (α)H−1p, p ∈ E; (2.25)

H−1Γ−1
B (β)p = Γ−1

B (β)H−1p, p ∈ E. (2.26)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что в силу условия (2.18)

Γ−1
A (α)p ∈ D, p ∈ E; (2.27)

Γ−1
B (β)p ∈ D, p ∈ E; (2.28)

ΓA(α)Γ−1
A (α)p = p, p ∈ E; (2.29)

ΓB(β)Γ−1
B (β)p = p, p ∈ E; (2.30)

Γ−1
A (α)ΓA(α)q = q, q ∈ D; (2.31)

Γ−1
B (β)ΓB(β)q = q, q ∈ D. (2.32)

Пусть q ∈ D, q фиксирован. Тогда, в силу условия (2.18)

∃p1 ∈ E : q = Γ−1
A (α)p1; (2.33)

∃p2 ∈ E : q = Γ−1
B (β)p2. (2.34)

Используя соотношения (2.19), (2.29), (2.33) и равенство p1 = ΓA(α)q, получаем

ΓA(α)Γ−1
B (β)q = ΓA(α)Γ−1

B (β)Γ−1
A (α)p1 = ΓA(α)Γ−1

A (α)Γ−1
B (β)p1 = Γ−1

B (β)p1 = Γ−1
B (β)ΓA(α)q.

Равенство (2.23) доказано.
Учитывая соотношения (2.19), (2.30), (2.34) и равенство p2 = ΓB(β)q, имеем

ΓB(β)Γ−1
A (α)q = ΓB(β)Γ−1

A (α)Γ−1
B (β)p2 = ΓB(β)Γ−1

B (β)Γ−1
A (α)p2 = Γ−1

A (α)p2 = Γ−1
A (α)ΓB(β)q.

Равенство (2.24) доказано.
Покажем справедливость равенств (2.25), (2.26). Заметим, что D(H) = D и

HH−1p = p, p ∈ E; (2.35)

H−1Hq = q, q ∈ D. (2.36)

Убедимся вначале, что
Γ−1
A (α)Hq = HΓ−1

A (α)q, q ∈ D. (2.37)

Заметим, что в силу включений (2.27), (2.28)

Γ−1
A (α)q ∈ D, q ∈ D; (2.38)
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Γ−1
B (β)q ∈ D, q ∈ D. (2.39)

Пусть q ∈ D, q фиксирован. Используя соотношения (2.23), (2.31), (2.39), получаем

Γ−1
A (α)Hq = Γ−1

A (α)Γ−1
B (β)ΓA(α)q +

[
Γ−1
A (α)

]2
ΓB(β)q

= Γ−1
A (α)ΓA(α)Γ−1

B (β)q +
[
Γ−1
A (α)

]2
ΓB(β)q = Γ−1

B (β)q +
[
Γ−1
A (α)

]2
ΓB(β)q.

Итак,
Γ−1
A (α)Hq = Γ−1

B (β)q +
[
Γ−1
A (α)

]2
ΓB(β)q. (2.40)

Далее, используя соотношения (2.24), (2.29), имеем

HΓ−1
A (α)q = Γ−1

B (β)ΓA(α)Γ−1
A (α)q + Γ−1

A (α)ΓB(β)Γ−1
A (α)q = Γ−1

B (β)q +
[
Γ−1
A (α)

]2
ΓB(β)q.

Получили равенство
HΓ−1

A (α)q = Γ−1
B (β)q +

[
Γ−1
A (α)

]2
ΓB(β)q. (2.41)

Из соотношений (2.40), (2.41) следует равенство (2.37).
Пусть p ∈ E, p фиксирован. Тогда, в силу условия (2.20)

∃q ∈ D : p = Hq. (2.42)

Используя соотношения (2.36)–(2.38), (2.42) и равенство

q = H−1p, (2.43)

получаем

H−1Γ−1
A (α)p = H−1Γ−1

A (α)Hq = H−1HΓ−1
A (α)q = Γ−1

A (α)q = Γ−1
A (α)H−1p.

Равенство (2.25) доказано. �
Аналогично формуле (2.37) получаем равенство

Γ−1
B (β)Hq = HΓ−1

B (β)q, q ∈ D. (2.44)

Используя соотношения (2.36), (2.39), (2.42)–(2.44), получаем

H−1Γ−1
B (β)p = H−1Γ−1

B (β)Hq = H−1HΓ−1
B (β)q = Γ−1

B (β)q = Γ−1
B (β)H−1p.

Равенство (2.26) также доказано. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.2. Применяя к обеим частям уравнения (2.7) опе-
ратор Γ−1

B (β), а уравнения (2.8) оператор Γ−1
A (α) и используя соотношения (2.31), (2.32),

получаем
Γ−1
B (β)ΓA(α)x− y = Γ−1

B (β)u, (2.45)

Γ−1
A (α)ΓB(β)x+ y = Γ−1

A (α)v. (2.46)

Суммируя соотношения (2.45), (2.46), имеем Hx = Γ−1
B (β)u + Γ−1

A (α)v, следовательно, в
силу условия (2.20)

x = H−1
(
Γ−1
B (β)u+ Γ−1

A (α)v
)
. (2.47)
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Применяя к обеим частям уравнения (2.7) оператор Γ−1
A (α), а уравнения (2.8) оператор

Γ−1
B (β), получаем

x− Γ−1
A (α)ΓB(β)y = Γ−1

A (α)u, (2.48)

x+ Γ−1
B (β)ΓA(α)y = Γ−1

B (β)v. (2.49)

Вычитая из соотношения (2.49) соотношение (2.48), имеем Hy = Γ−1
B (β)v − Γ−1

A (α)u, сле-
довательно,

y = H−1
(
−Γ−1

A (α)u+ Γ−1
B (β)v

)
. (2.50)

В силу равенства D(H) = D элементы x, y, определяемые соответственно формулами
(2.47), (2.50), принадлежат множеству D, т. е. (x, y) ∈ D(Z). Решение (2.47), (2.50) найде-
но на основе систем уравнений (2.45), (2.46); (2.48), (2.49), полученных из системы уравне-
ний (2.7), (2.8) применением к её уравнениям ограниченных линейных операторов Γ−1

A (α),

Γ−1
B (β). Поэтому необходимо проверить, не является ли это решение посторонним для ис-

ходной системы уравнений (2.7), (2.8). Проведем такую проверку подстановкой элементов
(2.47), (2.50) в уравнения (2.7), (2.8). Учитывая соотношения (2.23)–(2.26), (2.29), (2.30),
а также включения H−1u, H−1v ∈ D, получаем

ΓA(α)x = ΓA(α)H−1Γ−1
B (β)u+ ΓA(α)H−1Γ−1

A (α)v

= ΓA(α)Γ−1
B (β)H−1u+ ΓA(α)Γ−1

A (α)H−1v = Γ−1
B (β)ΓA(α)H−1u+H−1v; (2.51)

ΓB(β)y = −ΓB(β)H−1Γ−1
A (α)u+ ΓB(β)H−1Γ−1

B (β)v

= −ΓB(β)Γ−1
A (α)H−1u+ ΓB(β)Γ−1

B (β)H−1v = −Γ−1
A (α)ΓB(β)H−1u+H−1v. (2.52)

В силу (2.35), (2.51), (2.52)

ΓA(α)x− ΓB(β)y = HH−1u = u. (2.53)

Далее,

ΓB(β)x = ΓB(β)H−1Γ−1
B (β)u+ ΓB(β)H−1Γ−1

A (α)v

= ΓB(β)Γ−1
B (β)H−1u+ ΓB(β)Γ−1

A (α)H−1v = H−1u+ Γ−1
A (α)ΓB(β)H−1v; (2.54)

ΓA(α)y = −ΓA(α)H−1Γ−1
A (α)u+ ΓA(α)H−1Γ−1

B (β)v

= −ΓA(α)Γ−1
A (α)H−1u+ ΓA(α)Γ−1

B (β)H−1v = −H−1u+ Γ−1
B (β)ΓA(α)H−1v. (2.55)

В силу (2.35), (2.54), (2.55)

ΓB(β)x+ ΓA(α)y = HH−1v = v. (2.56)

В силу (2.53), (2.56) элементы (2.47), (2.50) удовлетворяют уравнениям (2.7), (2.8). Показа-
но, что система уравнений (2.7), (2.8) при каждом (u, v) ∈ E2

C имеет единственное решение
(x, y) ∈ D(Z), определяемое формулами (2.47), (2.50). Это означает, что R (ΓZ(λ)) = E2

C и
существует Γ−1

Z (λ) : E2
C → D(Z). Учитывая равенство Γ−1

Z (λ) (u, v) = (x, y) , соотношения
(2.1), (2.47), (2.50), получаем

Γ−1
Z (λ) =

(
H−1Γ−1

B (β),−H−1Γ−1
A (α)

)
. (2.57)

В силу условий (2.18), (2.20) каждый из операторов H−1Γ−1
B (β), −H−1Γ−1

A (α) принадле-
жит алгебре L(E) как произведение двух операторов из L(E). Значит, Γ−1

Z (λ) ∈ LOC
C (E2

C).



196 В.И. Фомин

Следовательно, λ ∈ ρ(Z), и в силу (2.4), (2.57) справедлива формула (2.21). Включение
(2.22) следует из равенств (2.19), (2.25), (2.26). �

В силу соотношений (2.25), (2.26) формулу (2.21) и решение (2.47), (2.50) можно запи-
сать в виде

RZ(λ) =
(
Γ−1
B (β)H−1,−Γ−1

A (α)H−1
)
,

x = Γ−1
B (β)H−1u+ Γ−1

A (α)H−1v,

y = −Γ−1
A (α)H−1u+ Γ−1

B (β)H−1v.

В заключение отметим, что первое резольвентное тождество (тождество Гильберта)

RZ(λ)−RZ(µ) = (λ− µ)RZ(λ)RZ(µ), λ, µ ∈ ρ(Z);

и второе резольвентное тождество

RZ2(λ)−RZ1(λ) = RZ2(λ) (Z1 − Z2)RZ1(λ), λ ∈ ρ (Z1) ∩ ρ (Z2) ;

для комплексных операторов доказываются аналогично случаю действительных операто-
ров (см., соответственно, [10, с. 293], [11, с. 140]).
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С глубоким прискорбием извещаем о том, что ушел из жизни

Геррит ван Дейк

14.08.1939–16.04.2022

Известный голландский математик, автор важных результатов в гармоническом
анализе и теории представлений групп Ли, профессор Лейденского университета.
Герит ван Дейк много занимался академической деятельностью, был блестящим лек-
тором, руководил исследованиями аспирантов, четырнадцать его учеников защитили
диссертации PhD. Ему удавалось успешно совмещать научную и академическую дея-
тельность с административной работой. Он был научным руководителем Лейденско-
го математического института, деканом факультета естественных наук Лейденского
университета, руководителем Института передовых компьютерных наук, руководи-
телем Исследовательского Института имени Томаса Стилтьеса, ученым секретарем
Королевского голландского общества наук, одним из основателей Лоренцовского цен-
тра в Лейдене и Европейской ассоциации деканов. Герит ван Дейк в течение многих
лет сотрудничал с российскими математиками, наиболее плодотворно с Владимиром
Федоровичем Молчановым. Герит ван Дейк участвовал в математических конферен-
циях, проводимых в Тамбовском государственном университете имени Г. Р. Держа-
вина, был редактором, автором статей, рецензентом, членом редакционной коллегии
журнала «Вестник российских университетов. Математика».

Выражаем соболезнования родным и близким Герит ван Дейка, его коллегам и
знакомым, всем кому будет очень не хватать этого замечательного человека, ученого,
педагога. . .

Редакция журнала
«Вестник российских университетов. Математика»
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Памяти профессора математики
Геррита ван Дейка (Gerrit van Dijk)

Настоящая статья своим появлением обязана недавнему печальному событию — уходу
из жизни замечательного голландского математика Геррита ван Дейка (14 августа 1939 –
16 апреля 2022).

Он родился в городе Кампене, учился в Утрехтском университете, защитил там диссер-
тацию «Сферические функции на p -адической группе PGL(2) », стажировался в течение
года в Принстоне (США) под руководством выдающегося математика Хариш–Чандры.
Личность последнего и его фундаментальные результаты в области гармонического ана-
лиза и теории представлений групп Ли оказали определяющее влияние на ван Дейка и на
его дальнешую работу в математике. Затем ван Дейк вернулся в Нидерланды, сначала в
Утрехт, затем в 1972 – и окончательно – в Лейден (Лейденский университет).

Здесь он вел энергичную научную и административную работу. Он был назначен
лектором и затем (1980) получил должность профессора. Он был деканом факультета
(the Faculty of Science), директором Лейденского математического института, директо-
ром Лейденского института передовых исследований в информатике (Institute of Advanced
Computer Science). Более десяти лет ван Дейк руководил исследовательским математиче-
ским институтом – институтом имени Томаса Стильтьеса. Он был одним из основателей
Лоренцовского центра в Лейдене и его первым директором. За его большой вклад в мате-
матику, научную и общественную деятельность он был удостоин королевой Нидерландов
звания Офицера ордена Оранских–Нассау (2004).

Впервые я встретился с Герритом ван Дейком в 1990 на конференции в Геттингене
(Германия). Он сразу расположил к себе своей дружелюбной и притягательной манерой
общения. У нас нашлись общие интересы в математике. Я часто стал ездить в Лейден
(примерно на месяц или на два в год), а он – в Тамбов, а также мы встречались на раз-
личных конференциях – как в России (в Тамбове, Москве), так и за рубежом (в Голландии,
Германии). Он с удовольствием принял наше предложение войти в редколлегию нашего
журнала «Вестник российских университетов. Математика». Несколько его работ были
опубликованы в этом журнале.

В результате нашего общения с ван Дейком появилось несколько совместных работ по
гармоническому анализу на псевдоримановых симметрических пространствах и по кван-
тованию в духе Березина на таких пространствах. В них были решены важные и суще-
ственные задачи. Вот список основных публикаций:

a) The Berezin form on rank one para-Hermitian symmetric spaces // Journal Math. Pures
Appl., 1998, vol. 77, No. 8, 747–799;

b) Tensor products of maximal degenerate series representations of the group SL(n,R) //
Journal Math. Pures Appl., 1999, vol. 78, No. 1, 99–119;

c) Berezin forms on line bundles over complex hyperbolic spaces // Integral Equations and
Operator Theory, 2003, vol. 45, 177–230.

Конечно, наше общение с ван Дейком не ограничивалось математикой. Оно включало
велосипедные прогулки по Голландии, купание в море около Лейдена, пешеходные про-
гулки по лесам около Тамбова, экскурсии в Ивановку и пр.
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В университете и в других организациях (институтах) ван Дейк создавал вокруг себя
прекрасную благожелательную атмосферу, способствовавшую как индивидуальной науч-
ной работе, так и научному общению сотрудников. Я помню, как Миша Певзнер как-то мне
сказал, что два года, проведенные им в должности постдока в Лейденском университете,
были лучшим временем в его жизни (сейчас Михаил Леонидович Певзнер профессорству-
ет в университете Реймса, Франция).

Г. ван Дейк с большим уважением от-
носился к русским математикам, он вы-
соко ставил уровень нашего тогдашнего
математического образования. Помню,
как-то он отозвался об одном из претен-
дентов на работу в Лейденском универ-
ситете в следующих словах: «Он окон-
чил Московский университет и мне это-
го достаточно!». Часто бывая в нашем
университете, он заметил и затем взял
к себе в аспирантуру нашего студен-
та Юрия Алексеевича Шаршова. По-
том они опубликовали несколько сов-
местных работ. Свою диссертацию Юра
защитил успешно.

Г. ван Дейк (справа), В. Ф. Молчанов (слева)
после защиты диссертации Ю.А. Шаршовым

Во времена ван Дейка русская диаспора в Лейденском университете была достаточно
многочисленной. Я всегда мог попросить наших ребят о помощи в разных ситуациях.
С удовольствием вспоминаю дикий футбол на зеленых лужайках рядом с математическим
институтом (точно так же, как это бывало около Московского университета).

Я благодарен судьбе, подарившей мне радость дружбы (научной и человеческой) с
таким прекрасным математиком, каким был Геррит ван Дейк.

В.Ф. Молчанов

профессор кафедры функционального анализа
Тамбовского государственного университета имени Г.Р.Державина
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