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О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ СИСТЕМ
НЕЯВНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

c⃝ В.С. Трещев

Предлагаются условия разрешимости задачи Коши для системы дифференциальных
уравнений неявного вида. Используются результаты о векторно накрывающих отобра-
жениях, полученные Е.С. Жуковским.
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Идея приложения утверждений о накрывающих отображениях к исследованию неявных
дифференциальных уравнений предложена в [1] и развита в ряде работ (см. [2]–[5]). В цити-
руемых работах рассматривались вопросы существования и продолжаемости решений задачи
Коши, их непрерывной зависимости от параметров. В работах [6]–[8] были начаты исследо-
вания векторно накрывающих отображений в произведениях метрических пространств, полу-
ченные результаты применялись к краевым задачам и задачам управления. В [10] получена
теорема о возмущениях векторно накрывающих отображений в произведениях метрических
пространств, наделенных векторной метрикой. Эти результаты позволяют более эффективно
исследовать различные системы, в том числе, системы неявных дифференциальных уравне-
ний. Здесь методами, основанными на утверждениях о векторно накрывающих отображениях
пространств с векторной метрикой, доказывается теорема о разрешимости задачи Коши для
системы неявных дифференциальных уравнений. Полученное утверждение уточняет резуль-
тат [6].

Используются следующие обозначения: Im — матрица размерности m×m, все компо-
ненты которой равны 1, Im — единичная m×m, матрица, Rn — n -мерное веществен-
ное пространство, Rn

+ — конус векторов с неотрицательными компонентами пространства
Rn, cl(Rn) — совокупность непустых замкнутых подмножеств пространства Rn; L∞([a, b],R)
— банахово пространство измеримых существенно ограниченных функций x : [a, b]→ R с
нормой ||x||L∞([a,b],R) = vrai supt∈[a,b] |x(t)|; AC∞([a, b],R) — банахово пространство абсолют-
но непрерывных функций, имеющих почти всюду производную ẋ ∈ L∞([a, b],R), с нормой
||x||AC∞([a,b],R)= ||ẋ||L∞([a,b],R)+ |x(a)|.

Пусть заданы метрические пространства Xi
.
= (Xi, ρXi), Yj

.
= (Yj , ρYj ), i=1, n, j =1,m.

Определим произведение этих пространств

X =
n∏

i=1

Xi, Y =
m∏
j=1

Yj

и зададим в них векторные метрики, полагая для x=(x1, . . . , xn)∈X, u=(u1, . . . , un)∈X и
y=(y1, . . . , ym)∈Y , ω=(ω1, . . . , ωm)∈Y

ρX(x, u) =
(
ρX1(x1, u1), . . . , ρXn(xn, un)

)
, ρY (y, ω) =

(
ρY1(y1, ω1), . . . , ρYm(ym, ωm)

)
.

Обозначим BXi(ui, di)
.
= {xi ∈Xi :ρXi(ui, xi)≤di} — замкнутый шар в пространстве Xi с цен-

тром в точке ui ∈Xi радиуса di ≥ 0. Аналогично, обозначим BYj (ωj , rj) замкнутый шар в
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пространстве (Yj , ρYj ). Определим произведения этих шаров

BY (ω, r)
.
=

m∏
j=1

BYj (ωj , rj) = {y ∈ Y , ρY (y, ω) ≤ r}, где r = (r1, . . . , rm) ∈ Rm
+ ,

BX(u, d)
.
=

n∏
i=1

BXi(ui, di), где d = (d1, . . . , dn) ∈ Rn
+.

Определение свойства накрывания отображений, действующих из X в Y предложено в
[10]. Приведем определение несколько более общего понятия, предложенного Е. С. Жуковским.

Пусть, задано множество W ⊂ Y , n×m матрица A с неотрицательными компонентами
aij , i=1, n, j=1,m. По заданным u0 ∈X, R∈Rm

+ определим множество

B(u0, R)
.
= {(u, r) ∈ BX(u0, R)× Rm

+ : Ar + ρX(u, u0) ≤ R}. (1)

О п р е д е л е н и е 1. Отображение F :X→Y называем векторно условно A -накрыва-
ющим множество W на совокупности B(u0, R) если

∀u∈BX(u0, R) ∀y ∈W ∩F (X) AρY (y, F (u))+ ρX(u, u0)≤R ⇒
∃x∈X F (x)= y, ρX(x, u)≤AρY (y, F (u)).

Далее будем рассматривать пространства Rn, L∞([a, b],Rn), AC∞([a, b],Rn) как произ-
ведения соответствующих метрических пространств, т. е. определим в этих пространствах
векторные метрики равенствами

ρRn(d, γ)
.
=
(
|d1− γ1|, . . . , |dn− γn|

)
∀d, γ ∈Rn,

ρL∞([a,b],Rn)(y, w)
.
=
(
||y1−w1||L∞([a,b],R), . . . , ||yn−wn||L∞([a,b],R)

)
∀ y, w∈L∞([a, b],Rn),

ρAC∞([a,b],Rn)(x, v)
.
=
(
||x1− v1||AC∞([a,b],R), . . . , ||xn− vn||AC∞([a,b],R)

)
∀ x, v ∈AC∞([a, b],Rn).

Пусть заданы функция y ∈L∞([a, b],Rm), вектор γ ∈Rn и определена удовлетворяющая
условиям Каратеодори (т. е. измеримая по первому и непрерывная по совокупности остальных
аргументов) функция f =(f1, . . . , fm) : [a, b]×Rn ×Rn →Rm. Пусть при любом r ∈Rm

+ суще-
ствует такая функция ηr ∈L∞([a, b],R), что при почти всех t∈ [a, b] и любых x, ω∈BRn(0, r)
выполнено неравенство |f(t, x, ω)| ≤ ηr(t). Рассмотрим при t ∈ [a, b] систему обыкновенных
дифференциальных уравнений вида

f1
(
t, x1(t), . . . , xn(t), ẋ1(t), . . . , ẋn(t)

)
= y1(t),

f2
(
t, x1(t), . . . , xn(t), ẋ1(t), . . . , ẋn(t)

)
= y2(t),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,
fm

(
t, x1(t), . . . , xn(t), ẋ1(t), . . . , ẋn(t)

)
= ym(t),

(2)

с начальными условиями

x1(a) = γ1, x2(a) = γ2, . . . , xn(a) = γn. (3)

Пусть c∈ (a, b]. Решением задачи (2), (3), определенным на [a, c], будем называть функцию
xc ∈AC∞([a, c],Rn), удовлетворяющую уравнениям системы (2) при почти всех t ∈ [a, c] и
начальным условиям (3).

Пусть заданы u0 ∈L∞([a, b],Rn), R∈Rn
+. Определим при каждом t∈ [a, b] совокупность

B
(
u0(t), R

)
⊂Rn×Rm

+ равенством (1), где X =Rn, т. е.

B
(
u0(t), R

) .
= {

(
u, r

)
∈ BRn(u0(t), R)× Rm

+ : Ar + ρRn

(
u, u0(t)

)
≤ R}.
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Заметим, что отображение t∈ [a, b] 7→B
(
u0(t), R

)
∈ cl

(
Rn ×Rm

+

)
измеримо. Определим абсо-

лютно непрерывную функцию x0 : [a, b]→Rn с компонентами x0i (t) = γi +
∫ t
a u

0
i (s) ds и для

некоторого σ> 0 положим D(t)=BRn

(
x0(t), σ1

)
, 1= (1, . . . , 1)∈Rn, t∈ [a, b].

Пусть задано d∈Rm
+ . Определим при почти всех t∈ [a, b], любом x∈D(t) множество

W (t, x)
.
= BRm

(
f(t, x, u0(t)), d

)
.

Т е о р е м а 1. Пусть для некоторых матриц An×m и Bm×n с неотрицательными ком-
понентами при почти всех t∈ [a, b], любых ω ∈BRn

(
u0(t), R

)
, x∈D(t) выполнены условия:

отображение f(t, x, ·) :Rn→Rm векторно условно A -накрывающее множество W (t, x)
на совокупности B

(
u0(t), R

)
;

отображение f(t, ·, ω) :D(t)→Rm B -липшицево;

имеет место включение y(t)∈ f
(
t, x,BRn

(
u0(t), R

))
.

Далее, пусть существует такое ε> 0, что имеют место неравенства

r(y)
.
= (Im + εIm)ρL∞([a,b],Rm)(y

0, y) ≤ d, Ar(y) ≤ R, где y0(t) = f
(
t, x0(t), u0(t)

)
.

Тогда для некоторого значения c ∈ (a, b] существует определенное на [a, c] решение
xc ∈AC∞([a, c],Rn) задачи (1),(2), удовлетворяющее оценке

ρL∞([a,a+δ],Rn)(ẋc, Pc u
0) ≤ A(Im + εIm)ρL∞([a,c],Rm)(Pc y

0, Pc y),

здесь символом Pc обозначена операция сужения на [a, c] соответствующих функций.
Это утверждение уточняет результаты о разрешимости задачи Коши для неявных диффе-

ренциальных уравнений цитируемых выше работ.
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ABOUT THE CAUCHY PROBLEM FOR A SYSTEM
OF IMPLICIT DIFFERENTIAL EQUATIONS

c⃝ V. S. Treshchev

Conditions of solvability of the Cauchy problem for a system of implicit differential equations
are offered. The results about vector covering mappings due to E.S. Zhukovsky are used.
Key words: system of differential equations; the Cauchy problem; vector covering mappings;
metric spaces.
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