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Получено утверждение о функционально-дифференциальном неравенстве, аналогич-
ное известной теореме Чаплыгина. Результат может использоваться для нахождения
оценок решений конкретных функционально-дифференциальных уравнений.
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На основании утверждений о неподвижных точках монотонных операторов в нормирован-
ных пространствах (см. §33, §38 [1]) получены условия существования решения задачи Коши
и найдены оценки решений.

Будем обозначать: L = L([0, T ],R) — банахово пространство суммируемых функций

y : [0, T ]→R, ∥y∥L=
t∫
0

|y(t)|dt; AC=AC([0, T ],Rn) — банахово пространство абсолютно непре-

рывных функций x : [0, T ]→R, производная которых ẋ∈L, с нормой ∥x∥AC = |x(0)|+ ∥ẋ∥L;
C=C([0, T ],R) — банахово пространство непрерывных функций x : [0, T ]→R, ∥x∥C= max

t∈[0,T ]
|x(t)|.

Пусть заданы: линейный вольтерров оператор L :AC([0, T ],R)→L([0, T ],R), произвольный
(вообще говоря, нелинейный) вольтерров оператор F :AC([0, T ],R)→L([0, T ],R) и α∈R. Для
функционально-дифференциального уравнения

Lx = Fx (1)

рассмотрим задачу Коши с начальным условием

x(0) = α. (2)

Выберем произвольную функцию f ∈L([0, T ],R) и рассмотрим также задачу Коши для
соответствующего линейного уравнения

Lx = f, x(0) = α. (3)

При естественных предположениях (а именно, в случае вольтерровой обратимости главной
части оператора L , подробнее (см. [2], c.35) задача (3) имеет единственное решение, и это
решение представимо в виде

x(t) = αX(t) +

t∫
0

C(t, s) f(s) ds, (4)
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где X(·)∈AC([0, T ],R) — фундаментальное решение однородного уравнения Lx=0, C(t, s) —

функция Коши, а выражение
t∫
0

C(t, s) f(s) ds называют оператором Коши. Такая запись ли-

нейного ограниченного оператора Коши

f ∈ L([0, T ],R) 7→
(·)∫
0

C(·, s) f(s) ds ∈ AC([0, T ],R)

является следствием интегрального представления любого линейного ограниченного операто-
ра L([0, T ],R)→AC([0, T ],R) (см. [3], c. 302–305). Согласно этому представлению функция Ко-
ши C(t, s) измерима (по плоской мере) и существенно ограничена. Вследствие вольтерровости
интегрального оператора Коши выполнено C(t, s)=0 при s>t (см., например, [4], теорема 3),
что позволяет этот оператор записывать как интеграл на множестве [0, t], а не на всем отрез-
ке [0, T ]. Свойства функции Коши конкретных линейных функционально-дифференциальных
уравнений изучены в [5].

Определим в пространстве C=C([0, T ],R) конус C+ неотрицательных функций и зададим
упорядоченность, полагая для любых x, u∈C выполненным неравенство x≥u, если x−u∈
∈ C+, то есть, если x(t)−u(t)≥0 при всех t∈ [0, T ]. Аналогично, определим в L=L([0, T ],R)
и AC =AC([0, T ],R) конусы L+ и AC+ неотрицательных функций и порядок

∀y, z ∈ L y ≥ z ⇔ y − z ∈ L+, ∀y, z ∈ AC y ≥ z ⇔ y − z ∈ AC+.

Отметим, что в пространстве L конус L+ является сильно миниэдральным, то есть каждое
ограниченное сверху (снизу) по норме множество обладает точной верхней (нижней) границей,
и вполне правильным, то есть любая монотонная ограниченная по норме последовательность
сходится (см.[1], с. 256, 257). Конусы C+ ⊂ C, AC+ ⊂AC, перечисленными свойствами не
обладают.

Сформулируем основной результат работы.
Т е о р е м а. Пусть для функции Коши линейного уравнения (3) при 0≤ s≤ t≤ T вы-

полнено неравенство C(t, s)≥ 0. Пусть вольтерров оператор F :AC([0, T ],R)→L([0, T ],R)
является монотонным. Тогда, если для некоторой абсолютно непрерывной функции u0 спра-
ведливы неравенства

u̇0 ≥ Fu0, u0(0) ≥ α,

то существует глобальное или предельно продолженное решение x̃ задачи Коши (1), (2),
удовлетворяющее на своей области определения неравенству

˙̃x(t) ≤ u̇(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Задача (1), (2) равносильна уравнению

ẋ = F
(
αX +

(·)∫
0

C(·, s) ẋ(s) ds
)
.

Обозначим ẋ= z, получим уравнение

z = F
(
αX +

(·)∫
0

C(·, s) z(s) ds
)

(5)
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в пространстве L=L([0, T ],R). Определим отображение

Ψ : L([0, T ],R) → L([0, T ],R), Ψz = F
(
αX +

(·)∫
0

C(·, s) z(s) ds
)
.

Заметим, что являясь композицией вольтерровых отображений, оператор Ψ вольтерров.
Покажем, что уравнение (5) имеет локальное решение.
Для произвольного τ ∈ (0, T ) определим отображения:

Πτ .=Πτ
L([0,T ],R) :L([0, τ ],R)→L([0, T ],R),

(Πτzτ )(t)=

{
zτ (t), если t∈ [0, τ ],
0, если t∈ (τ, T ],

∀zτ ∈L([0, τ ],R);

P τ .
= P τ

L([0,T ],R) : L([0, T ],R) → L([0, τ ],R), (P τz)(t) = z(t), t ∈ [0, τ ], z ∈ L([0, T ],R).
Определим функции x0(t)=αX(t)− 1, v0(t)= (Fx0)(t), w0(t)=min{v0(t), u̇0(t)}, t∈ [0, t].

Найдем τ > 0 так, чтобы
t∫
0

C(t, s)w0(s) ds≥−1 при t∈ [0, τ ]. Это возможно, так как вслед-

ствие ограниченности функции Коши функция
t∫
0

C(t, s)w0(s) ds непрерывна по t и

0∫
0

C(0, s)w0(s) ds=0. Тогда на отрезке [0, τ ] выполнено

w0(t) ≤ (Fx0)(t) =
(
F (αX(·)− 1)

)
(t) ≤ F

(
αX(·) +

(·)∫
0

C(·, s)w0(s) ds
)
(t).

При t∈ [0, τ ] уравнение (5) запишем в виде операторного уравнения

zτ = P τΨΠτzτ . (6)

Для функций w0τ =P τw0 и u̇0τ =P τ u̇0 выполнены неравенства

w0τ ≤ u̇0τ , w0τ ≤ P τΨΠτw0τ , u̇0τ ≥ P τΨΠτ u̇0τ .

Таким образом, монотонный оператор P τΨΠτ : L([0, τ ],R)→ L([0, τ ],R) отображает в себя
ограниченное по конусу множество [w0τ , u̇0τ ] = {z : w0τ ≤ z≤ u̇0τ}. Так как конус L+ ⊂L яв-
ляется вполне правильным, то монотонный оператор P τΨΠτ обладает свойством предельной
монотонной компактности (см. [1], с. 307, 308), и согласно теореме 38.2 из [1] существует реше-
ние z̃τ ∈L([0, τ ],R) уравнения (6), удовлетворяющее неравенствам

w0τ ≤ z̃τ ≤ u̇0τ .

Это значит, что существует локальное решение x̃τ задачи (1), (2), для которого при п.в
t∈ [0, τ ] выполнено ˙̃xτ (t)≤ u̇0(t).

Теперь докажем, что любое локальное решение x̃ν : [0, ν]→R, удовлетворяющее неравен-
ству ˙̃x(t)≤ u̇(t), t∈ [0, ν], можно продолжить на некоторый больший отрезок.

Определим z̃ν = ˙̃xν , эта функция является локальным решением уравнения (5). Определим
функции

x̃0(t)=


αX(t)+

t∫
0

C(t, s)z̃ν(s)ds, t∈ [0, ν],

αX(t)+
ν∫
0

C(t, s)z̃ν(s)ds− 1, t∈ (ν, T ],

1331



ISSN 1810-0198 Вестник ТГУ, т. 22, вып. 6, 2017

ṽ0(t) = (Fx̃0)(t), t ∈ [0, T ].

Имеем ṽ0(t)= z̃ν(t) на [0, ν]. Далее определим функции

ϑ(t) =

{
z̃ν(t), t∈ [0, ν],
˙̃u0(t), t∈ (ν, T ],

w̃0(t) = min{ṽ0(t), ϑ(t)}, t ∈ [0, T ].

Найдем ∆ 0 > 0 так, чтобы
t∫
ν
C(t, s)w̃0(s)ds≥−1 при t∈ [ν, ν +∆ 0] . Это возможно, так

как функция
t∫
ν
C(t, s)w̃0(s)ds непрерывна но t и

ν∫
ν
C(t, s)w̃0(s) = 0. Тогда на отрезке [0, ν]

выполнено w̃0(t)= z̃ν(t), а на (ν, ν+∆ 0] имеем

w̃0(t)≤ ṽ0(t)= (Fx̃0)(t)=F
(
αX(·)+

ν∫
0

C(·, s)z̃ν(s)ds− 1
)
(t)≤

≤F
(
αX(·)+

ν∫
0

C(·, s)z̃ν(s)ds+
t∫

ν

C(·, s)w̃0(s)ds
)
(t)=F

(
αX(·)+

t∫
0

C(·, s)w̃0(s)ds
)
(t).

Определим

x̃0(t)=


αX(t)+

t∫
0

C(t, s)z̃ν(s)ds, t∈ [0, ν],

αX(t)+
ν∫
0

C(t, s)z̃ν(s)ds+1, t∈ (ν, T ].

Для этой функции справедливо неравенство x̃0(t)≥ x̃0(t) при всех t∈ [0, T ]. Положим ṽ0(t)=
=
(
Fx̃0

)
(t), t∈ [0, T ]. Очевидно, ṽ0(t) = z̃ν(t) на [0, ν], и ṽ0(t)≥ ṽ0(t) на всем отрезке [0, T ].

Далее, определим функцию w̃0(t)=max{ṽ0(t), ϑ(t)}, t∈ [0, T ]. Имеем w̃0(t)≥ w̃0(t), t∈ [0, T ].

Так как функция
t∫
ν
C(t, s)w̃0(s)ds непрерывна t и

ν∫
ν
C(t, s)w̃0(s)ds= 0, то существует

∆ 0 > 0, для которого
t∫
ν
C(t, s)w̃0(s)ds≤ 1 при всех t ∈ [ν, ν +∆ 0]. Тогда на отрезке [0, ν]

выполнено w̃0(t)= z̃ν(t), а не интервале [ν, ν+∆ 0] справедливы соотношения

w̃0(t)≥ ṽ0(t)= (Fx̃0)(t)=F
(
αX(·)+

ν∫
0

C(·, s)z̃ν(s)ds+1
)
(t)≥

≥F
(
αX(·)+

ν∫
0

C(·, s)z̃ν(s)ds+
t∫

ν

C(·, s)w̃0(s)ds
)
(t)=F

(
αX(·)+

t∫
0

C(·, s)w̃0(s)ds
)
(t).

Пусть ∆=min{∆0,∆
0}. При п.в t∈ [0, ν+∆] выполнены неравенства

w̃(t) ≤ (Ψw̃0)(t), w̃0(t) ≥ (Ψw0)(t), w̃0(t) ≤ w̃0(t).

Таким образом монотонный оператор P ν+∆ΨΠν+∆ :L([0, ν +∆],R)→L([0, ν +∆],R) отобра-
жает в себя ограниченное по конусу множество

[w̃0 ν+∆, w̃0 ν+∆] = {z ∈ L([0, ν +∆],R) : w̃0 ν+∆ ≤ z ≤ w̃0
ν+∆}.
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Согласно теореме 38.2 из [1] существует решение z̃ν+∆ ∈ L([0, ν +∆],R) уравнения z̃ν+∆ =
= P ν+∆ΨΠν+∆zν+∆, удовлетворяющее неравенствам w̃0(t)≤ z̃ν+∆(t)≤ w̃0(t), t∈+[0, ν +∆].
Так как w̃0(t)= w̃

0(t)= z̃ν(t), t∈ [0, ν], то z̃ν+∆(t)= z̃ν(t), t∈ [0, ν], то есть z̃ν+∆ это продол-
жение решения z̃ν .

Итак, показано, что произвольное локальное решение x̃ν задачи (1), (2) продолжаемо на
некоторый больший отрезок [0, ν+∆], причем существует продолжение xν+∆ этого решения,
производная которого удовлетворяет оценке

ẋν+∆(t),≤ u̇(t), t ∈ [0, ν +∆].

Определим на множестве Ξ всех локальных решений xν задачи (1), (2), удовлетворяющих
неравенству ẋν(t)≤u(t), t∈ [0, ν], порядок

xν ≤ xη ⇔ ν ≤ η, ∀t ∈ [0, ν] xν(t) = xη(t).

Относительно этого порядка согласно теореме Хаусдорфа существует максимальная цепь
S ⊂ Ξ, содержащая произвольное заданное локальное решение xν . Каждому xη ∈ S сопо-
ставим число η ∈ [0, T ] и найдем η̄ = sup{η : xη ∈ S}. Определим функцию x̃η̄ : [0, η̄)→ R,
xη̄(t) = xη(t), где η= t+η̄

2 . С увеличением η ∈ (0, η̄) значение ∥xη∥AC([0,η],R) не убывает. Ес-
ли lim

η→η̄−0
∥xη∥AC([0,η],R)=∞ то x̃η̄ — предельно продолженное решение.

Пусть lim
η→η̄−0

∥xη∥AC([0,η],R)= r0<∞, т.e. выполнено |xη(0)|+
η∫
0

|ẋη(s)|ds→ r0 при η→ η̄−0.

Тогда |x̃η̄(0)|+
η̄∫
0

| ˙̃xη̄(s)|ds= r0, таким образом функцию x̃η̄ можно доопределить в одной точ-

ке t= η̄, и мы получим локальное решение, определенное на отрезке [0, η̄]. В случае η̄ < T
это локальное решение, согласно доказанному выше, можно продолжить на больший отре-
зок [0, η̄+∆], что противоречит определению числа η̄. Таким образом, η̄=T, т.e. получено
глобальное решение.

Теорема доказана.
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