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Рассмотрены обобщенные (q1, q2) -квазиметрические пространства. Для сжимающих
отображений в этих пространствах получены достаточные условия существования
неподвижных точек.
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В работе [1] исследовались (q1, q2) -квазиметрические пространства и были получены до-
статочные условия существования неподвижной точки у сжимающего отображения. В работе
[2] был рассмотрен этот вопрос для обобщенных метрических пространств. В этой работе мы
введем обобщенные (q1, q2) -квазиметрические пространства и получим достаточные условия
для существования неподвижной точки сжимающего отображения.

Пусть заданы положительные числа q1 , q2 и множество X . Сформулируем определение
обобщенных (q1, q2) -квазиметрических пространств.

О п р е д е л е н и е 1. Функция ρ :X ×X→R+ ∪ {∞} называется обобщенной (q1, q2) -
квазиметрикой, если

1. ρ(x, y)= 0 ⇐⇒ x= y;

2. ρ(x, z)≤ q1ρ(x, y)+ q2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈X.

Здесь предполагается, что символ ∞ удовлетворяет следующим условиям:

1. ∀a∈R ∞>a;

2. ∀a∈R∪{∞} ∞+ a=∞;

3. 0 ·∞=0;

4. ∀a> 0 a ·∞=∞.

Пара (X, ρ) называется обобщенным (q1, q2) -квазиметрическим пространством. Если ρ(x, y)<
< ∞ ∀x, y∈X , то пара (X, ρ) называется (q1, q2) -квазиметрическим пространством, (1, 1) -
квазиметрическое пространство называется квазиметрическим пространством.

П р и м е р 1. Пусть X =R . Положим

ρ(x, y) =

{
∞, если x<y;
x− y, если x≥ y.

Очевидно, ρ(x, y) является обобщенной (1, 1) -квазиметрикой.
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Пусть (X, ρ) – обобщенное (q1, q2) -квазиметрическое пространство.
О п р е д е л е н и е 2. Последовательность xn сходится к точке x∈X , если ρ(x, xn)→0 .
О п р е д е л е н и е 3. Последовательность {xn} называется фундаментальной последо-

вательностью, если для любого ε > 0 существует N ∈N такой, что для любых m,n , для
которых n>m>N , выполняется неравенство ρ(xm, xn)<ε .

О п р е д е л е н и е 4. Пространство X называется полным, если любая фундаменталь-
ная последовательность сходится в нем.

О п р е д е л е н и е 5. Отображение Φ :X→X называется β -липщицевым, если

ρ(Φ(x),Φ(y)) ≤ βρ(x, y) ∀x, y ∈ X.

Если β < 1 , то отображение называется сжимающим.
О п р е д е л е н и е 6. Отображение Φ :X→X называется замкнутым, если из xn→x ,

Φ(xn)→ y следует, что Φ(x)= y .
Сформулируем основной результат.
Т е о р е м а 1. Пусть X полное обобщенное (q1, q2) -квазиметрическое простран-

ство, а Φ :X→X замкнутое сжимающее с константой β отображение. Тогда для любого
x∈X , для которого ρ(x,Φ(x))<∞, существует неподвижная точка x=x(x) отображения
Φ такая, что последовательность x0 :=x, xi+1 :=Φ(xi), i=0, 1, 2, ..., сходится к x .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем x∈X такой, что ρ(x,Φ(x))<∞ . Положим x0 := x,
xi+1 :=Φ(xi), i=0, 1, 2, ..., . Докажем, что последовательность {xi} является фундаменталь-
ной. Для этого повторим доказательство фундаментальности из [3]. Положим d= ρ(x0, x1) .
Так как отображение Φ является сжимающим, то ρ(xi, xi+1)≤βid . Имеем

ρ(xi, xi+j) ≤ q1ρ(xi, xi+1) + q2ρ(xi+1, xi+j) ≤

≤ q1dβ
i + q2(q1ρ(xi+1, xi+2) + q2ρ(xi+2, xi+j) ≤

≤ q1dβ
i + q1q2dβ

i+1 + q22(q1ρ(xi+2, xi+3) + q2ρ(xi+3, xi+j) ≤

≤ · · · ≤ q1dβ
i(1 + q2β + · · ·+ qj−2

2 βj−2 + qj−1
2 βj−1q−1

1 ) = q1dβ
iS(j).

Здесь S(j)= (1+ q2β+ · · ·+ qj−2
2 βj−2+ qj−1

2 βj−1q−1
1 ) .

Пусть m0=min{j ∈N : q2β
j < 1}. Имеем

ρ(xi, xi+k) ≤ q1ρ(xi, xi+m0) + q2ρ(xi+m0 , xi+k) ≤

≤ q1ρ(xi, xi+m0) + q2(q1ρ(xi+m0 , xi+2m0) + q2ρ(xi+2m0 , xi+k)) ≤

≤ q1ρ(xi, xi+m0) + q1q2ρ(xi+m0 , xi+2m0) + q22(q1ρ(xi+2m0 , xi+3m0) + q2ρ(xi+3m0 , xi+k)) ≤

≤ · · · ≤ q1ρ(xi, xi+m0)+q1q2ρ(xi+m0 , xi+2m0)+· · ·+q1qr−1
2 ρ(xi+(r−1)m0

, xi+rm0)+q
r
2ρ(xi+rm0 , xi+k) ≤

≤ q21dβ
iS(m0)(1 + q2β

m
0 + q22β

2m0 + · · ·+ qr−1
2 β(r−1)m0) + qr2q1dβ

i+rm0S(k − rm0) =

= q21dβ
i(S(m0)S(q2β

m0 , r)) + qr2β
i+rm0q1dS(k − rm0)).

Здесь S(q2β
m0 , r)= (1+ q2β

m
0 + q22β

2m0 + · · ·+ qr−1
2 β(r−1)m0) , а r –целая часть числа k/m0 .

Поскольку q2β
m0 < 1 , то

ρ(xi, xi+k) ≤ q21dβ
i(S(m0)S(q2β

m0 , r) + qr2β
rm0q−1

1 S(k − rm0)) ≤

≤ q21dβ
i(

S(m0)

1− q2βm0
+ q−1

1 S(k − rm0)).
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Поскольку 0≤ k− rm0 <m0 , то q−1
1 S(k− rm0) ограничено равномерно по всем k . Сле-

довательно, последовательность {xk} является фундаментальной. Поскольку пространство
X является полным, то существует предел x для последовательности {xk} . Кроме того,
Φ(xk)→ x . В силу замкнутости отображения Φ имеем Φ(x) = x , то есть точка x является
неподвижной. Теорема доказана.

В предположениях теоремы 1 неподвижная точка может быть не единственной. Так, на-
пример, если X = {x1, x2} , ρ(x1, x2) = ρ(x2, x1) =∞ , ρ(x1, x1) = ρ(x2, x2) = 0 , а Φ :X→X –
тождественное отображение. Тогда выполнены предположения Теоремы 1, но Φ имеет две
неподвижные точки.
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