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Предлагается метод исследования неявных сингулярных дифференциальных включе-
ний, использующий представление такого включения в виде операторного включения
в некотором пространстве измеримых функций, определяемом по типу сингулярности.
К полученному операторному включению применяются утверждения о липшицевых
возмущениях многозначных накрывающих отображений.
Статья состоит из трех параграфов. В первом параграфе приведены необходимые
обозначения, определения, сформулирована теорема [A. Arutyunov, V.A. de Oliveira,
F.L. Pereira, E. Zhukovskiy, S. Zhukovskiy // Applicable Analysis, 2015, 94, № 1] о липши-
цевых возмущениях многозначных накрывающих отображений; во втором — введены
специальные метрические пространства измеримых функций и получены достаточные
условия накрывания многозначного оператора Немыцкого в таких пространствах; в
третьем параграфе на основе перечисленных результатов получены условия разреши-
мости задачи Коши для неявного сингулярного дифференциального включения.
Ключевые слова: неявное сингулярное дифференциальное включение; задача Коши;
существование решения; накрывающее многозначное отображение; липшицево много-
значное отображение

Для исследования сингулярных дифференциальных уравнений в [1], [2] было предложено
определение пространства суммируемых функций, в котором соответствующие сингулярные
отображения обладают "хорошими" свойствами (прежде всего, непрерывности и ограничен-
ности, а при дополнительных ограничениях, еще и липшицевости или компактности), и ста-
новится возможным применять результаты функционального анализа. Использование такого
же пространства в [3] позволило рассмотреть неявное сингулярное дифференциальное урав-
нение. Соответствующее операторное уравнение исследовалось с помощью результатов [4]–[6]
о липшицевых возмущениях накрывающих отображений.

В данной статье аналогичные подходы применяются к исследованию неявного сингуляр-
ного дифференциального включения

f
(
t,
x(t)

q(t)
, x′(t)

)
∋ 0, t ∈ [a, b],

где многозначное отображение f : [a, b]×R2⇒R удовлетворяет условиям Каратеодори, а изме-
римая функция q : [a, b]→R+ обращается в 0 в точке t=a. Предложена формализация этого
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включения в виде операторного включения с накрывающим отображением в некотором, опре-
деляемом по функции q пространстве измеримых функций. Получены условия разрешимости
задачи Коши и оценки решения.

1. Накрывающие отображения метрических пространств

Приведем определения понятий, необходимых для формулировки основных результатов.
Пусть заданы метрические пространства (X, ρX), (Y, ρY ). Многозначное отображение,

ставящее в соответствие каждому x∈X некоторое непустое множество F (x)⊂Y, обозначаем
символом F :X⇒ Y. Если при любом x множество F (x) ̸= ∅ замкнуто в Y, то обозначаем
такое отображение через F :X→Cl(Y ).

Обозначим через BX(x0, r)
.
= {x∈X : ρX(x, x0)≤ r} замкнутый шар в пространстве X с

центром в точке x0 радиуса r≥0, и для произвольного множества U ⊂X определим множе-
ство BX(U, r)

.
=
∪

u∈U BX(u, r).
Сформулируем необходимые для нашего исследования определения свойств накрывания,

липшицевости и замкнутости графика многозначного отображения.
О п р е д е л е н и е 1 [7]. Пусть α> 0, W ⊂ Y. Отображение F :X⇒ Y называется

α -накрывающим множество W, если для любых r≥ 0, x0 ∈X имеет место вложение

W ∩ BY (F (x0), αr) ⊂ F (BX(x0, r));

здесь число α называют коэффициентом накрывания.
Свойство α -накрывания множества W равносильно соотношению:

∀x0 ∈ X ∀ y0 ∈ F (x0) ∀ y ∈W ∃x ∈ X F (x) ∋ y & ρX(x, x0) ≤ α−1ρY (y, y0).

О п р е д е л е н и е 2. Пусть β ≥ 0, W ⊂ Y. Отображение F :X⇒ Y будем называть
β -липшицевым относительно множества W, если

∀x0 ∈ X W ∩ F (x0) ̸= ∅ ⇒ ∀ y0 ∈W ∩ F (x0) ∀x ∈ X ∃ y ∈ F (x) ρY (y, y0) ≤ βρX(x, x0);

здесь β называют коэффициентом Липшица.
О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что график отображения F :X⇒ Y замкнут

относительно множества W ⊂ Y, если для любых xi ∈X, yi ∈ F (xi), i= 1, 2, . . . , x∈X,
y ∈W из сходимостей xi→x, yi→ y следует y ∈F (x).

Пусть задан элемент y∈Y и определено отображение Φ :X2⇒Y, являющееся по одному
аргументу накрывающим и липшицевым по другому аргументу. Рассмотрим включение

F (x)
.
= Φ(x, x) ∋ y (1)

относительно неизвестного x∈X. Сформулируем утверждение о разрешимости этого вклю-
чения, следующее из результатов работы [8].

Т е о р е м а 1. Пусть метрическое пространство X являются полным и выполнены
следующие условия: для всех x∈X отображение Φ(·, x) :X⇒Y является α -накрывающим
множество W

.
= {y}, отображение Φ(x, ·) :X⇒Y является β -липшицевым относительно

множества W ; график отображения F, определенного равенством (1), замкнут относи-
тельно W.

Тогда, если β <α, то включение (1) разрешимо и, кроме того, для произвольных x0 ∈X,
y0 ∈Φ(u0, u0) существует решение x∈X этого включения, удовлетворяющее оценке

ρX(x, x0) 6
1

α− β
ρY
(
y, y0

)
.
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2. Условия накрывания сингулярного оператора Немыцкого

Для U ⊂R обозначим |U | .=supu∈U |u|.
Пусть заданы две измеримые функции z0 : [a, b]→R, v : [a, b]→R+. Для исследования син-

гулярного дифференциального уравнения в [1], [3] было определено метрическое пространство
L∞(z0, v)

.
=L∞([a, b],R, z0, v) таких измеримых функций z : [a, b]→R, что функция t∈ [a, b] 7→

7→ z(t)−z0(t)
v(t) существенно ограничена, с метрикой

∀z1, z2 ∈ L∞(z0, v) ρL∞(z0,v)(z1, z2) = vrai sup
t∈[a,b]

|z2(t)− z1(t)|
v(t)

.

В частности, если z0(t)≡ 0 и v(t)≡ 1, то L∞(0, 1) это "стандартное" пространство суще-
ственно ограниченных функций. Отметим, что при любых z0, v метрическое пространство
L∞(z0, v) является полным. Отметим, также, что если функции z0, v суммируемы, то любая
функция из L∞(z0, v) будет суммируемой.

Для применения теоремы 1 к исследованию неявных сингулярных дифференциальных
включений нам требуются условия накрывания многозначного оператора Немыцкого, дей-
ствующего в определенных здесь пространствах измеримых функций. Сформулируем соот-
ветствующее утверждение.

Пусть задано отображение g : [a, b]×R→Cl(R), удовлетворяющее условиям Каратеодори,
т. е. измеримое по первому и непрерывное (в метрике Хаусдорфа) по второму аргументу. Пусть
заданы измеримые функции z0 : [a, b]→R, v, w : [a, b]→R+ и пусть y0 : [a, b]→R — измеримое
сечение отображения g

(
·, z0(·)

)
: [a, b]→Cl(R), т.е. y0(t) ∈ g

(
t, z0(t)

)
при п.в. t. Определим

отображение G : [a, b]×R→Cl(R) равенством

G(t, z)
.
=
g
(
t, z0(t)+v(t)z

)
− y0(t)

w(t)
. (2)

Предположим, что

∀r > 0 ∃R > 0 ∀z ∈ R |z| ≤ r ⇒ |G(t, z)| ≤ R ∀̇t ∈ [a, b]. (3)

По отображению g : [a, b]×R→Cl(R) определим оператор Немыцкого, сопоставляющий
каждой функции z ∈L∞(z0, v) множество S

[
g
(
·, z(·)

)]
всех измеримых сечений отображения

g
(
·, z(·)

)
: [a, b]→Cl(R). При выполнении условия (3) оператор Ng действует из пространства

L∞(z0, v) в пространство L∞(y0, w) и имеет замкнутый (относительно всего L∞(y0, w) ) гра-
фик.

Пусть задана функция y ∈L∞(y0, w). Определим функцию

ỹ : [a, b] → R, ỹ(t)
.
=
y(t)− y0(t)

w(t)
,

которая, очевидно является существенно ограниченной.
Т е о р е м а 2. Пусть существует такое α> 0, что при п.в. t ∈ [a, b] отображение

G(t, ·) :R→Cl(R) является α -накрывающим множество {ỹ(t)}⊂R. Тогда оператор Немыц-
кого Ng :L∞(z0, v)→Cl

(
L∞(y0, w)

)
, Ngz=S

[
g
(
·, z(·)

)]
, будет α -накрывающим множество

{y}⊂L∞(y0, w).
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Проиллюстрируем применение приведенного утверждения на следующем примере простей-
шего однозначного оператора Немыцкого.

П р и м е р 1. Пусть
g : [0, 1]× R → R, g(t, z)

.
= |z|.

Оператор Немыцкого определяется в данном случае равенством (Ngz)(t)
.
= |z(t)|. Если поло-

жить z0(t)≡ 0, тогда y0(t)≡ 0, и для любой измеримой функции v : [0, 1]→R+ оператор Ng

действует в пространстве L∞(0, v). Задаваемая соотношением (8.) функция равна G(t, z) =
= |z|. Очевидно, функция G(t, ·) :R→R является 1 -накрывающей любое одноточечное под-
множество R+. Следовательно, для любой неотрицательной функции y ∈L∞(0, v), оператор
Ng :L∞(0, v)→L∞(0, v) является 1 -накрывающим множество {y}.

3. Задача Коши для неявного сингулярного дифференциального уравнения

Применим теоремы 1, 2 к исследованию разрешимости задачи Коши для неявного сингу-
лярного дифференциального включения.

Пусть заданы: γ ∈R, неубывающая функция q : [a, b]→R+ такая, что q(a) = 0, q(t)> 0
при t ̸= a, и отображение f : [a, b]× R2 → Cl(R), удовлетворяющее условиям Каратеодори.
Рассмотрим задачу Коши для дифференциального включения

f
(
t,
x(t)

q(t)
, x′(t)

)
∋ 0, t ∈ [a, b], x(a) = γ. (4)

Пусть заданы суммируемые функции z0 : [a, b]→R, v, w : [a, b]→R+. Положим

x0(t) = γ +

∫ t

a
z0(s) ds, t ∈ [a, b].

Пусть y0 — некоторое измеримое сечение многозначного отображения f
(
·, x0(·)

q(·) , z0(·)
)
, поло-

жим ỹ(t)
.
=−y0(t)

w(t) , t∈ [a, b]. Определим отображение F : [a, b]×R2→Cl(R) равенством

F (t, x, z)
.
=

1

w(t)

(
f
(
t,

x

q(t)
, z0(t) + v(t)z

)
− y0(t)

)
.

Будем предполагать выполнение следующего условия

∀r > 0 ∃R > 0 ∀x, z ∈ R |x| ≤ r |z| ≤ r ⇒ |F (t, x, z)| ≤ R ∀̇t ∈ [a, b].

Т е о р е м а 3. Пусть для некоторых α>λ≥ 0 выполнены условия:
• для п.в. t∈ [a, b], любых x∈R отображение F (t, x, ·) :R→Cl(R) является α -накрыва-

ющим множество {ỹ(t)}⊂R ;

• функции
x0(t)

q(t)
,

1

q(t)

∫ t

a
v(s) ds, t∈ [a, b], существенно ограничены;

• для п.в. t∈ [a, b], любых z∈R отображение f(t, ·, z) :R→Cl(R) является λ -липшице-
вым относительно множества {0}⊂R ;

• имеет место неравенство β
.
=vrai sup

t∈[a,b]

λ

q(t)w(t)

∫ t

a
v(s) ds<α.

Тогда существует решение x∈AC∞(z0, [a, b],R, v) задачи (4), производная которого удо-
влетворяет оценке

ρL∞(z0,[a,b],R,v)(x
′, z0) 6

1

α− β
ρL∞(y0,[a,b],R,w)

(
0, y0

)
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о использует представление задачи Коши в виде интегрального
включения

f

(
t,

1

q(t)

(
γ +

∫ t

a
z(s)ds

)
, z(t)

)
∋ 0, (5)

которое мы формализуем как включение (1) с отображением

Φ : L∞(z0, v)× L∞(z0, v) → Cl
(
L∞(y0, w)

)
,

(
Φ(z1, z2)

)
(t)

.
= f

(
t,

1

q(t)

(
γ +

∫ t

a
z2(s)ds

)
, z1(t)

)
.

Разрешимость включения (5) доказывается на основании теоремы 1, а теорема 2 позволяет
установить свойство накрывания отображения Φ по первому аргументу.
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We propose a method of studying singular differential inclusions based on the representation
of such an inclusion in the form of an operator inclusion in some space of measurable
functions depending on the type of a given singularity. To the operator inclusion we apply
the results on Lipschitz perturbations of multi-valued covering mappings.
The article consists of three sections. In the first one we give the necessary definitions
and formulate the theorem [A. Arutyunov, V.A. de Oliveira, F.L. Pereira, E. Zhukovskiy,
S. Zhukovskiy // Applicable Analysis, 2015, 94, № 1] on the Lipschitz perturbations of
multi-valued covering mappings. In the second section we introduce special metric spaces
of integrable functions and obtain sufficient conditions of covering for the multi-valued
Nemytskii operator in such spaces. Finally, using the mentioned results, we derive the
existence conditions for the Cauchy problem for an implicit singular differential inclusion.
Keywords: implicit singular differential inclusion; Cauchy problem; existence of solution;
covering multi-valued mapping; Lipschitz multi-valued mapping
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