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В статье исследуется вопрос существования положения равновесия в динамической мо-
дели Эванса–Аллена. В работе приводятся достаточные условия существования вектор-
функции равновесных цен, которые получены как следствие теорем о существовании
точек совпадения липшицевого и накрывающего отображений.
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Статья является развитием работ [1]–[3], в которых результаты теории накрывающих отоб-
ражений, а именно, теоремы о существовании точек совпадения, применяются для получения
достаточных условий существования положения равновесия в различных моделях экономиче-
ских процессов. Принципиальным отличием данной работы является то, что в ней исследуются
динамические экономико-математические модели, в которых отображения спроса и предложе-
ния зависят не только от цен на товары, но и от скоростей изменения цен. Впервые динамиче-
ские модели экономических процессов с непрерывным временем рассмотрел Г.С. Эванс в [4].
В 40-е годы двадцатого века такие модели изучал П.Э. Самуэльсон, в 60-е — Р. Аллен (см. [5]).
Однако до настоящего времени не существовало работ, содержащих достаточные условия су-
ществования положения равновесия в динамических моделях "спрос-предложение" с непре-
рывным временем для случая двух и более отраслей. Это связано с отсутствием необходимого
математического аппарата. Результаты работ [6]–[8] позволяют решить эту проблему. В част-
ности, результаты статьи [8], посвященной приложениям теории накрывающих отображений к
исследованию дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно производной, да-
ют возможность получить достаточные условия существования вектор-функции равновесных
цен в модели динамической модели Эванса–Аллена.

Формализуем поставленную задачу. Рассмотрим метрические пространства X и Y с мет-
риками ρX и ρY соответственно. В дальнейшем будем предполагать, что пространство X
полно. Замкнутый шар в пространстве X с центром в точке x радиуса r будем обозначать
через BX(x, r) , а замкнутый шар в пространстве Y с центром в точке y радиуса r — через
BY (y, r) .

О п р е д е л е н и е 1 (см. [6]). Пусть задано α> 0 . Отображение Ψ:X→Y называется
α -накрывающим, если

Ψ(BX(x, r)) ⊇ BY (Ψ(x), αr) ∀r ≥ 0, ∀x ∈ X.
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О п р е д е л е н и е 2 (см. [7]). Пусть задано α > 0 и множества U ⊆X , V ⊆ Y .
Отображение Ψ:X→Y называется α -накрывающим относительно множеств U , V , если
для любых u∈U , r > 0 , таких, что BX(u, r)⊆U , имеет место включение

Ψ(BX(u, r)) ⊇ BY (Ψ(u), αr) ∩ V.

О п р е д е л е н и е 3 (см. [8]). Отображение Ψ :X → Y называется условно α -
накрывающим относительно множеств U ⊆X , V ⊆Y , если оно является α -накрывающим
относительно множеств U и Ṽ =V ∩Ψ(U) . Если U =X , V =Y , то отображение назы-
вается условно α -накрывающим.

Т е о р е м а 1 (см. [6]). Пусть пространство X полно, а D , S :X→Y – произвольные
отображения, первое из которых непрерывно и является α -накрывающим, а второе удовле-
творяет условию Липшица с константой Липшица β <α . Тогда для произвольного x0 ∈X
существует такое ξ= ξ(x0)∈X , что

D(ξ) = S(ξ), (1)

ρX(x0, ξ) ≤
ρY (D(x0), S(x0))

α− β
.

Решение ξ уравнения (1) может быть не единственным. Это решение ξ называется точкой
совпадения отображений D и S .

Из приведенной теоремы вытекает (см. [6]) следующая теорема Милютина о возмущении
накрывающего отображения.

Т е о р е м а 2. Пусть X — полное метрическое пространство, Y — нормированное про-
странство, отображение D : X→ Y является непрерывным и α -накрывающим. Тогда для
любого отображения S : X→ Y, удовлетворяющего условию Липшица с константой Лип-
шица β <α, отображение D+S является (α−β) -накрывающим.

Исследуем вопрос о существовании положения равновесия в динамической непрерывной
модели Вальраса–Эванса–Самуэльсона.

Пусть имеется n∈N товаров, причем i -ый товар в момент времени t∈ [t1; t2], t1 ≥ 0 для
потребителя имеет цену pi=pi(t)> 0, i=1, n. Предположим также, что ṗ(t)= (ṗ1(t), ṗ2(t), . . .
. . . , ṗn(t))∈Ω для п.в. t , где Ω⊆Rn — заданное замкнутое множество.

В пространствах Rn и R2n определим нормы по формулам

∥x∥1 = max
i=1,n

|xi| ∀x = (x1, ..., xn) ∈ Rn,

∥y∥2 = max
i=1,2n

|yi| ∀ y = (y1, ..., y2n) ∈ R2n,

Рассмотрим метрические пространства (X, ρX) и (Y, ρY ) , где X=Rn
+, Y =Rn×Rn

+ , мет-
рика ρX определяется нормой ∥ · ∥1 , а метрика ρY — нормой ∥ · ∥2 .

Спрос совокупного потребителя описывается отображением D : Ω × Rn
+ × [t1; t2]→ Rn

+ ,
D=D(ṗ(t), p(t), t) , где Di(ṗ(t), p(t), t) , i=1, n , — объем приобретаемого в момент времени t
i -го товара. Предложение совокупного производителя описывается отображением S :Ω×Rn

+×
× [t1; t2]→Rn

+ , S=S(ṗ(t), p(t), t) , где Si(ṗ(t), p(t), t) , i=1, n , — объем произведенного и пред-
лагаемого в момент времени t на рынке i -го товара. Будем предполагать, что отображения
D и S удовлетворяют условиям Каратеодори:
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k1 ) отображения D(·, ·, t) , S(·, ·, t) непрерывны при п.в. t∈ [t1; t2] ;
k2 ) отображения D(ṗ, p, ·) , S(ṗ, p, ·) измеримы при любых (ṗ, p)∈Ω×Rn

+ ;
k3 ) для любого ρ>0 существует число M , такое, что при любых (ṗ, p)∈Ω×Rn

+ , удовлетво-
ряющих неравенству ∥(ṗ, p)∥2≤ ρ , и п. в. t∈ [t1; t2] имеют место неравенства ∥D(ṗ, p, t)∥1≤M
и ∥S(ṗ, p, t)∥1≤M .

Рассмотрим динамическую непрерывную модель "спрос-предложение"

σ(D(ṗ, p, t), S(ṗ, p, t)). (2)

О п р е д е л е н и е 4. Пусть δ∈ (0; t2− t1) . Положением равновесия в модели (2) называ-
ется абсолютно непрерывная функция pδ : [t1; t1+δ]→Rn

+ , производная которой существенно
ограничена, для которой выполняются условия

p(t1) = p̄ := (p̄1, p̄2, . . . , p̄n), (3)

D(ṗ, p, t) = S(ṗ, p, t), ṗ ∈ Ω ∀̇t ∈ [t1; t1 + δ]. (4)

Определим полное метрическое пространство AC∞(p̄, [t1, t2],Ω) таких абсолютно непре-
рывных функций p : [t1, t2]→Rn

+ , что ṗ∈L∞([t1, t2],Ω) , p(t1)= p̄ , с метрикой

ρAC∞(p̄,[t1,t2],Ω)(p1, p2) = ∥p1 − p2∥AC∞([t1,t2],Rn) = ∥ṗ1 − ṗ2∥L∞([t1,t2],Rn) = ρL∞([t1,t2],Rn)(ṗ1, ṗ2).

Т е о р е м а 3. Пусть существуют такие положительные числа ν, R1, R2 , число
τ ∈ (0, t2− t1] и функция u0 ∈L∞([t1, t2),Ω) , что:

1) для некоторого α > 0 при п. в. t ∈ [t1, t1 + τ ] и любом p ∈BRn
+
(p̄, ν) отображение

S(·, p, t) : Ω→Rn
+ является условно α -накрывающим относительно шаров

U(t) = BΩ(u0(t), R1), V (p, t) = BRn
+
(S(u0(t), p, t), αR2);

2) существует число β > 0 , такое, что при п.в. t∈ [t1, t1+ τ ] для любого p∈BRn
+
(p̄, ν) и

всех u, û∈Ω выполнено неравенство

∥D(u, p, t)−D(û, p, t)∥1 ≤ β∥u− û∥1;

3) при п. в. t∈ [t1, t1+ τ ] и любом p∈BRn
+
(p̄, ν) выполнено включение

0 ∈ S(U(t), p, t)−D(U(t), p, t);

4) существуют такие числа LS ≥ 0 и LD ≥ 0 , что при t ∈ [t1, t1 + τ ] для всех p,
p̂∈BRn

+
(p̄, ν) и любого u∈U(t) выполнены неравенства

∥S(u, p, t)− S(u, p̂, t)∥1 ≤ LS∥p− p̂∥1, ∥D(u, p, t)−D(u, p̂, t)∥1 ≤ LD∥p− p̂∥1;

5) имеет место оценка

r0 := (α− β)−1 vraisup
t∈[t1,t1+τ ]

∥S(u0(t), p̄, t)−D(u0(t), p̄, t)∥1 < Rmin := min{R1, R2}.

Тогда для любого ε > 0 существует δ ∈ (0, τ ] и соответствующее решение pδ ∈
AC∞(p̄, [t1, t1+ δ],Ω) задачи (3), (4), для которого выполнено неравенство

ρL∞([t1,t1+δ],Ω)

(
ṗδ, uδ0

)
< r0 + ε,
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где uδ0 — сужение функции u0 на [t1, t1+ δ] .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим отображение

F : Ω× Rn
+ × [t1; t2] → Rn, F (ṗ(t), p(t), t) = S(ṗ(t), p(t), t)−D(ṗ(t), p(t), t).

Из условий 1, 2 и теоремы 2 следует, что существуют числа α>0 и β>0 , такие, что при п.в.
t∈ [t1, t1 + τ ] и любом p∈BRn

+
(p̄, ν) отображение F является условно α− β -накрывающим

относительно шаров U(t) и V (p, t) . Кроме того, из условия 4 следует, что существует число
L≥ 0 , такое, что при t ∈ [t1, t1 + τ ] для всех p, p̂ ∈BRn

+
(p̄, ν) и любого u ∈U(t) выполнено

неравенство
∥F (u, p, t)− F (u, p̂, t)∥1 ≤ L∥p− p̂∥1.

Из условия 3 следует, что при п.в. t∈ [t1, t1+τ ] и любом p∈BRn
+
(p̄, ν) выполнено включение

0∈F (U(t), p, t) , а из условия 5 — оценка

r0 := (α− β)−1 vraisup
t∈[t1,t1+τ ]

∥F (u0(t), p̄, t)∥1 < Rmin := min{R1, R2}.

Применяя теорему 3 из [7] к отображению F получаем утверждение теоремы. 2
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