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Доказана устойчивость при малых липшицевых возмущениях условия типа Каристи
для функционалов на метрических пространствах. Полученный результат применен к
неявным дифференциальным уравнениям. Получены достаточные условия разрешимо-
сти задачи Коши для неявных дифференциальных уравнений.
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1. Условия типа Каристи

Пусть (X, ρ) – метрическое пространство, заданы функция U :X→R и число γ. В [1]
была получена следующая теорема.

Т е о р е м а 1 (см. теорему 3 в [1]). Пусть метрическое пространство X полно, функ-
ция U полунепрерывна снизу, существует γ ∈R такое, что U(x)≥ γ для любого x ∈X.
Предположим, что существует k > 0 такое, что

∀x ∈ X если U(x) > γ, то ∃x′ ∈ X : x′ ̸= x и U(x′) + kρ(x, x′) ≤ U(x). (1)

Тогда для любой точки x0 ∈X существует точка x̄∈X, в которой достигается минимум

функции U, и, более того, U(x̄)= γ и ρ(x0, x̄)≤
U(x0)− γ

k
.

Условие (1) в [1] было названо условием типа Каристи.
В этом параграфе мы рассмотрим следующую задачу. Пусть V :X ×X→R. Допустим,

что по первому аргументу функция V удовлетворяет предположениям теоремы 1. Нас будет
интересовать, при каких дополнительных условиях на функцию V функция U(x) :=V (x, x),
x∈X, достигает минимума. Приведем ответ на этот вопрос.

П р е д л о ж е н и е 2 . Предположим, что
(i) метрическое пространство X полно, при любом x2∈X функция V (·, x2) полунепрерывна
снизу, и V (x1, x2)≥ γ для любых x1, x2 ∈X;
(ii) существует k > 0 такое, что для любого x2 ∈X имеет место соотношение

∀x ∈ X V (x, x2) > γ ⇒ ∃x′ ∈ X : x′ ̸= x и V (x′, x2) + kρ(x, x′) ≤ V (x, x2).

(iii) существует неотрицательное β < k такое, что для любого x1 ∈X функция U(x1, ·)
является β -липшицевой.
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Тогда
∀x0 ∈ X ∃ x̄ ∈ X : V (x̄, x̄) = γ и ρ(x̄, x0) ≤

U(x0, x0)− γ

k − β
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим U(x) := V (x, x), x∈X. Покажем, что для функции
U выполнены все предположения теоремы 1, и в частности, выполнено условие типа Каристи
(1) с константой k−β.

Из предположения (i) следует, что функция U полунепрерывна снизу и U(x)≥ γ для
любого x∈X. Поэтому достаточно доказать, что для функции U выполняется условие (1)
с константой k− β. Возьмем произвольную точку x∈X такую, что U(x, x)> γ. Тогда по
предположению (ii) существует точка x′ ∈X такая, что

x′ ̸= x и U(x′, x) + kρ(x′, x) ≤ U(x, x). (2)

Из предположения (iii) следует, что

U(x′, x′)− U(x′, x) ≤ βρ(x, x′). (3)

Применяя последовательно соотношения (3) и (2) получаем, что

U(x′, x′) + (k − β)ρ(x, x′) = U(x′, x′)− βρ(x, x′) + kρ(x, x′) ≤ U(x′, x) + kρ(x, x′) ≤ U(x, x).

Таким образом, для функции U выполняется условие (1) с константой k−β. Следовательно,
для любого x0 ∈X искомая точка x̄∈X существует. 2

В предложении 2 предполагается, что нижняя граница функции U(·, x2) – число γ, не за-
висит от x2. Такое предположение выглядит искусственным, однако в следующем параграфе
мы покажем, что оно естественным образом выполняется для широкого класса задач.

2. Задача Коши для неявного ОДУ

Пусть заданы непрерывное отображение f :Rn ×Rn →Rk и точка x0 ∈Rn. Рассмотрим
задачу Коши

f(x, ẋ) = 0, x(0) = x0. (4)

Под решением на отрезке [0, T ] будем понимать абсолютно непрерывную функцию
x : [0, T ]→Rn такую, что x(0) = x0 и f(x(t), ẋ(t)) = 0 для почти всех t∈ [0, T ]. Сформули-
руем достаточные условия разрешимости задачи (4).

Т е о р е м а 3. Предположим, что
(i) существует L>0 такое, что отображение f(·, u) является L -липшицевым для любого
u∈Rn;
(ii) существует k > 0 такое, что для любых x, u ∈Rn если f(x, u) ̸= 0, то существует
u′ ∈Rn, u′ ̸=u, для которого имеет место неравенство

|f(x, u′)|+ k|u− u′| ≤ |f(x, u)|.

Тогда для любого T > 0 такого, что LT <k, для любой измеримой существенно ограни-
ченной функции u0 : [0, T ]→Rn существует решение x(·) задачи Коши (4), удовлетворяющее
оценке

|ẋ(t)− u0(t)| ≤
f

(
x0 +

t∫
0

u0(s) ds, u0(s)

)
k − LT

∀̇ t ∈ [0, T ].
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольное T >0 так, чтобы выполнялось неравенство
LT <k, произвольную существенно ограниченную функцию u0 : [0, T ]→Rn. Обозначим через
Ln
∞[0, T ] метрическое пространство измеримых существенно ограниченных функций

u : [0, t]→Rn со стандартной метрикой

ρLn
∞(u, v) = ess sup

t∈[0,T ]
|u(t)− v(t)| ∀u, v ∈ Ln

∞[0, T ].

Зададим функцию V :L∞[0, T ]×L∞[0, T ]→R по формуле

V (u1, u2) = ess sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣f(x0 +
t∫

0

u2(s) ds, u1(t)

)∣∣∣∣ ∀u1, u2 ∈ Ln
∞[0, T ].

Известно (см., например, [3], стр. 376), что функция V корректно определена. Докажем, что
функция V удовлетворяет предположениям (i) – (iii) предложения 2.

Полнота пространства Ln
∞[0, T ] очевидна. Возьмем произвольную точку u2∈Ln

∞[0, T ] и до-
кажем, что функция U(·, u2) полунепрерывна снизу. Предположим противное, т. е. существует
последовательность {uj1}⊂Ln

∞[0, T ] и точка u1 ∈Ln
∞[0, T ] такие, что uj1 → u1, V (uj1, u2)→ a

при j→∞ и a<V (u1, u2). Положим ε := (V (u1, u2)− a)/2. По построению множество

A :=

{
t ∈ [0, T ] :

∣∣∣∣f(x0 +
t∫

0

u2(s) ds, u1(t)

)∣∣∣∣ > V (u1, u2)− ε

}
измеримо по Лебегу и имеет положительную меру. Кроме того, существует номер J такой,
что при j >J выполняется неравенство∣∣∣∣f(x0 +

t∫
0

u2(s) ds, u
j
1(t)

)∣∣∣∣ < a+ ε ∀̇ t ∈ A.

Поскольку по построению V (u1, u2)− ε= a+ ε, то

f

(
x0 +

t∫
0

u2(s) ds, u
j
1(t)

)
−̸→ f

(
x0 +

t∫
0

u2(s) ds, u1(t)

)
∀̇ t ∈ A.

С другой стороны в силу непрерывности отображения f поскольку uj1 сходится к u1 равно-
мерно, то

f

(
x0 +

t∫
0

u2(s) ds, u
j
1(t)

)
−→ f

(
x0 +

t∫
0

u2(s) ds, u1(t)

)
∀̇ t ∈ [0, T ].

Полученное противоречие доказывает полунепрерывность снизу функции V (·, u2). Наконец,
очевидно, что V (u1, u2)≥ 0 для любых u1, u2 ∈Ln

∞[0, T ]. Итак, функция V удовлетворяет
предположениям предложения 2 с γ=0.

Докажем, что выполняется (ii). Зафиксируем произвольные точки u1, u2 ∈Ln
∞[0, T ], так,

чтобы V (u1, u2) ̸=0. Для всех t∈ [0, T ] положим

Ut(x) :=

∣∣∣∣f(x0 +
t∫

0

u2(s) ds, x

)∣∣∣∣ ∀x ∈ Rn, γt := 0.
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По предположению функция Ut(·) непрерывна, ограничена снизу числом γt, и

∀x ∈ Rn Ut(x) > γt ⇒ ∃x′ ∈ Rn : x′ ̸= x и Ut(x
′) + k|x− x′| ≤ Ut(x)

в силу предположения (ii). Поэтому по теореме 1 для почти всех t∈ [0, T ] существует точка
x̄t ∈Rn такая, что

Ut(x̄t) = 0 и |u1(t)− x̄t| ≤
Ut(u1(t))

k
.

Последнее равносильно тому, что

0 ∈ f

(
x0 +

t∫
0

u2(s) ds, B(u1(t), r(t))

)
∀̇ t ∈ [0, T ],

где

r(t) :=
1

k

∣∣∣∣f(x0 +
t∫

0

u2(s) ds, u1(t)

)∣∣∣∣ ∀̇ t ∈ [0, T ],

а B(u1(t), r(t)) – замкнутый шар с центром в точке u1(t) радиуса r(t). В силу леммы Фи-
липпова об измеримом выборе (см., например, теорему 1.7.10 в [4]) существует измеримая
функция u′1 : [0, T ]→Rn такая, что

f

(
x0 +

t∫
0

u2(s) ds, u
′
1(t)

)
= 0 и |u1(t)− u′1(t)| ≤ r(t) ∀̇ t ∈ [0, T ].

Из непрерывности функции f следует, что функция r существенно ограничена, и, значит,
u′1 ∈L∞[0, T ]. Таким образом получаем, что

V (u′1, u2) + kρLn
∞(u′1, u2) = kρLn

∞(u′1, u1) ≤ kr(t) = V (u1, u2).

При этом u′1 ̸= u1, так как V (u′1, u2) = 0 и V (u1, u2) ̸= 0. Таким образом доказано, что для
функции V и γ=0 выполнено предположение (ii) предложения 2.

Докажем, что для функции V выполнено предположение (iii) предложения 2. Для произ-
вольных u1, u2, ũ2 в силу липшицевости функции f по второму аргументу имеем

|V (u1, u2)− V (u1, ũ2)| =
∣∣∣∣f(x0 +

t∫
0

u2(s) ds, u1(t)

)
− f

(
x0 +

t∫
0

ũ2(s) ds, u1(t)

)∣∣∣∣ ≤

≤ L

∣∣∣∣
t∫

0

u2(s) ds−
t∫

0

ũ2(s) ds,

∣∣∣∣ ≤ L

t∫
0

|u2(s)− ũ2(s)| ds ≤ LTρLn
∞(u2, ũ2).

Значит, функция V липшицева по второму аргументу с константой LT <k. Значит, предпо-
ложение (iii) предложения 2 выполняется.

Итак, функция V удовлетворяет всем предположениям предложения 2. Поэтому из пред-
ложения 2 следует, что существует функция ū∈Ln

∞[0, T ] такая, что

V (ū, ū) = 0 и ρLn
∞(ū, u0) ≤

V (u0, u0)

k − LT
.

1301



ISSN 1810-0198 Вестник ТГУ, т. 22, вып. 6, 2017

Полагая

x(t) := x0 +

t∫
0

ū(s) ds ∀ t ∈ [0, T ],

получаем

x(0) = x0, f(x(t), ẋ(t)) = 0, |ẋ(t)− u0(t)| ≤
f

(
x0 +

t∫
0

u0(s) ds, u0(s)

)
k − LT

∀̇ t ∈ [0, T ].

Следовательно, x(·) – искомое решение. 2
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