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В статье рассматривается утверждение об оценке близости решения возмущенного
включения к наперед заданной непрерывной функции. Рассмотрено приложение этого
утверждения для изучения возмущения линейной краевой задачи для функционально-
дифференциальных уравнений.
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Пусть X – банахово пространство с нормой || · ||X . Обозначим comp[X] – множество всех
непустых компактов пространства X ; ρX [·, ·] – расстояние от точки до множества; hX [·, ·] –
расстояние по Хаусдорфу в между множествами. Пусть Rn – арифметическое пространство с
нормой | · | , если A⊂Rn , то ||A||=sup{|a| : a∈A} . Пусть U ⊂ [a, b] – измеримое по Лебегу
множество. Ln(U) – пространство суммируемых по Лебегу функций x :U →Rn c нормой

||x||Ln(U) =

∫
U

|x(s)| ds;

Π[Ln[a, b]] – множество всех непустых, замкнутых, ограниченных, выпуклых по переключению
подмножеств пространства Ln[a, b]; Cn[a, b] – пространство непрерывных функций
x : [a, b]→ Rn с нормой ||x||Cn[a,b] =max{|x(t)| : t ∈ [a, b]} ; C1

+[a, b] – конус неотрицательных
функций пространства C1[a, b]

Рассмотрим в пространстве Cn[a, b] включение

x ∈ Ψ(x) + V Φ(x), (1)

где Ψ:Cn[a, b]→ comp[Cn[a, b]], Φ:Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] – многозначные операторы, линейный
непрерывный интегральный оператор V :Ln[a, b]→Cn[a, b] определен равенством

(V z) (t) =

b∫
a

V (t, s)z(s)ds, t ∈ [a, b]. (2)

Включение (1) назовем возмущенным включением.
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Под решением включения (1) будем понимать элемент x∈Cn[a, b], удовлетворяющий
(1). Таким образом, непрерывная функция x : [a, b]→Rn является решением включения (1)
тогда и только тогда, когда найдутся такие элементы v ∈Ψ(x) и z ∈Φ(x) , что справедливо
равенство x= v+V z .

Пусть q0 ∈Cn[a, b], r0 ∈Ψ(q0) и w0 ∈Ln[a, b] . Представим функцию q0 в виде

q0 = r0 + V w0 + e, (3)

где e = q0 − r0 − V w0 . Предположим, что функция k ∈ L1[a, b] для каждого измеримого
U ⊂ [a, b] удовлетворяет неравенству

ρLn(U)[w0; Φ(q0)] 6
∫
U

k(s)ds, (4)

а непрерывная функция ν : [a, b]→ [0,∞) определена соотношением

ν(t) =

b∫
a

|V (t, s)|k(s)ds+ |e(t)|, (5)

где |V (t, s)| – согласованная с пространством Rn норма n×n матрицы V (t, s) в представле-
нии (2), e∈Cn[a, b] – функция в правой части равенства (3).

Будем говорить, что отображения V : Ln[a, b] → Cn[a, b], Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]],
Φ :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] обладают свойством A, если найдутся непрерывные изотон-
ные операторы Γ :C1

+[a, b]→L1
+[a, b] и P :C1

+[a, b]→R1 , удовлетворяющие условиям: для
любых x, y ∈Cn[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняются неравенства

hLn(U)[Φ(x),Φ(y)] 6 ∥ΓZ(x− y)∥L1(U), (6)

hCn[a,b][Ψ(x),Ψ(y)] 6 P (Z(x− y)) ; (7)

для функции ν ∈C1
+[a, b] , определенной соотношением (5), сходится в пространстве C1[a, b]

ряд
∞∑
i=0

Aiν, A0ν = ν, Aiν = A
(
Ai−1ν

)
, i = 1, 2, . . . , (8)

где непрерывный оператор A :C1
+[a, b]→C1

+[a, b] определен равенством

(Az) (t) =
b∫

a

|V (t, s)|(Γz)(s)ds+ P (z), (9)

а отображение Z :Cn[a, b]→C1
+[a, b] определено соотношением

(Zx)(t) = |x(t)|. (10)

Пусть ξ(ν) – сумма ряда (8), т. е.

ξ(ν) =
∞∑
i=0

Aiν. (11)
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Т е о р е м а 1. Пусть q0 ∈Cn[a, b], r0 ∈Ψ(q0), w0 ∈Ln[a, b] и пусть функция q0 пред-
ставима равенством (3). Далее, пусть отображения V :Ln[a, b]→Cn[a, b], Ψ :Cn[a, b]→
→ comp[Cn[a, b]], Φ :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] обладают свойством А. Тогда найдется такое ре-
шение x (x= v+V z, v∈Ψ(x), z ∈Φ(x)) включения (1), для которого выполняются следу-
ющие оценки: при любом t∈ [a, b]

|x(t)− q0(t)| 6 ξ(ν)(t); (12)

∥v − r0∥Cn[a,b] 6 P (ξ(ν)); (13)

при почти всех t∈ [a, b]

|z(t)− w0(t)| 6 k(t) + (Γξ(ν))(t), (14)

где ν, ξ(ν), P,Γ, k удовлетворяют соотношениям (5), (11), (7), (6), (4), соответственно.
Далее, для общего вида линейной краевой задачи функционально-дифференциальной си-

стемы уравнений определим общую возмущенную краевую задачу, которая состоит из функ-
ционально-дифференциального включения, определяемого возмущениями линейной функци-
онально-дифференциальной системы уравнений, и из включения для краевых условий, свя-
занных возмущениями линейного вектор-функционала.

Пусть оператор Λ :Ln[a, b]→Dn[a, b] определен равенством

(Λz)(t) =

t∫
0

z(s) ds.

Оператор Λ будем называть оператором интегрирования. Рассмотрим линейный непре-
рывный оператор L :Dn[a, b]→Ln[a, b]. Запишем отображение L в виде

Lx = Qẋ+A(·)x(a), (15)

где оператор Q :Ln[a, b]→Ln[a, b] (главная часть оператора L в представлении (15)) Q=LΛ,
каждый столбец n×n матрицы A(t) представляет собой результат применения оператора L
к соответствующему столбцу единичной матрицы: A(t) = (LE)(t). Будем предполагать, что
оператор Q имеет обратный и обратный оператор Q−1 :Ln[a, b]→Ln[a, b] непрерывен.

Рассмотрим линейную краевую задачу для функционально-дифференциального уравнения

Lx = 0, lx = 0, (16)

где l :Dn[a, b]→Rn – линейный непрерывный вектор-функционал.
Будем предполагать, что краевая задача (16) имеет только нулевое решение. В этом

случае согласно [1, стр. 34] существует непрерывный оператор Грина G :Ln[a, b]→Dn[a, b],
определенный равенством

(Gz)(t) =

b∫
a

G(t, s)z(s) ds, t ∈ [a, b], (17)

который для произвольного z ∈Ln[a, b] решение x∈Dn[a, b] краевой задачи

Lx = z, lx = 0 (18)

представляет в виде x=Gz и, наоборот, каждое значение Gz – решение задачи (18).
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Пусть X : [a, b]→Rn×n фундаментальная матрица решений первого уравнения (16), удо-
влетворяющая условию

l(X) = E (19)

(E – единичная матрица, матрица l(X) представляет собой результат применения вектор-
функционала l к соответствующему столбцу матрицы X). В этом случае краевую задачу

Lx = z, lx = c, (20)

где z ∈Ln[a, b], c∈Rn, можно представить в виде

x = Xc+Gz. (21)

Отметим, что равенства (20) в реальных математических моделях выполняются с какой-то
степенью точности. Кроме того, сами линейные операторы L : Dn[a, b] → Ln[a, b],
l :Dn[a, b]→Rn определяются для различных процессов с теми или иными допущениями и
предположениями, которые определяются либо неполнотой информации об реальном иссле-
дуемом процессе, либо «простотой» описания самой математической модели этого процесса.
В связи с этими обстоятельствами целесообразно рассмотреть включения

Lx ∈ Φ(x), lx ∈ φ(x), (22)

в которых многозначные отображения Φ :Cn[a, b]→ 2L
n[a,b], φ :Cn[a, b]→ 2R

n могут описать
неточность информации об процессе, различного рода предположения и допущения, а также
степень аппроксимации математической модели этого процесса.

Будем говорить, что функция x∈Dn[a, b] – решение задачи (22), если x удовлетворяет
и первому и второму включениям в (22).

Краевую задачу (22) будем называть возмущенной линейной краевой задачей или
просто возмущенной краевой задачей.

Рассмотрим интегральное включение

x ∈ Xφ(x) +GΦ(x), (23)

где X – фундаментальная матрица первого уравнения (16), удовлетворяющая равенству (19),
отображение G :Ln[a, b]→Dn[a, b] – оператор Грина, определенный соотношением (17).

Л е м м а 1. Возмущенная краевая задача (22) эквивалентна интегральному включе-
нию (23). Любое решение x включения (23) однозначно представимо в виде (21), где c∈φ(x),
z ∈Φ(x).

Таким образом, согласно лемме 1 частным случаем возмущенного включения (1) является
возмущенная краевая задача (22).

Рассмотрим возмущенную линейную задачу (22):

Lx ∈ Φ(x), lx ∈ φ(x), (24)

где Φ :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]], φ :Cn[a, b]→ compRn – многозначные отображения.
Пусть q ∈Cn[a, b], r∈φ(q) и w∈Ln[a, b]. Представим функцию q равенством

q = Xr +Gw + e, (25)

где e=q−Xr−Gw. Предположим, что функция k∈L1[a, b] для каждого измеримого U ⊂ [a, b]
удовлетворяет неравенству

ρLn(U) [w; Φ(q)] ≤
∫
U

k(s) ds, (26)
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а непрерывная функция ν : [a, b]→ [0,∞) определена соотношением

ν(t) =

b∫
a

|G(t, s)|k(s) ds+ |e(t)|, (27)

где |G(t, s)| – согласованная с пространством Rn норма n×n матрицы G(t, s) в представле-
нии (17), e∈Cn[a, b] – функция в правой части равенства (25).

Будем говорить, что оператор Грина G :Ln[a, b]→Cn[a, b] и многозначные отображения
φ :Cn[a, b]→ comp[Rn], Φ :Cn[a, b]→ Π[Ln[a, b]] обладают свойством A, если найдутся
непрерывные изотонные операторы Γ:C1

+[a, b]→L1
+[a, b] и P :C1

+[a, b]→R1, удовлетворяющие
условиям : для любых x, y ∈Cn[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняются
неравенства

hLn(U) [Φ(x); Φ(y)] ≤ ||ΓZ(x− y)||L1(U), (28)

h[φ(x);φ(y)] ≤ P (Z(x− y)); (29)

для функции ν ∈C1
+[a, b], определенной соотношением (27), сходится в пространстве C1[a, b]

ряд
∞∑
i=0

Aiν, A0ν = ν, Aiν = A(Ai−1ν), i = 1, 2, . . . , (30)

где непрерывный оператор A :C1
+[a, b]→C1

+[a, b] определен равенством

(Az)(t) =
b∫

a

|G(t, s)|(Γz)(s) ds+ λP (z), (31)

где
λ = max{|X(t)| : t ∈ [a, b]}, (32)

а отображение Z :Cn[a, b]→C1
+[a, b] определено соотношением

(Zx)(t) = |x(t)|.

Пусть ξ(ν) – сумма ряда (30), т. е.

ξ(ν) =

∞∑
i=0

Aiν. (33)

Т е о р е м а 2. Пусть q ∈Cn[a, b], r ∈φ(q) и w ∈Ln[a, b] и пусть функция q предста-
вима равенством (25). Далее, пусть оператор Грина G :Ln[a, b]→Cn[a, b] и многозначные
отображения φ :Cn[a, b]→ comp[Rn], Φ :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] обладают свойством A. Тогда
найдется такое решение x задачи (24), для которого выполняются следующие оценки: при
любом t∈ [a, b]

|x(t)− q(t)| ≤ ξ(ν)(t), (34)

||X(r − lx)||Cn[a,b] ≤ λP (ξ(ν)) (35)

при почти всех t∈ [a, b]

|(Lx)(t)− w(t)| ≤ k(t) + Γ(ξ(ν))(t),

где функции ν, ξ(ν), число λ определены соотношениями (27), (33), (32), функция k удо-
влетворяет неравенству (26), отображения Γ и P удовлетворяют оценкам (28), (29).
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Действительно, т. к. задача (24) эквивалентна включению (23), при этом отображения
G :Ln[a, b]→Cn[a, b], Ψ̃ :Cn[a, b]→comp[Cn[a, b]], Φ:Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] обладают свойством
A, где отображение Ψ̃ задано равенством

Ψ̃y = Xφ(y),

которое для любых x, y ∈Cn[a, b] удовлетворяет неравенству

hCn[a,b] [Ψ̃(x), Ψ̃(y)] ≤ λP (Z(x− y)),

здесь число λ определено равенством (32). Поэтому теорема 2 является следствием теоремы 1.
Будем говорить, что оператор Грина G :Ln[a, b]→Cn[a, b] и многозначные отображения

φ :Cn[a, b]→ comp[Rn], Φ :Cn[a, b]→ Π[Ln[a, b]] обладают свойством B, если выполня-
ются следующие условия: найдется неотрицательная функция β ∈ L1[a, b], что для любых
x, y ∈Cn[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняется неравенство

hLn(U) [Φ(x); Φ(y)] ≤
∫
U

β(s)ds||x− y||Cn[a,b]; (36)

найдется число α≥0, что для любых x, y∈Cn[a, b] функционал φ удовлетворяет неравенству

h[φ(x);φ(y)] ≤ α||x− y||Cn[a,b] (37)

для функции β ∈L1[a, b] и числа α≥ 0 справедливо соотношение

max
t∈[a,b]

b∫
a

|G(t, s)|β(s)ds+ αλ < 1, (38)

где число λ определено равенством (32).
Далее, непрерывный оператор Ã :C1

+[a, b]→C1
+[a, b] определим равенством

(Ãz)(t) = (

b∫
a

|G(t, s)|β(s)ds+ αλ)||z||C1[a,b]. (39)

Пусть непрерывная функция ν : [a, b]→ [0,∞) определена соотношением (27). Обозначим

ξ̃(ν) =

∞∑
i=0

Ãiν (Ã0ν = ν, Ãiν = Ã(Ãi−1ν)). (40)

Так как для любого i=0, 1, . . . выполняется оценка

||Ãiν||C1[a,b] ≤ ζi||ν||C1[a,b], (41)

где

ζ = max
t∈[a,b]

b∫
a

|G(t, s)|β(s)ds+ αλ, (42)

и согласно неравенству (38) ζ < 1, то ряд (40) сходится в пространстве C1[a, b].
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Из теоремы 2 вытекает
С л е д с т в и е 1. Пусть q ∈Cn[a, b], r ∈φ(q) и w∈Ln[a, b] и пусть функция q пред-

ставима равенством (25). Далее, пусть оператор Грина G :Ln[a, b]→Cn[a, b] и многознач-
ные отображения φ :Cn[a, b]→ comp[Rn], Φ :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] обладают свойством B.
Тогда найдется такое решение x задачи (24), для которого выполняются следующие оценки:
при любом t∈ [a, b]

|x(t)− q(t)| ≤ ξ̃(ν)(t);

||X(r − lx)||Cn[a,b] ≤ λα||ξ̃(ν)||C1[a,b];

при почти всех t∈ [a, b] справедливо соотношение

|(Lx)(t)− w(t)| ≤ k(t) + β(t)||ξ̃(ν)||C1[a,b],

где функции ν, ξ̃(ν), число λ определены соотношениями (27), (40), (32), число α, функции
k, β удовлетворяют неравенствам (37), (26), (36).

З а м е ч а н и е 1. Если Lx= ẋ, lx=x(a), φ(x)=x0 (x0∈Rn), Φ – оператор Немыцкого,
то оценки, установленные в теореме 2 и следствии 1 аналогичны оценкам опубликованных в
работах [2], [3], [4]. Кроме того, эти оценки дополняют оценки [5], [6], [7] поскольку не предпо-
лагают выпуклозначности отображения φ.
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