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Получено устойчивое решение обратной задачи восстановления функции плотности
распределения источников, соответствующей телу постоянной толщины, в смешанной
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В работе рассматривается обратная задача восстановления плотности распределения ис-
точников, соответствующей телу постоянной толщины, относящегося к классу Сретенского
[1] в рамках смешанной задачи для уравнения Пуассона. Задача сводится к обратной задаче
потенциала [2], которая в свою очередь приведена к линейному интегральному уравнению пер-
вого рода, устойчивое решение которого строится на основе метода регуляризации Тихонова
[3]. В этом случае решение обратной задачи потенциала аналогично решению векторного вари-
анта [4] задачи продолжения поля потенциала [5], использованного в [6] для решения линейной
обратной задачи потенциала для бесконечно тонких тел, а также для решения обратной задачи
потенциала для тел постоянной толщины [7].

equatoin0

1. Постановка задачи

В цилиндрической области

D(F,∞)= {(x, y, z) : 0<x< lx, 0<y< ly, F (x, y)<z <∞} (1)

рассмотрим краевую задачу
∆u(M)= ρ, M ∈D(F,∞),
∂u

∂n
|S =−hu|S ,

u|x=0,lx =0, u|y=0,ly =0,
E→ 0, z→∞,

(2)

где поверхность
S= {(x, y, z) : 0<x< lx, 0<y< ly, z=F (x, y)<H}, (3)
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Будем считать, что плотность источников ρ в задаче (2) соответствует телу постоянной
толщины h , ограниченного плоскостями z=H и z=H +h :

ρ(x, y, z) = σ(x, y)θ(z −H)θ(H + h− z). (4)

В соответствие с (4) мы рассматриваем функции плотности распределения источников посто-
янные вдоль оси z и переменные в плоскости (x, y) внутри носителя плотности.

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА. Пусть в рамках модели (2) функция u на поверхности S задается,
то есть известна функция

u|S = f, (5)

а плотность ρ неизвестна. Поставим задачу восстановления функции ρ вида (4) по заданной
функции f . При известных параметрах H и h известны, задача состоит в восстановлении
функции σ(x, y) в (4) по известной функции f на поверхности S .

2. Восстановление плотности в случае точных данных

Отметим, что если u|S известна, то в силу того, что на поверхности S согласно (2) имеет
место третье краевое условие, известна и нормальная производная g функции u , а именно:

∂u

∂n
|S = g = −hf. (6)

Пусть φ(M,P ) – функции источника задачи Дирихле для уравнения Лапласа в области

D∞= {(x, y, z) : 0<x< lx, 0<y< ly,−∞<z <∞} (7)

вида

φ(M,P ) =
2

πlxly

∞∑
n,m=1

e
−π

√
n2

l2x
+m2

l2y
|zM−zP |√

n2

l2x
+ m2

l2y

sin
πnxM
lx

sin
πmyM
ly

sin
πnxP
lx

sin
πmyP
ly

.

Применим формулу Грина в области D(F,∞) к решению u(P ) задачи (2) и функции источ-
ника φ(M,P ) , поместив точку M в область D(−∞, F )

D(−∞, F )= {(x, y, z) : 0<x< lx, 0<y< ly,−∞<z <F (x, y)} , (8)

с учетом (5) и (6) получим ∫
Suppρ

ρ(P )φ(M,P )dVP = Φ(M), (9)

где

Φ(M) =

∫
S

[
g(P )φ(M,P )− f(P )

∂φ

∂nP
(M,P )

]
dσP . (10)

Тогда для потенциала в (9) получаем

∫
Suppρ

ρ(P )φ(M,P )dVP =
2

lxly

∫
Suppρ

dVPρ(P )

∞∑
n,m=1

e
−π

√
n2

l2x
+m2

l2y
|zM−zP |√

n2

l2x
+ m2

l2y

×

× sin(
πnxP
lx

) sin(
πmyP
ly

) sin(
πnxM
lx

) sin(
πmyM
ly

).
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Отсюда и из (4), учитывая, что zM <zP в области zM <H , следует

∫
Suppρ

ρ(P )φ(M,P )dVP =
2

lxly

lx∫
0

ly∫
0

σ(xP , yP )

H+h∫
H

dzP

∞∑
n,m=1

e
−π

√
n2

l2x
+m2

l2y
(zP−zM ) 1√

n2

l2x
+ m2

l2y

×

× sin
πnxP
lx

sin
πmyP
ly

sin
πnxM
lx

sin
πmyM
ly

dxPdyP =

=
4

lxly

lx∫
0

ly∫
0

∞∑
n,m=1

e
−π

√
n2

l2x
+m2

l2y
(H+h

2
−zM )

2
shπ

√
n2

l2x
+ m2

l2y

h
2

π(n
2

l2x
+ m2

l2y
)

sin
πnxM
lx

sin
πmyM
ly

×

×σ(x, y) sin
πnx

lx
sin

πmy

ly
dxdy=

lx∫
0

ly∫
0

K(xM , yM , zM , x, y)σ(x, y)dxdy, (11)

где

K(xM , yM , zM , x, y)=
4

lxly

∞∑
n,m=1

e
−π

√
n2

l2x
+m2

l2y
(H+h

2
−zM ) shπ

√
n2

l2x
+ m2

l2y

h
2

π(n
2

l2x
+ m2

l2y
)

×

× sin
πnxM
lx

sin
πmyM
ly

sin
πnx

lx
sin

πmy

ly
. (12)

Поместив точку M на плоскость zM = a , a<minF (x, y) , где функция F задает поверх-
ность S , из (9) из (11) получим интегральное уравнение относительно функции σ :

lx∫
0

ly∫
0

K(xM , yM , a, x, y)σ(x, y)dxdy = Φ(xM , yM , a), (13)

где ядро интегрального оператора K имеет вид (12) и a фиксированный параметр, удовле-
творяющий условию a<minF (x, y)<H .

Решая уравнение (13), находим плотность σ , а, следовательно, и искомую плотность ρ
вида (4).

Если плотность σ , определяющая границу тела, имеет носитель D , то σ(M)=σ(M)χD(M) ,
где χD — характеристическая функция носителя функции плотности σ , в частности, когда
σ=σ0= const в пределах носителя, то σ(M)=σ0χD(M) и

χD(x, y) =
1

σ0
σ(x, y).

Таким образом, если плотность σ найдена как решение интегрального уравнения (13),
а величина σ0 известна, то носитель D плотности, определяющий «форму» тела, можно
определить формулой

D = {(x, y) : 1

σ0
σ(x, y) > λ, 0 < λ < 1}. (14)

Решение интегрального уравнения (13) может быть получено в виде ряда Фурье

σ(x, y) =

∞∑
n,m=1

Φ̃nm(a)e
π

√
n2

l2x
+m2

l2y
(H+h

2
−a)

n2

l2x
+ m2

l2y

sh(π
√

n2

l2x
+ m2

l2y

h
2 )

sin
πnx

lx
sin

πmy

ly
, (15)
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где Φ̃nm(a) — коэффициенты Фурье

Φ̃nm(a) =
4

lxly

lx∫
0

ly∫
0

Φ(x, y, a) sin
πnx

lx
sin

πmy

ly
dxdy

функции Φ вида (10) при zM = a . Вводя обозначение

Knm(a) = e
π

√
n2

l2x
+m2

l2y
(H+h

2
−a)

n2

l2x
+ m2

l2y

shπ
√

n2

l2x
+ m2

l2y

h
2

, (16)

(15) можно записать в виде

σ(x, y) =
∞∑

n,m=1

Φ̃nm(a)Knm(a) sin
πnx

lx
sin

πmy

ly
. (17)

Отметим, что если функция в (5) известна точно, то правая часть в (13) вида (10) и, следова-
тельно, (9) соответствует плотности σ вида (4), поэтому коэффициенты Φ̃nm(a)=σnm/Knm(a)

убывают быстрее, чем растет exp{π
√

n2

l2x
+ m2

l2y
(H−a)}(n2

l2x
+ m2

l2y
) и ряд (17) сходится по крайней

мере в L2 .

3. Решение обратной задачи в случае приближенных данных

Пусть вместо точных функций f и g известна функция f δ и gδ такие, что

||f δ − f ||L2(S) 6 δ, ||gδ − g||L2(S) 6 Cδ, (18)

В этом случае функция Φ вида (10) вычисляется приближенно:

Φδ(M) =

∫
S

[
gδφ(M,P )− f δ

∂φ

∂nP
(M,P )

]
dσP , (19)

Отметим, что при g=−hf, gδ=−hf δ согласно (5) в качестве константы C в (18) можно взять
C =h .

Для разности приближенной и точной правой части интегрального уравнения (13) нетрудно
получить оценку

∥Φδ − Φ∥L2(Π(a)) 6 C1δ, C1 = Const.

Здесь
Π(a) = {(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly, z = a} , a < minF (x, y).

Устойчивое приближенное решение интегрального уравнения первого рода (13) как некор-
ректно поставленной задачи может быть получено на основе метода регуляризации Тихоно-
ва [3]. В качестве приближенного решения интегрального уравнения будем рассматривать
экстремаль функционала Тихонова

M [w] =∥ Kw − Φδ ∥2L2(Π(a)) +α ∥ w ∥2L2
, (20)

где K — интегральный оператор в (13). Экстремаль σδα может быть получена как решение
уравнения Эйлера для функционала (20) в виде

σδα(x, y) =

∞∑
n,m=1

Φ̃δ
nm(a)Knm(a)

1 + αK2
nm(a)

sin
πnx

lx
sin

πmy

ly
, (21)
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где Φ̃δ
nm(a) – коэффициенты Фурье функции Φδ|Π(a) вида (19) и Knm(a) имеет вид (16).

Приближенное решение (21) отличается от точного (17) регуляризирующим множителем
в коэффициентах ряда.

Т е о р е м а 1. Для любого α=α(δ)> 0 такого, что α(δ)→ 0 и δ/
√
α(δ)→ 0 при δ→ 0

функция σδα вида (21) сходится к точному решению (17) в L2 при δ→ 0 .
В случае, когда σ(M)= σ0χD(M) в соответствие с (14) построим приближение Dδ

λ к но-
сителю D плотности σ на основе приближенной функции плотности источников (21)

Dδ
λ = {(x, y) : 1

σ0
σδα(x, y) > λ, 0 < λ < 1}. (22)

Т е о р е м а 2. В условиях теоремы 1 мера разделенной разности µ(Dδ
λ∆D)→0 при δ→0 .

Доказательство теорем 1 и 2 дословно повторяет доказательство соответствующих тео-
рем в [7].

Формулы (22), (21), (19) решают поставленную обратную задачу.

4. Приложение результатов к обратной задаче термографии

Решение обратной задачи может быть использовано для решения обратной задачи тер-
мографии [8]. Задача (2) представляет собой модель теплопроводящего тела цилиндрической
формы, содержащего источники тепла (4), на боковых гранях которого поддерживается нуле-
вая температура, а на поверхности S имеет место теплообмен со средой нулевой температуры,
описываемый законом Ньютона, т. е. третьим краевым условием. Если в рамках модели (2) рас-
пределение температуры на поверхности S может быть измерено как функция f , например,
тепловизионными методами, то в рамках этой модели может быть поставлена рассмотрен-
ная здесь обратная задача восстановления плотности распределения источников. Полученные
результаты могут быть использованы при математической обработке термограмм в теплови-
зионных исследованиях в медицине [9] и других областях.
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ON ONE INVERSE PROBLEM OF SOURCES DENSITY DISTRIBUTION
RECONSTRUCTION IN A MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEM

FOR THE POISSON EQUATION

c⃝ A.V. Gerasimova, E. B. Laneev, M. N. Muratov,
E.Yu. Ponomarenko, V. V. Surovtsev
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6 Miklukho-Maklay St., Moscow, Russian Federation, 117198
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An inverse problem with mixed boundary value conditions for the Poisson equation for bodies
of constant thickness is considered, aiming to reconstruct the sources density distribution.
A stable solution of the problem is obtained.
Keywords: ill-posed problem; inverse problem of the potential; the Sretenskiy class of bodies;
method of Tikhonov regularization
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