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Для однозначных и многозначных отображений, действующих в метрическом про-
странстве X и удовлетворяющих условию Липшица, предлагается оценка снизу рас-
стояния от заданного элемента x0 ∈X до неподвижной точки. Таким образом, опре-
деляется такое r > 0, что в шаре с центром в x0 радиуса r нет неподвижных точек.
Доказательство прямо следует из неравенства треугольника. Результат распространя-
ется на (q1, q2) -метрические пространства. Аналогичная оценка получена для точек
совпадения накрывающего и липшицева отображений метрических пространств.
Ключевые слова: неподвижная точка; точка совпадения; метрическое пространство;
теорема Банаха; теорема Надлера; оценка снизу расстояния от заданного элемента до
неподвижной точки

Напомним, что неподвижной точкой оператора φ, отображающего в себя некоторое мно-
жество X, называют такой x̃∈X, что x̃=φx̃.

Пусть (X, d) — полное метрическое пространство, φ :X→X — сжатие, т. е. отображение,
удовлетворяющее условию:

∃β ∈ [0, 1) ∀x, u ∈ X d(φx, φu) ≤ βd(x, u).

В теореме Банаха [1] утверждается, что φ имеет единственную неподвижную точку x̃∈X, к
элементу x̃ сходится последовательность итераций xi=φxi−1, i=1, 2, . . . , при любом x0, и
выполнено неравенство

d(x̃, x0) ≤
1

1− β
d(x0, φx0).

Таким образом, из теоремы Банаха следует, что неподвижная точка оператора φ содержится в
замкнутом шаре BX(x0, r)

.
={x∈X : ρ(x, x0)≤r} радиуса r=(1−β)−1d(x0, φx0). Имеет место

аналогичный результат о существовании неподвижной точки многозначного отображения —
теорема Надлера (см., например [2], теорема 2.1.1).

Здесь мы получим оценку снизу расстояния от произвольного x0∈X до неподвижной точ-
ки оператора φ, точнее, определим радиус шара с центром в x0, в котором нет неподвижных
точек этого оператора. Аналогичный результат мы получим для неподвижной точки много-
значного отображения. Кроме того, получим оценку снизу расстояния от x0 до точи совпа-
дения накрывающего и липшицева отображений метрических пространств. Далее, эти оценки
мы распространим на отображения, действующие в (q1, q2) -метрических пространствах.
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Полученные оценки могут использоваться, например, в приближенных методах решения
уравнений.

1. Оценка неподвижной точки оператора
Пусть (X, d) — метрическое (не обязательно полное) пространство, и пусть задан оператор

φ :X→X, удовлетворяющий условию Липшица

∃β ∈ R+ ∀x, u ∈ X d(φx, φu) ≤ βd(x, u)

(неравенство β < 1 здесь не требуется).
П р е д л о ж е н и е 1. Для любого элемента x0∈X такого, что φx0 ̸=x0, открытый шар

Bo
X(x0, r)

.
= {x∈X : d(x, x0)< r} радиуса r= (1+ β)−1d(x0, φx0) не содержит неподвижных

точек оператора φ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x̃=φx̃. Согласно неравенству треугольника имеем

d(x0, x̃) + d(φx̃, φx0) = d(x0, x̃) + d(x̃, φx0) ≥ d(x0, φx0).

Из этого неравенства в силу условия Липшица следует

d(x0, x̃) + βd(x̃, x0) ≥ d(x0, φ(x0)) ⇔ d(x̃, x0) ≥
1

1 + β
d(x0, φx0).

Таким образом, в шаре Bo
X(x0, r) нет неподвижных точек оператора φ. �

Стандартно определим расстояние в метрическом пространстве X от точки x до множе-
ства U равенством d(x,U)= infu∈U d(x, u). Обозначим через H(U, V ) расстояние по Хаусдор-
фу между непустыми множествами U, V ⊂X. Рассмотрим теперь многозначное отображение
Φ :X⇒X, удовлетворяющее условию Липшица

∃β ∈ R+ ∀x, u ∈ X H(Φx,Φu) ≤ βd(x, u).

Неподвижной точкой отображения Φ называют такой x̃∈X, что x̃∈Φx̃.

П р е д л о ж е н и е 2. Если для некоторого элемента x0 ∈X выполнено d(x0,Φx0)> 0,
то в открытом шаре Bo

X(x0, r) радиуса r = (1 + β)−1d(x0,Φx0) нет неподвижных точек
оператора Φ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x̃∈Φx̃. Справедливы неравенства

d(x0, x̃) +H(Φx̃,Φx0) ≥ d(x0, x̃) + d(x̃,Φx0) ≥ d(x0,Φx0).

Отсюда в силу условия Липшица получаем

d(x0, x̃) + βd(x̃, x0) ≥ d(x0,Φx0) ⇔ d(x̃, x0) ≥
1

1 + β
d(x0,Φx0).

Таким образом, в шаре Bo
X(x0, r) нет неподвижных точек оператора Φ. �

Получим аналогичные утверждения для (q1, q2) -метрического пространства (X, ρ). Рас-
стояние в этом пространстве — отображение ρ :X2→R+, называемое (q1, q2) -метрикой, удо-
влетворяет двум аксиомам обычной метрики:

∀x, u∈X ρ(x, u)= 0 ⇔ x=u,

∀x, u∈X ρ(x, u)= ρ(u, x),
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и ослабленному неравенству треугольника:

∃q1 ≥ 1 ∃q2 ≥ 1 ∀x, u, w ∈ X ρ(x,w) ≤ q1ρ(x, u) + q2ρ(u,w).

Пусть оператор φ :X→X удовлетворяет условию Липшица

∃β ∈ R+ ∀x, u ∈ X ρ(φx, φu) ≤ βρ(x, u).

П р е д л о ж е н и е 3. Для любого элемента x0∈X такого, что φx0 ̸=x0, открытый шар
Bo

X(x0, r)
.
={x∈X : ρ(x, x0)<r} радиуса r=(q1+βq2)

−1ρ(x0, φx0) не содержит неподвижных
точек оператора φ.

Д о к а з а т е л ь с т в о повторяет доказательство предложения 1. Следует только
воспользоваться вместо «обычного» ослабленным неравенством треугольника. �

Как и в «обычном метрическом» пространстве определим расстояние в (q1, q2) -метричес-
ком пространстве X от точки x до множества U равенством ρ(x,U)= infu∈U ρ(x, u), и опре-
делим расстояние по Хаусдорфу между непустыми множествами U, V ⊂X соотношениями
H(U, V )=min{H+(U, V ),H+(V,U)}, H+(U, V )= supu∈U ρ(u, V ).

Рассмотрим многозначное отображение Φ :X⇒X, удовлетворяющее условию Липшица

∃β ∈ R+ ∀x, u ∈ X H(Φx,Φu) ≤ βρ(x, u).

П р е д л о ж е н и е 4. Если ρ(x0,Φx0)> 0 при некотором x0 ∈X, то в открытом шаре
Bo

X(x0, r) радиуса r=(q1+βq2)
−1ρ(x0,Φx0) нет неподвижных точек оператора Φ.

Д о к а з а т е л ь с т в о повторяет доказательство предложения 3. �

2. Оценка точек совпадения двух отображений
Пусть заданы отображения f, φ :X→ Y. Точкой совпадения этих отображений называют

элемент x̃∈X, для которого выполнено равенство f(x̃)=φ(x̃). Задача о точке совпадения в
случае, когда X,Y — метрические пространства, исследована А.В. Арутюновым (см. [3]), и
в случае, когда X,Y — (q1, q2) -метрические пространства — А.В. Арутюновым и А.В. Греш-
новым (см. [4]). В этих работах предполагается, что отображение φ :X→ Y липшицево, а
отображение f :X→Y накрывающее. Мы приведем здесь оценку снизу расстояния от произ-
вольного x0∈X до точек совпадения отображений f, φ :X→Y для (q1, q2) -метрических про-
странств. Соответствующий результат для метрических пространств вытекает из этой оценки
при q1= q2=1.

Пусть (X, ρ) — (q1, q2) -метрическое пространство, Y ̸= ∅, и пусть задано отображение
η :Y 2→R+. Никаких требований к «расстоянию» η в Y не предъявляется. Будем предпола-
гать, что отображение f :X→Y является α -накрывающим, α> 0, т. е.

∀x ∈ X ∀y′ ∈ Y ∃x′ ∈ X fx′ = y′, ρ(x′, x) ≤ α−1η(y′, fx),

а отображение φ :X→Y — β -липшицевым:

∀x, u ∈ X η(φx, φu) ≤ βρ(x, u).

Так как f является α -накрывающим, то можно определить многозначное отображение

f−1 : Y ⇒ X, f−1y = {x ∈ X : fx = y}.

Для каждого y∈Y значениями этого отображения являются непустые множества, отображе-
ние f−1 является липшицевым с коэффициентом β=α−1.
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Для получения оценки точки совпадения запишем уравнение fx=φx в виде равносильного
включения

x ∈ f−1φx.

Применяя к этому включению предложение 4, получим
П р е д л о ж е н и е 5. Если при некотором x0 ∈X выполнено ρ(x0, f

−1φx0)> 0, то
в открытом шаре Bo

X(x0, r) радиуса r=(αq1+βq2)
−1α ρ(x0, f

−1φx0) нет точек совпадения
отображений f, φ.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предложения 4 в силу того, что композиция
f−1φ :X⇒X является α−1β -липшицевым отображением.

В заключение получим соответствующую оценку для точек совпадения многозначных отоб-
ражений F,Φ :X⇒ Y. Элемент x̃∈X называют точкой совпадения этих отображений, если
F (x̃)∩Φ(x̃) ̸= ∅.

Пусть, как и выше (X, ρ) — (q1, q2) -метрическое пространство, на Y ̸=∅ задано «расстоя-
ние» η :Y 2→R+. Будем предполагать, что отображение F :X⇒Y является α -накрывающим,
α> 0, т. е.

∀x ∈ X ∀y ∈ F (x) ∀y′ ∈ Y ∃x′ ∈ X y′ ∈ Fx′, ρ(x′, x) ≤ α−1η(y′, y),

а отображение Φ :X⇒Y — β -липшицевым:

∀x, u ∈ X H(Φx,Φu) ≤ βρ(x, u).

Здесь H — расстояние по Хаусдорфу, порожденное отображением η :

∀U, V ⊂Y H(U, V )=min{H+(U, V ),H+(V,U)},
H+(U, V )= sup

u∈U
η(u, V ), η(u, V )= inf

v∈V
η(u, v).

Так как F является α -накрывающим, то можно определить многозначное отображение

F−1 : Y ⇒ X, F−1y = {x ∈ X : y ∈ Fx}.

Очевидно, F−1y ̸= ∅ при любом y ∈ Y. Отображение F−1 является липшицевым с коэффи-
циентом β=α−1. Запишем условие Fx∩Φx ̸= ∅ в виде равносильного соотношения

x ∈ F−1Φ x.

К этому включению применимо предложение 4, поскольку композиция F−1Φ:X⇒X является
α−1β -липшицевым отображением. Таким образом, справедливо

П р е д л о ж е н и е 6. Если при некотором x0 ∈X выполнено ρ(x0, F
−1Φ x0)> 0, то

в открытом шаре Bo
X(x0, r) радиуса r=(αq1+βq2)

−1α ρ(x0, F
−1Φ x0) нет точек совпадения

отображений F,Φ.
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For single-valued and multi-valued mappings acting in a metric space X and satisfying the
Lipschitz condition, we propose a lower estimate of the distance from a given element x0∈X
to a fixed point. Thus, we find r > 0 such that there are no fixed points in the ball with
center at x0 of radius r. The proof follows directly from the triangle inequality. The result
is extended to (q1, q2) - metric spaces. An analogous estimate is obtained for coincidence
points of covering and Lipschitz mappings of metric spaces.
Keywords: fixed point; point of coincidence; metric space; Banach theorem; Nadler’s theorem;
lower estimate of the distance from a given element to a fixed point
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