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Рассмотрено пространство clos(X) замкнутых подмножеств произвольного неограни-
ченного (не обязательно сепарабельного) метрического пространства (X, �

X
) с метри-

кой ρcl
X
, предложенной в работе [Zhukovskiy E.S., Panasenko E.A. // Fixed Point Theory

and Applications. 2013:10]. Показано, что если любой замкнутый шар в пространстве
(X, �

X
) вполне ограничен, то сходимость в пространстве

(
clos(X), ρcl

X

)
последователь-

ности {Fi}∞i=1 к F равносильна ее сходимости по Вайсману, а именно, сходимости при
любом x∈X последовательности расстояний �

X
(x, Fi) к �

X
(x, F ).

Ключевые слова: пространство замкнутых подмножеств метрического пространства;
сходимость по Вайсману; метризуемость

Введение

Пусть (X, �X ) некоторое метрическое пространство и clos(X) — множество всех непустых
замкнутых подмножеств этого пространства. Для изучения свойств многозначных отображе-
ний, действующих в X, множество clos(X) стараются наделить топологической структурой,
по возможности сделать его метрическим, введя удобную в использовании и "информатив-
ную" метрику. На сегодняшний момент известно достаточно много способов топологизации,
а также метризации clos(X). Одной из топологий в clos(X) является так называемая топо-
логия Вайсмана (см., например, [1]), которая позволяет достаточно эффективно исследовать
ряд вопросов теории многозначных отображений [2]. В основе построения этой топологии ле-
жит введенное Р.А. Вайсманом определение сходимости последовательности множеств через
сходимость последовательности соответствующих функций расстояния до этих множеств [3],
а именно: последовательность {Fi}∞i=1 ⊂ clos(X) называется сходящейся по Вайсману к мно-
жеству F ∈ clos(X), если для любого x∈X выполнено �X (x, Fi)→ �X (x, F ), где �X (x, F )

.
=

.
= inf

f∈F
�X (x, f) — расстояние от точки x до множества F в пространстве X. Такая сходи-

мость, вообще говоря, более слабая, чем сходимость множеств в расширенной метрике Хау-
сдорфа dist, и совпадает с ней только в следующем случае:

Т е о р е м а 1. [4] Сходимость последовательности замкнутых множеств {Fi}∞i=1 к
множеству F по Хаусдорфу равносильна сходимости {Fi}∞i=1 к F по Вайсману тогда и
только тогда, когда пространство X вполне ограничено.

В связи с этим утверждением возникает вопрос: можно ли, и как именно, определить мет-
рику в clos(X) так, чтобы сходимость в этой метрике была равносильна сходимости по Вай-
сману? В работе [1] показано, что метризовать clos(X) с топологией Вайсмана можно тогда и
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только тогда, когда пространство X сепарабельно, и метрику в этом случае можно определить
равенством

ρ∗(F,G) .=
∞∑
i=1

2−1 · |�
X
(xi, F )− �

X
(xi, G)|

1 + |�
X
(xi, F )− �

X
(xi, G)| ∀F,G ∈ clos(X), (1)

где {xi}∞i=1 — счетное плотное подмножество X.

Очевидно, что ρ∗(F,G)<∞ для любых замкнутых множеств F,G⊂X, однако вычисление
ρ∗(F,G) для конкретных F,G∈ clos(X) по формуле (1) крайне затруднительно. В настоящей
работе мы рассмотрим пространство clos(X) с метрикой ρcl

X
, определенной в [5]. Эта метрика

также принимает конечные значения для любых замкнутых множеств, а для ее определения
не требуется сепарабельности пространства X. Мы покажем, что сходимость в этой метрике
равносильна сходимости по Вайсману в случае, когда каждый шар в пространстве X вполне
ограничен.

Основной результат

Введем еще некоторые обозначения: M
.
=X \M — дополнение к множеству M ⊂X;

Bo
X
(x0, r)

.
= {x∈X : �

X
(x, x0)< r}, B

X
(x0, r)

.
= {x∈X : �

X
(x, x0)� r} — открытый и, соответ-

ственно, замкнутый шары в пространстве X радиуса r>0 с центром в точке x0; Bo
X
(x0, 0)=

= ∅; d
X
(M1,M2)

.
= sup

x∈M1

�
X
(x,M2) — полуотклонение по Хаусдорфу множества M1 от M2;

dist
X
(M1,M2)

.
=max

{
d
X
(M1,M2); dX

(M2,M1)
}

— расстояние по Хаусдорфу между множе-
ствами M1, M2. Через clbd(X) будем обозначать множество всех ограниченных замкнутых
подмножеств X. Везде далее считаем, что метрическое пространство (X, �

X
) неограниченное.

то есть для некоторого (а, следовательно, и для любого) ξ ∈X выполнено sup
x∈X

�
X
(ξ, x)=∞.

Наделим clos(X) следующей метрикой. Зафиксируем произвольную точку θ∈X, обозна-
чим Bo

X
(r)

.
=Bo

X
(θ, r), B

X
(r)

.
=B

X
(θ, r). Для каждого r�0 определим оператор Sr :clos(X)→

→ clos(X) равенством

SrH
.
=H ∪Bo

X
(r) ∀H ∈ clos(X).

Далее, для любых F,G∈ clos(X) положим

ρo
X
(F,G)

.
=

∣∣�
X
(θ, F )− �

X
(θ,G)

∣∣,
ρS
X
(F,G)

.
= sup

r>0
min

{
dist

X

(
SrF,SrG

)
,
1

r

}
, (2)

ρcl
X
(F,G)

.
= ρo

X
(F,G) + ρS

X
(F,G). (3)

Свойства функции ρcl
X

подробно изучены в [5], в частности, доказано, что: ρcl
X

принимает
только конечные значения; ρcl

X
определяет метрику в пространстве clos(X); если простран-

ство (X, �
X
) полное, то и пространство clos(X) с метрикой ρcl

X
является полным. Также имеет

место следующий критерий сходимости последовательности замкнутых множеств в простран-
стве

(
clos(X), ρcl

X

)
.

Л е м м а 1. [5] Пусть F,Fi ∈ clos(X), i= 1, 2, ... . Тогда из сходимости ρcl
X
(Fi, F )→ 0

следует
�
X
(θ, Fi) → �

X
(θ, F ) и dist

X

(
SrFi,SrF

) → 0 ∀r > 0.
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Обратно: если �
X
(θ, Fi)→�

X
(θ, F ) и существует такое r0>0, что при всех r�r0 имеет

место сходимость dist
X

(
SrFi,SrF

)→ 0, то ρcl
X
(Fi, F )→ 0.

Метрика ρcl
X

не изменится, если вместо оператора Sr , который имеет неограниченные об-
разы, использовать оператор, значения которого будут ограниченными множествами (см. [6]),
а именно: пусть для произвольного r > 0 существует такое число R(r)> 0, что оператор
CR(r) : clos(X)→ clbd(X), определенный равенством

CR(r)H
.
=SrH ∩B

X
(R(r))=

(
H ∪Bo

X
(r)

)∩B
X
(R(r)) ,

удовлетворяет соотношению

dist
X

(
SrF,SrG

)
=dist

X

(
CR(r)F,CR(r)G

) ∀ F,G∈ clos(X), ∀ r > 0,

тогда ρS
X

можно вычислять по формуле

ρS
X
(F,G)= sup

r>0
min

{
dist

X

(
CR(r)F,CR(r)G

)
,
1

r

}
. (4)

Очевидно, что вследствие неограниченности метрического пространства X для каждого
r>0 найдется такой элемент x̃r∈X, что R0(r)

.
=�

X
(θ, x̃r)�r. Легко проверить, что в качестве

R(r) можно взять

R(r)
.
=R0(r)+ 2r. (5)

Таким образом, мы можем находить ρS
X

и по формуле (2), и по формуле (4). Стоит отме-
тить, что первую формулу удобнее использовать для вычисления расстояний между конкрет-
ными множествами, а вторая позволяет применять утверждения, справедливые для простран-
ства (clbd(X),dist

X
) при изучении свойств пространства

(
clos(X), ρcl

X

)
, в чем мы убедимся

ниже.
Т е о р е м а 2. Пусть (X, �

X
) неограниченное метрическое пространство, в котором

каждый шар вполне ограничен. Последовательность {Fi}∞i=1 ⊂ clos(X) сходится к множе-
ству F ∈ clos(X) относительно метрики ρcl

X
тогда и только тогда, когда {Fi}∞i=1 сходится

к F по Вайсману.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть имеет место сходимость ρcl

X
(Fi, F )→ 0. Тогда, согласно

лемме 1, для любого r > 0 выполнено

dist
X

(
SrFi,SrF

)→ 0.

Зафиксируем произвольную точку x∗ ∈X. Определим �∗ .= �X (x
∗, F ), r∗ .= �∗ + �X (θ, x

∗)+ 1.
Тогда

�
X

(
x∗, Bo

X
(r∗)

)
� �

X

(
θ,Bo

X
(r∗)

)− �
X
(x∗, θ)� r∗− �

X
(x∗, θ)= �∗+1.

Следовательно, �
X
(x∗, F )>�

X

(
x∗, Bo

X
(r∗)

)
и �

X
(x∗, Fi)>�X

(
x∗, Bo

X
(r∗)

)
при всех достаточно

больших номерах i. Из этих неравенств следует, что �
X
(x∗, F )= �

X

(
x∗,Sr∗F

)
и �

X
(x∗, Fi)=

= �
X

(
x∗,Sr∗Fi

)
. Окончательно получаем:

|�
X
(x∗, Fi)− �

X
(x∗, F )|= |�

X
(x∗,Sr∗Fi)− �

X
(x∗,Sr∗F )|� dist

X

(
Sr∗Fi,Sr∗F

)→ 0,

то есть {Fi}∞i=1 сходится к F по Вайсману.
Докажем обратное утверждение. Пусть для любого x∈X выполнено соотношение

|�
X
(x, Fi)− �

X
(x, F )|→ 0. (6)
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Обозначим r0
.
= �

X
(θ, F ), ri

.
= �

X
(θ, Fi) Прежде всего, очевидно, имеет место сходимость

|ri− r0| → 0. Выберем произвольное r, удовлетворяющее неравенству r � r0 + 1. Тогда
BX (r)∩F �=∅ и BX (r)∩Fi �=∅ при достаточно больших i. Далее, определим R(r) по фор-
муле (5); отметим, что R(r)� 3r. Так как в шаре BX (r) есть точки множества F, то для
любого x∈B

X
(r) выполнено

�
X

(
x, F ∩B

X

(
R(r)

))
� 2r.

В то же время

�
X

(
x, F ∩Bo

X

(
R(r)

))
� �

X

(
θ,Bo

X

(
R(r)

))− �
X
(θ, x) � R(r)− r � 2r.

Следовательно, для K(r)
.
= F ∩B

X

(
R(r)

)
имеем �

X
(x, F ) = �

X

(
x,K(r)

)
. Аналогично, для

любого i, начиная с некоторого, имеет место равенство �
X
(x, Fi) = �

X

(
x,Ki(r)

)
, где

Ki(r)
.
=Fi ∩BX

(
R(r)

)
. Теперь из (6) получаем соотношение∣∣�X

(
x,Ki(r)

)− �X

(
x,K(r)

)∣∣→ 0. (7)

Определим метрическое пространство Xr
.
=B

X

(
R(r)

)
, которое, согласно условию теоре-

мы, вполне ограничено, и покажем, что в этом пространстве последовательность
{
CR(r)Fi

}∞
i=1

сходится к множеству CR(r)F по Вайсману, а следовательно, в силу теоремы 1, и по Хаусдор-
фу.

Очевидно, что для любого x∈Bo
X
(r)∩B

X

(
R(r)

)
∣∣�X

(
x,CR(r)Fi

)− �X

(
x,CR(r)F

)∣∣→ 0, (8)

так как в этом случае �
X

(
x,CR(r)Fi

)
= �

X

(
x,CR(r)Fi

)
= 0 при всех i. Предположим, что

x∈Bo
X
(r). Тогда возможны следующие ситуации:

1) �X

(
x,K(r)

)
>�X

(
x,Bo

X
(r)

)
. Тогда существует такой номер I, что при всех i> I спра-

ведливо неравенство �
X
(x,Ki(r))>�X

(
x,Bo

X
(r)

)
. Значит при достаточно больших i выпол-

нено �
X

(
x,CR(r)F

)
= �

X

(
x,CR(r)Fi

)
= �

X

(
x,Bo

X
(r)

)
, то есть соотношение (8) имеет место.

2) �
X

(
x,K(r)

)
<�

X

(
x,Bo

X
(r)

)
. Тогда найдется такой номер I, что для любого i> I выпол-

нено �
X
(x,Ki(r))<�X

(
x,Bo

X
(r)

)
. Следовательно, �

X

(
x,CR(r)F

)
=�

X

(
x,K(r)

)
, �

X

(
x,CR(r)Fi

)
=

= �
X

(
x,Ki(r)

)
, и учитывая (7) получаем соотношение (8).

3) �
X
(x,K(r))=�

X

(
x,Bo

X
(r)

)
. В этом случае можно считать, что {Ki(r)}∞i=1={Kik(r)}∞k=1∪

∪{Kjk(r)}∞k=1, где {ik}∞k=1∪{jk}∞k=1={1, 2, 3, ...}, �X

(
x,Kik(r)

)
��

X

(
x,Bo

X
(r)

)
и �

X

(
x,Kjk(r)

)
<

< �X

(
x,Bo

X
(r)

)
для любого k. Тогда, очевидно,∣∣�

X

(
x,CR(r)Fik

)− �
X

(
x,CR(r)F

)∣∣=0,
∣∣�

X

(
x,CR(r)Fjk

)− �
X

(
x,CR(r)F

)∣∣→ 0.

Таким образом, соотношение (8) имеет место и в этом случае.
Сходимость последовательности {Fi}∞i=1 к множеству F в метрике ρcl

X
теперь следует из

леммы 1. �
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We consider the space clos(X) of closed subsets of unbounded (not necessarily separable)
metric space (X, �

X
) endowed with the metric ρcl

X
introduced in [Zhukovskiy E.S.,

Panasenko E.A. // Fixed Point Theory and Applications. 2013:10]. It is shown that if
any closed ball in the space (X, �X ) is totaly bounded, then convergence in the space(
clos(X), ρcl

X

)
of a sequence {Fi}∞i=1 to F is equivalent to convergence in the sense of

Wijsman, that is to convergence for each x∈X of the distances �
X
(x, Fi) to �

X
(x, F ).

Key words: space of closed subsets of a metric space; Wijsman convergence; metrizability
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