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В статье предлагается матричная формула для вычисления градиента нейросетевой
функции ∇W f(X ;W ) по вектору оптимизируемых параметров W.
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Нейронная сеть прямого распространения (см., например, [1]) представляет собой компози-
цию чередующихся линейных и покоординатных нелинейных отображений, при этом матрицы
линейных отображений считаются параметрами сети. В отличие от обычных регрессионных
моделей, оптимизируемые параметры входят в нейронную сеть нелинейным образом. Для оп-
тимизации (обучения) нейронной сети нужно уметь вычислять градиент сети по вектору па-
раметров. Формулы для градиента были получены рядом авторов (обычно принято ссылаться
на [2]) и соответствующий метод оптимизации был назван алгоритмом обратного распростра-
нения ошибок (backpropagation). В рекуррентном координатном виде эти формулы имеются
во всех руководствах по нейронным сетям. Нам не удалось найти в литературе матричную
версию записи этих формул и мы предлагаем такую версию в данной заметке.

1. Нейросетевые функции.

Везде далее векторы X ∈Rn считаются столбцами [x1, . . . , xn]
T . Покомпонентное произ-

ведение (произведение Адамара) матриц A и B одинаковой размерности обозначается A◦B .
Покоординатное отображение Σ :Rn→Rn , определяемое формулой

Σ(X) = Σ([x1, . . . , xn]
T ) = [σ1(x1), . . . , σk(xn)]

T ,

т. е. прямая сумма n функций σi :R1 →R1 , обозначается двойной стрелкой Σ :Rn ⇒Rn .
Действие такого отображения на вектор X можно считать «операторным» произведением
Адамара столбцов Σ= [σ1, . . . , σk]

T и X = [x1, . . . , xn]
T , т. е. Σ(X) = Σ ◦X . Нейросетевой

функцией f :Rn →R1 мы называем функцию вида

f : Rn W1−−→ Rn1 ⇒Σ1 Rn1
W2−−→ Rn2 ⇒Σ2 Rn2

W3−−→ . . .
Wk−1−−−→ Rnk−1 ⇒ΣkΓ Rnk−1

Wk−−→ R1 →Σk R1(1)

где Wi – линейные отображения и Σi=[σi1, . . . , σini ]
T – покоординатные отображения. Функ-

ции σij :R1 →R1 называются функциями активации; их выбор важен в теории нейронных
сетей, но мы здесь можем считать, что это произвольные кусочно дифференцируемые функ-
ции. Заметим, что Σk = [σk1]

T =σk , так как nk =1 . Отображение f можно записать в виде

f(X) = f(X;W ) = Σk(Wk · Σk−1(Wk−1 · Σk−2 · · · · Σ2(W2 · Σ1(W1 ·X)) . . . )) , (2)
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или в виде произведения (порядок действий – справа налево)

f(X) = f(X;W ) = Σk ◦Wk · Σk−1 ◦Wk−1 · Σk−2 · · · · Σ2 ◦W2 · Σ1 ◦W1 ·X, (3)

где X = [x1, . . . , xn]
T ∈ Rn и Wi – матрицы одноименных линейных отображений Wi . Эти

матрицы мы считаем параметрами отображения f(X;W ) , таким образом вектор параметров
W = (Wk, . . . ,W1) состоит из ni × ni−1 матриц Wi ( nk = 1 , n0 = n ). Положим еще
N1(X)=W1 ·X и Ni+1(X)=Wi+1 ·Σi(Ni(X)) , тогда

f(X;W ) = Σk(Wk ·Σk−1(Wk−1 ·Σk−2 · · · ·Σ2(W2 ·Σ1(W1 ·X︸ ︷︷ ︸
N1

)

︸ ︷︷ ︸
N2

) . . .

︸ ︷︷ ︸
Nk−1

)

︸ ︷︷ ︸
Nk

)

и
f(X;W ) = Σk(Nk) = Σk(Wk · Σk−1(Nk−1)) = . . . ,

где Ni – столбец размерности ni . Заметим, что при k=1 и тождественной функции активации
σ1 нейросетевая функция является (однородной) линейной функцией n переменных.

2. Нейросетевые функции и нейронные сети.

Нейросетевая функция вида (1) задает однородную k -слойную нейронную сеть прямого
распространения с n -мерным входом и одномерным выходом. Количество внутренних слоев
равно k−1 , при этом i -тый слой содержит ni нейронов. Термин однородная в данном контек-
сте не является общепринятым и указывает на то, что все промежуточные линейные отобра-
жения являются однородными. Чтобы получить из однородной сети обычную (неоднородную)
сеть, в которой линейные отображения дополнены смещениями (bias), нужно потребовать,
чтобы:

(a) все входные векторы имели вид X = [x1, . . . , xn−1, 1]
T ;

(b) последние строки всех матриц Wi c i< k имели вид [0, . . . , 0, 1] ;

(c) последние функции σini в столбцах Σi с i< k были тождественными.

В этом случае однородная сеть будет эквивалентна k -слойной неоднородной нейронной сети
с (n− 1) -мерным входом и одномерным выходом. Каждый внутренний слой такой сети будет
содержать ni− 1 «настоящих» нейронов и один (последний) «фиктивный», ответственный за
смещения. При k=1 и тождественной функции активации σ1 описанный переход соответ-
ствует стандартному переходу от однородной множественной регрессии к обычной (неоднород-
ной) путем добавления в множество независимых переменных (предикторов) дополнительного
предиктора, тождественно равного единице.

3. Градиент ∇W f(X;W ) нейросетевой функции с n=n1= · · ·=nk =1 .

Если n=n1= · · ·=nk =1 , то все Wi - числа wi , все Σi - функции σi и

f(x) = f(x;W ) = σk(wkσk−1(wk−1σk−2(wk−2σk−3 . . . σ2(w2σ1(w1x)) . . . ))) . (4)

В этом случае применение цепного правила дифференцирования не вызывает затруднений и
для градиента

∇W f = (∇wk
f,∇wk−1

f,∇wk−2
f . . . ,∇w1f)
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мы получаем

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇wk
f =

︷ ︸︸ ︷
σ′k(Nk)σk−1(Nk−1)

∇wk−1
f =σ′k(Nk)wk︸ ︷︷ ︸ ︷ ︸︸ ︷

σ′k−1(Nk−1)σk−2(Nk−2)

∇wk−2
f =σ′k(Nk)wk︸ ︷︷ ︸ σ′k−1(Nk−1)wk−1︸ ︷︷ ︸ ︷ ︸︸ ︷

σ′k−2(Nk−2)σk−3(Nk−3)

...................................................................................................

∇w1f =σ′k(Nk)wk︸ ︷︷ ︸ σ′k−1(Nk−1)wk−1︸ ︷︷ ︸ σ′k−2(Nk−2)wk−2︸ ︷︷ ︸ . . . ︷ ︸︸ ︷
σ′1(N1)x

(5)

(фигурные скобки указывают на периодичность в структуре формул) или, опуская для крат-
кости аргументы Ni ,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇wk
f =

︷ ︸︸ ︷
σ′k σk−1

∇wk−1
f =σ′k wk︸ ︷︷ ︸ ︷ ︸︸ ︷

σ′k−1 σk−2

∇wk−2
f =σ′k wk︸ ︷︷ ︸ σ′k−1wk−1︸ ︷︷ ︸ ︷ ︸︸ ︷

σ′k−2 σk−3

..............................................................

∇w1f =σ′k wk︸ ︷︷ ︸ σ′k−1wk−1︸ ︷︷ ︸ σ′k−2wk−2︸ ︷︷ ︸ . . . σ′2w2︸ ︷︷ ︸ ︷︸︸︷σ′1 x .

(6)

Чтобы написать рекуррентную формулу, положим, по-прежнему опуская в обозначениях ар-
гументы,

Δi = Δi+1wi+1 σ
′
i , (7)

где i= k, . . . , 1 и Δk+1 =wk+1 =1 , и пусть σ0 =x , тогда

∇wif = Δi σi−1 . (8)

4. Градиент ∇W f(X;W ) нейросетевой функции в общем случае.

В общем случае компоненты ∇Wif(X;W ) градиента ∇W f(X;W ) нейросетевой функции
могут быть записаны в виде, аналогичном (5). Компоненту ∇Wif(X;W ) градиента, состо-
ящую из ni × ni−1 скалярных компонент, мы будем считать матрицей такого же размера,
как и Wi . Применение цепного правила в таких обозначениях нельзя назвать совсем простой
задачей. Для записи формул нам потребуются три вида поизведений матриц: обычное произ-
ведение A ·B столбца A на строку B , произведение Адамара A ◦B двух столбцов и «обра-
щенное» обычное произведение A •B =B ·A столбца A на матрицу B . Как и в формулах
(6), мы опускаем, для краткости, аргументы Ni у отображений Σi(Ni) и Σ′

i(Ni) . Напомним,
что Ni – это столбец размерности ni . Итак,

Для нейросетевой функции

f(X;W ) = Σk(Wk · Σk−1(Wk−1 · Σk−2 · · · · Σ2(W2 · Σ1(W1 ·X)) . . . ))
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имеют место формулы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇Wk
f =

︷ ︸︸ ︷
Σ′
k ·Σ T

k−1

∇Wk−1
f =Σ′

k •W T
k︸ ︷︷ ︸ ◦ ︷ ︸︸ ︷

Σ′
k−1 ·Σ T

k−2

∇Wk−2
f =Σ′

k •W T
k︸ ︷︷ ︸ ◦Σ′

k−1 •W T
k−1︸ ︷︷ ︸ ◦

︷ ︸︸ ︷
Σ′
k−2 ·Σ T

k−3

..........................................................................................

∇W1f =Σ′
k •W T

k︸ ︷︷ ︸ ◦Σ′
k−1 •W T

k−1︸ ︷︷ ︸ ◦Σ′
k−2 •Wr−2︸ ︷︷ ︸ . . . Σ′

2 •W T
2︸ ︷︷ ︸◦ ︷ ︸︸ ︷

Σ′
1 ·X T .

(9)

З а м е ч а н и я.
1. Фигурные скобки указывают на периодичность в структуре формул, а не на порядок

действий. Порядок действий в (9)– слева направо.
2. Произведение Σ′

k •W T
k можно заменить на Σ′

k ·W T
k (поскольку Σ′

k – скаляр) и знак •
используется в этом случае только для того, чтобы подчеркнуть периодичность в структуре
формул.

3. Чтобы написать рекуррентную формулу, положим, по-прежнему опуская в обозначениях
аргументы,

Δi = Δi+1 •W T
i+1 ◦ Σ′

i = (W T
i+1 ·Δi+1) ◦ Σ′

i , (10)

где i= k, . . . , 1 и Δk+1 =W T
k+1 =1 , и пусть Σ0=X , тогда

∇Wif = Δi · ΣT
i−1 . (11)

4. Δi – это ni -мерный столбец и ΣT
i−1 – это ni−1 -мерная строка, и потому ∇Wif – это

ni×ni−1 -матрица.
5. В рекуррентной версии формул удается заменить «обращенное» произведение матриц •

обычным.

5. Доказательство формул (9).

Формулы (9) немедленно следуют из равенств

∇Wrf = (∇Σrf) ◦Σ′
r · Σr−1 (12)

∇Σrf = (∇Σr+1f) ◦ Σ′
r+1 • W T

r+1 , (13)

которые мы и будем проверять. Нам потребуются следующее правило вычисления градиента,
согласованное с нашим соглашением о матричной записи производных по матрицам: если A –
строка и B – столбец, то

∇A(A · B) = BT . (14)

Далее, обозначим через W i
r i -ю строку матрицы Wr = {W i

r}i и через Σi
r – i -тый элемент

столбца Σr={Σi
r}i . В частности, ∇Wr ={∇W i

r
}i и ∇Σr ={∇Σi

r
}i . Проверим теперь равенство

(12):
∇Wrf = {∇W i

r
f}i = {∇Σi

r
f · ∇W i

r
Σi
r}i = {∇Σi

r
f · ∇W i

r
(Σi

r (W
i
r · Σr−1))}i =

= {∇Σi
r
f · Σi

r
′ · ΣT

r−1}i = (∇Σrf) ◦ Σ′
r · ΣT

r−1 .

Равенство (13) запишем покоординатно

{∇Σi
r
f}i = {(∇Σr+1f) ◦ Σ′

r+1 • (W T
r+1)

i}i
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и проверим равенство соответствующих координат:

∇Σi
r
f = 〈∇Σr+1f ,∇Σi

r
Σr+1〉 = 〈∇Σr+1f ,∇Σi

r
(Σr+1(Wr+1Σr))〉 =

= 〈∇Σr+1f ,Σ
′
r+1 ◦ (W T

r+1)
i〉 = 〈∇Σr+1f ◦Σ′

r+1 , (W
T
r+1)

i〉 = (∇Σr+1f) ◦ Σ′
r+1 • (W T

r+1)
i

(здесь 〈 , 〉 – скалярное произведение).
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