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Рассматривается задача Коши для нелинейного функционально-дифференциального
уравнения общего вида с вольтерровыми отображениями. Получены условия существо-
вания единственного глобального решения, условия существования единственного пре-
дельно продолженного решения. Используются редукция к операторному уравнению с
вольтерровым оператором в пространстве непрерывных функций.
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Теория линейных функционально-дифференциальных уравнений и ряд фундаментальных
результатов о нелинейных функционально-дифференциальных уравнениях получены науч-
ным коллективом Н.В. Азбелева (см. монографии [1], [2] и содержащиеся в них библиогра-
фические списки). Наиболее востребованными и содержательными являются результаты о
функционально-дифференциальных уравнениях с вольтерровыми отображениями. Такими
уравнениями описывается динамика различных процессов, и именно такие уравнения насле-
дуют многие свойства обыкновенных дифференциальных уравнений. В статье исследуются
вопросы разрешимости задачи Коши нелинейного функционально-дифференциального урав-
нения с вольтерровыми отображениями.

1. Определение решения уравнения с вольтерровым оператором

Пусть заданы банаховы пространства Ei = Ei([0, T ],Rn), i= 1, 2, функций, определен-
ных на [0, T ] и имеющих значения в Rn. Оператор F :E1 →E2 называют вольтерровым
(по А.Н. Тихонову), если для любого τ ∈ (0, T ] и любых x, u∈E1 из равенства x(t)=u(t) на
[0, τ ] следует, что (Fx)(t)= (Fu)(t) на [0, τ ].

Пусть задана функция y ∈E2. Рассмотрим уравнение

(Fx)(t) = y(t), t ∈ [0, T ]. (1)

Вольтерровость оператора F : E1 →E2 позволяет определить решение этого уравнения не
только на всем [0, T ], но и на отрезке [0, τ ], τ ∈(0, T ]. Приведем соответствующие определения
из [3], [4].
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Определим пространства Ei([0, τ ],R), i=1, 2, функций xτ : [0, τ ]→R, являющихся суже-
ниями на [0, τ ] функций из Ei([0, T ],R). Положим

‖xτ‖Ei([0,τ ],R)
= inf

{‖x‖E([0,T ],R) : x(t) = xτ (t), t ∈ [0, τ ]
}
.

С такой нормой пространство Ei([0, τ ],R) становится банаховым (см. [5; с. 129]).
Определим оператор P τ

Ei
сужения функций из Ei([0, T ],R) не отрезок [0, τ ], т. е.

P τ
Ei

: Ei([0, T ],R) → Ei([0, τ ],R), (P τ
Ei
x)(t) = x(t) ∀t ∈ [0, τ ].

Далее определим оператор Πτ
Ei

:Ei([0, τ ],R)→Ei([0, T ],R), продолжающий произвольно функ-
цию xτ ∈Ei([0, τ ],R) до определенной из всем [0, T ] функции x∈Ei([0, T ],R).

Функцию xτ ∈E1([0, τ ],R) называют определенным на [0, τ ] решением уравнения (1), если
ее продолжение x∈E1([0, T ],R) удовлетворяет этому уравнению при t∈ [0, τ ], или, другими
словами, если выполнено

P τ
E2
F Πτ

E1
xτ = P τ

E2
y.

Определенное на [0, τ ] решение при τ <T называют локальным; определенное на всем [0, T ]
решение — глобальным. Ели для функции xη : [0, η)→R, η ∈ (0, T ], ее сужение xτ на [0, τ ]
при любом τ ∈ (0, η) является локальным решением уравнения (1) и ‖xτ‖E1([0,τ ],R)→∞ при
τ → η − 0, то xη называют предельно продолженным решением уравнения (1). Локальное
решение xτ называют частью локального, глобального или предельно продолженного решения
xς , а решение xς — продолжением решения xτ , если ς > τ и xτ (t)= xς(t) при t∈ [0, τ ].

2. Существование и оценки решений задачи Коши для нелинейного
функционально-дифференциального уравнения общего вида

Будем обозначать: L = L([0, T ],Rn) — банахово пространство суммируемых функций

y : [0, T ]→ Rn, ‖y‖L =
t∫
0

|y(t)|dt; AC = AC([0, T ],Rn) — банахово пространство абсолютно

непрерывных функций x : [0, T ]→Rn, производная которых ẋ∈L, с нормой ‖x‖AC = |x(0)|+
+ ‖ẋ‖L; C =C([0, T ],Rn) — банахово пространство непрерывных функций x : [0, T ]→Rn,
‖x‖C =maxt∈[0,T ] |x(t)|.

Пусть заданы: линейный вольтерров оператор L :AC([0, T ],R)→L([0, T ],R), произвольный
(вообще говоря, нелинейный) вольтерров оператор F :AC([0, T ],R)→L([0, T ],R) и α∈R. Для
функционально-дифференциального уравнения

Lx = Fx (2)

рассмотрим задачу Коши с начальным условием

x(0) = α. (3)

Для редукции этой задачи к операторному уравнению выберем произвольную функцию
f ∈L([0, T ],R) и введем задачу Коши для соответствующего линейного уравнения

Lx = f, x(0) = α. (4)

При естественных предположениях (а именно, в случае вольтерровой обратимости главной
части оператора L , подробнее см. [1; с. 35]) задача (4) имеет единственное решение, и это
решение представимо в виде

x(t) = αX(t) +

t∫
0

C(t, s) f(s) ds, (5)
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где X(·)∈AC([0, T ],R) — фундаментальное решение однородного уравнения Lx=0, C(t, s)

— функция Коши, а выражение
t∫
0

C(t, s) f(s) ds называют оператором Коши. Такая запись

линейного ограниченного оператора Коши f ∈L([0, T ],R) 	→
(·)∫
0

C(·, s) f(s) ds∈AC([0, T ],R) яв-

ляется следствием интегрального представления любого линейного ограниченного оператора
L([0, T ],R)→AC([0, T ],R) (см. [6; c. 302–305]). Согласно этому представлению функция Коши
C(t, s) измерима (по плоской мере) и существенно ограничена. Вследствие вольтерровости ин-
тегрального оператора Коши выполнено C(t, s)= 0 при s> t (см., например, [7; теорема 3]),
что позволяет этот оператор записывать как интеграл на множестве [0, t], а не на всем отрез-
ке [0, T ]. Свойства функции Коши конкретных линейных функционально-дифференциальных
уравнений изучены в [8].

Используя соотношение (5), перепишем задачу (2), (3) в виде эквивалентного уравнения

x(t) = αX(t) +

t∫
0

C(t, s) (Fx)(s) ds. (6)

Для исследования уравнения (6) мы воспользуемся предложенными в [3], [4], [9], [10] подходами
и полученными в этих работах результатами об операторных уравнениях Вольтерры.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть q≥0. Вольтерров оператор F̃ :C([0, T ],R)→L([0, T ],R) назо-
вем вольтеррово q -липшицевым, если для любых ς ∈ [0, T ), x0ς ∈C([0, ς],R) и r>0 существу-
ет такое τ = τ(ς, x0ς , r)∈ (0, T − ς], что для произвольных u, ũ∈C([0, T ],R), удовлетворяющих
соотношениям

u(t) = ũ(t) = x0ς (t) ∀t ∈ [0, ς], max
t∈[ς,ς+τ ]

|u(t)− u(ς)| ≤ r, max
t∈[ς,ς+τ ]

|ũ(t)− ũ(ς)| ≤ r,

выполнено неравенство

ς+τ∫
ς

∣∣(F̃ u)(t)− (F̃ ũ)(t)
∣∣ dt ≤ q max

t∈[ς,ς+τ ]
|u(t)− ũ(t)|. (7)

Если F̃ удовлетворяет определению 1, то при любом положительном τ̃ < τ(ς, xς , r), для
произвольных u, ũ∈C([0, T ],R) из соотношений

u(t) = ũ(t) = x0ς (t) ∀t ∈ [0, ς], max
t∈[ς,ς+τ̃ ]

|u(t)− u(ς)| ≤ r, max
t∈[ς,ς+τ̃ ]

|ũ(t)− ũ(ς)| ≤ r

следует неравенство

ς+τ̃∫
ς

∣∣(F̃ u)(t)− (F̃ ũ)(t)
∣∣ dt ≤ q max

t∈[ς,ς+τ̃ ]
|u(t)− ũ(t)|.

Действительно, функции u, ũ∈C([0, T ],R),

u(t) =

{
u(t), при t∈ [0, τ̃ ],
u(τ̃), при t∈ (τ̃ , T ];

ũ(t) =

{
ũ(t), при t∈ [0, τ̃ ],
ũ(τ̃ ), при t∈ (τ̃ , T ],

удовлетворяют оценкам max
t∈[ς,ς+τ ]

|u(t)−u(ς)|≤ r, max
t∈[ς,ς+τ ]

|ũ(t)− ũ(ς)|≤ r, что позволяет восполь-
зоваться неравенством (7) и получить требуемое неравенство.
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Заметим, что при ς=0 для вольтеррово q -липшицева оператора имеет место соотношение

∀x0 ∈R ∀r > 0 ∃τ = τ(0, x0, r) ∀u, ũ∈C([0, T ],R)

u(0)= ũ(0)= x0, max
t∈[0,τ ]

|u(t)− x0| ≤ r, max
t∈[0,τ ]

|ũ(t)− x0| ≤ r ⇒
τ∫

0

|(F̃ u)(t)− (F̃ ũ)(t)| dt≤ q max
t∈[0,τ ]

|u(t)− ũ(t)|.

О п р е д е л е н и е 2. Оператор F̃ :C([0, T ],R)→L([0, T ],R) назовем равномерно вольтер-
рово q -липшицевым, если этот оператор вольтеррово q -липшицев и константа τ не зависит
от значений R, r, ς.

Важно, что даже равномерно вольтеррово q -липшицев оператор F̃ не обязательно явля-
ется ограниченным и непрерывным. Приведем соответствующий

П р и м е р 1. Пусть ϕ : C([0, 1],R) → R — линейный неограниченный функционал,
P 1
C :C([0, 3],R)→C([0, 1],R) — оператор сужения функций из C([0, 3],R) не отрезок [0, 1].

Определим линейный оператор F̃ :C([0, 3],R)→L([0, 3],R) соотношением

(F̃ x)(t) =

{
0, при t∈ [0, 2),

ϕP 1
Lx, при t∈ [2, 3],

Этот оператор, очевидно, не является ограниченным и, соответственно, непрерывным. В то же
время F̃ равномерно вольтеррово q -липшицев с константой q=0. Действительно, при τ =1
для любых x, u∈C([0, 3],R) выполнено (F̃ x)(t)= (F̃ u)(t) = 0, t∈ [0, 2], и для произвольного
ς ∈ [0, 2), если x(t)= u(t) на [0, ς], то (F̃ x)(t)= (F̃ u)(t), t∈ [0, ς +1].

Т е о р е м а 1. Пусть для некоторого c0≥ 0 выполнено |C(t, s)| ≤ c0, t∈ [0, T ], s∈ [0, t];
а вольтерров оператор F :AC([0, T ],R)→L([0, T ],R) допускает продолжение до вольтеррова
ограниченного оператора F̃ :C([0, T ],R)→L([0, T ],R). Тогда, если оператор F̃ вольтеррово
q -липшицев и q < 1/c0, то задача Коши (2), (3) разрешима, имеет единственное глобальное
или предельно продолженное решение, а всякое локальное решение является его частью.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим эквивалентное задаче (2), (3) уравнение (6), которое
в свою очередь, равносильно уравнению

x(t) = αX(t) +

t∫
0

C(t, s) (F̃ x)(s) ds (8)

в пространстве C([0, T ],R). Уравнение (8) — это уравнение вида x=Φx, в котором оператор

Φ : C([0, T ],R) → C([0, T ],R), (Φx)(t) = αX(t) +

t∫
0

C(t, s) (F̃ x)(s) ds

вольтерров. Покажем, что уравнение (8) имеет локальное решение.
Для произвольного τ ∈ (0, T ) определим отображения:

Πτ .=Πτ
C([0,T ],R) :C([0, τ ],R)→C([0, T ],R),

(Πτxτ )(t)=

{
xτ (t), если t∈ [0, τ ],
xτ (τ), если t∈ (τ, T ],

∀xτ ∈C([0, τ ],R);

P τ .
= P τ

C([0,T ],R) : C([0, T ],R) → C([0, τ ],R), (P τx)(t) = x(t), t ∈ [0, τ ], x ∈ C([0, T ],R).
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Определим постоянную функцию a(t)
.
=α, t∈ [0, T ]. Если a−Φa=0, то уравнение (8) раз-

решимо, функция a — его глобальное решение. Пусть a−Φa �=0, вычислим

r0 =
‖a− Φa‖C([0,T ],R)

1− c0q

и найдем значение τ = τ(0, α, r0), удовлетворяющее определению 1.
Действующий в пространстве C([0, τ ],R) оператор Φτ =P τΦΠτ отображает в себя шар

B0 .=BC([0,τ ],R)(P
τa, r0)⊂C([0, τ ],R) с центром в P τΦa и радиуса r0. Действительно, для

любого xτ ∈B0 выполнены неравенства

‖Φτxτ −P τa‖C([0,τ ],R)≤‖Φτxτ −P τΦa‖C([0,τ ],R)+ ‖P τΦa−P τa‖C([0,τ ],R)=

= max
t∈[0,τ ]

∣∣∣ t∫
0

C(t, s) (F̃Πτxτ )(s) ds−
t∫

0

C(t, s) (F̃ a)(s)ds
∣∣∣+ ‖P τΦa−P τa‖C([0,τ ],R)≤

≤ max
t∈[0,τ ]

τ∫
0

|C(t, s)| ∣∣(F̃Πτxτ )(s)− (F̃ a)(s)
∣∣ ds+ ‖a−Φa‖C([0,T ],R)≤

≤ c0q‖xτ −P τa‖C([0,τ ],R)+ ‖a−Φa‖C([0,T ],R)≤ c0qr0+(1− c0q)r0 = r0.

Кроме того, на шаре B0 оператор Φτ является сжимающим с коэффициентом c0q < 1. Со-
гласно теореме Банаха в шаре B0 существует единственный элемент xτ , удовлетворяющий
уравнению xτ =Φτxτ , и таким образом, уравнение (8) локально разрешимо.

Покажем, что уравнение (8) не может иметь два различных решения, определенных на
одном и том же отрезке. Предположим противное, пусть такими решениями являются uζ , ũζ ∈
∈ C([0, ζ],R). Положим

σ = inf{t ∈ [0, ς] : uζ(t) �= ũζ(t)}
(следовательно, uζ(t) = ũζ(t) на [0, σ] ). Определим функцию x0σ ∈C([0, σ],R) соотношением
x0σ(t)= uζ(t) ∀t∈ [0, σ] и положим

rσ
.
=

‖Πσx0σ − ΦΠσx0σ‖C([0,T ],R)

1− c0q
+ 1, τ

.
= τ(σ, x0σ , rσ).

Вследствие непрерывности функций uζ , ũζ можем так определить τ̃ ∈ (0, τ ], τ̃ ≤ ζ −σ, чтобы
выполнялись неравенства max

t∈[σ,σ+τ̃ ]
|uζ(t)− uζ(σ)| ≤ rσ, max

t∈[σ,σ+τ̃ ]
|ũζ(t)− ũζ(σ)| ≤ rσ. Положим

ς
.
=σ+ τ̃ и определим множество

Bσ .
=

{
xς ∈ C([0, ς],R) : xς(t) = x0σ(t) ∀t ∈ [0, σ], ‖xς − P ςΠσx0σ‖C([0,ς],R) ≤ rσ

}
.

Заметим, что сужения на [0, ς] решений uζ , ũζ являются элементами множества Bσ.

Оператор Φς =P ςΦΠς отображает в себя замкнутое множество Bσ⊂C([0, ς],R). Действи-
тельно, при любом xς ∈Bσ, во-первых, выполнено (ΦΠςxς)(t) = x0σ(t) на [0, σ]; и во-вторых,
справедливы неравенства

‖Φςxς −P ςΠσx0σ‖C([0,ς],R)≤‖Φςxς −P ςΦΠσx0σ‖C([0,ς],R)+ ‖P ςΦΠσx0σ −P ςΠσx0σ‖C([0,ς],R)=

max
t∈[σ,ς]

∣∣∣ t∫
σ

C(t, s) (F̃Πςxς)(s) ds−
t∫

σ

C(t, s) (F̃Πσx0σ)(s)ds
∣∣∣+ ‖P ςΦΠσx0σ −P ςΠσx0σ‖C([0,ς],R)≤
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≤ max
t∈[σ,ς]

ς∫
σ

|C(t, s)| ∣∣(F̃Πςxς)(s)− (F̃Πσx0σ)(s)ds)
∣∣ ds+ ‖ΦΠσx0σ −Πσx0σ‖C([0,T ],R)≤

≤ c0q‖xς −P ςΠσx0σ‖C([0,ς],R)+ ‖ΦΠσx0σ −Πσx0σ‖C([0,T ],R)≤ c0qrσ +(1− c0q)(rσ − 1)≤ rσ.

Таким образом, согласно теореме Банаха во множестве Bσ существует единственное опре-
деленное на [0, ς] решение xς , уравнения (8). Это противоречит существованию в Bσ двух
различных локальных решений — сужений на [0, ς] решений uζ , ũζ .

Покажем, что любое локальное решение продолжаемо до глобального или предельно про-
долженного решения. Локальному решению xξ, так как оно единственное на [0, ξ], взаимно
однозначно соответствует его область определения и, соответственно, число ξ. Для множества
Ξ таких чисел найдем точную верхнюю границу η

.
=supΞ и определим на [0, η) функцию xη,

xη(t)= xξ(t), где значение ξ — любое, удовлетворяющее неравенству ξ > t (это определение
корректно в силу единственности на каждом отрезке локального решения). При увеличении
ξ значение ‖xξ‖C([0,ξ],R) не убывает. Положим R

.
= limξ→η−0 ‖xξ‖C([0,ξ],R). Если R=+∞, то

функция xη, t∈ [0, η), является предельно продолженным решением.
Пусть R<+∞. Сначала покажем, что в этом случае функцию xη, t∈ [0, η) можно доопре-

делить в точке η до непрерывной на отрезке [0, η] функции (т. е. существует limt→η xη(t) ),
которую мы будем обозначать x̃η .

Для любого ξ∈Ξ продолжение Πξxξ∈C([0, T ],R) на [0, T ] функции xξ∈C([0, ξ],R) удовле-
творяет оценке ‖Πξxξ‖C([0,T ],R)≤R. Вследствие ограниченности отображения F̃ :C([0, T ],R)→
→ L([0, T ],R) существует такое R′, что ‖F̃Πξxξ‖L([0,T ],R)≤R′. Определим некоторую после-
довательность {ξi}, сходящуюся к η. Вследствие вольтерровости отображения F̃ при п. в.
t ∈ [0, η] последовательность {(P ηF̃Πξixξi)(t)} сходится к измеримой функции fη, равной

fη(t)= (F̃Πξixξi)(t), где ξi>t может быть выбрано любым. Так как
η∫
0

|(F̃Πξixξi)(t)| dt≤R′, то

в силу теоремы Фату (см. [11; с. 133]) имеем
η∫
0

|fη(t)| dt≤R′, таким образом, fη ∈L([0, η],R).

Функция t∈[0, η]	→αX(t)+
t∫
0

C(t, s)fη(s)ds непрерывна на отрезке [0, η], а на полуинтервале [0, η)

выполнено равенство xη(t) =αX(t) +
t∫
0

C(t, s)fη(s) ds. Итак, x̃η(t) = αX(t) +
t∫
0

C(t, s)fη(s) ds,

t∈ [0, η].
Теперь покажем, что найденное локальное решение x̃η может быть продолжено, и тогда

будет получено противоречие с найденной выше верхней гранью η областей существования
всех локальных решений.

Если Πηx̃η−ΦΠηx̃η=0, то Πηx̃η является глобальным решением, продолжающим локаль-
ное решение x̃η. Пусть Πηx̃η −ΦΠηx̃η �=0. Положим

rη
.
=

‖Πηx̃η − ΦΠηx̃η‖C([0,T ],R)

1− c0q
, τ

.
= τ(η, x̃η , rη).

Положим ξ̃
.
= η+ τ и определим множество

Bη .
=

{
xξ̃ ∈ C([0, ξ̃],R) : xξ̃(t) = x̃η(t) ∀t ∈ [0, η], ‖xξ̃ − P ξ̃Πηx̃η‖C([0,ξ̃],R) ≤ rη

}
.

Оператор Φξ̃=P ξ̃ΦΠξ̃ отображает в себя замкнутое множество Bη⊂C([0, ξ̃],R). Действи-
тельно, при любом xξ̃ ∈Bη выполнено

(ΦΠξ̃xξ̃)(t) = x̃η(t) ∀t ∈ [0, η];
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‖Φξ̃xξ̃ −P ξ̃Πηx̃η‖
C([0,ξ̃],R)

≤‖Φξ̃xξ̃ −P ξ̃ΦΠηx̃η‖
C([0,ξ̃],R)

+ ‖P ξ̃ΦΠηx̃η −P ξ̃Πηx̃η‖C([0,ξ̃],R)=

= max
t∈[η,ξ̃]

∣∣∣ t∫
η

C(t, s) (F̃Πξ̃xξ̃)(s) ds−
t∫

η

C(t, s) (F̃Πηx̃η)(s)ds
∣∣∣+ ‖P ξ̃ΦΠηx̃η −P ξ̃Πηx̃η‖C([0,ξ̃],R)≤

≤ max
t∈[η,ξ̃]

t∫
η

|C(t, s)| ∣∣(F̃Πξ̃xξ̃)(s)− (F̃Πηx̃η)(s)
∣∣ ds+ ‖ΦΠηx̃η −Πηx̃η‖C([0,T ],R)≤

≤ c0q‖xξ̃ −P ξ̃Πηx̃η‖C([0,ξ̃],R)+ ‖ΦΠηx̃η −Πηx̃η‖C([0,T ],R)≤ c0qrη +(1− c0q)rη = rη.

Согласно теореме Банаха во множестве Bη существует единственное определенное на [0, ξ̃]
решение уравнения (8).

Таким образом, в ситуации R<+∞ получено противоречие. �

В теореме 1 свойство ограниченности оператора F̃ используется для доказательства про-
должаемости локальных решений, позволяя установить, что если определенная на полуин-
тервале [0, η) функция xη ограничена и ее сужение на любой отрезок является локальным
решением, то ее можно доопределить в точке η до непрерывной на отрезке [0, η] функции.
Это утверждение не потребуется, если предположить, что оператор F̃ равномерно вольтер-
рово q -липшицев.

Т е о р е м а 2. Пусть для некоторого c0≥ 0 выполнено |C(t, s)| ≤ c0, t∈ [0, T ], s∈ [0, t];
а вольтерров оператор F :AC([0, T ],R)→L([0, T ],R) допускает продолжение до вольтерро-
ва оператора F̃ :C([0, T ],R)→L([0, T ],R). Тогда, если оператор F̃ равномерно вольтеррово
q -липшицев и q < 1/c0, то задача Коши (2), (3) имеет единственное глобальное решение, а
всякое локальное решение является его частью.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя приведенные в доказательстве теоремы 1 рассужде-
ния и построения, можно показать, что уравнение (8) имеет определенное на [0, τ ] решение.
Далее, аналогично определяется продолжение локального решения. Так как теперь опера-
тор F̃ равномерно вольтеррово q -липшицев, то продолжение решения будет определено на
[0, 2τ ]. Полученное решение можно снова продолжить, причем, в силу равномерной вольтр-
ровой липшицевости на [0, 3τ ]. Продолжая аналогичные построения за конечное число шагов
будет получено единственное глобальное решение уравнения (8).

Для применения теорем 1,2 к конкретным уравнениям необходимы оценки функции Коши
(т. е. требуется знать значение c0) соответствующих линейных уравнений. С этой целью могут
быть использованы, например, результаты работ [12], [13].
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