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В статье получено утверждение об оценке близости решения возмущенного включения
к наперед заданной непрерывной функции. Рассмотрено приложение этого утвержде-
ния к дифференциальным включениям.
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Пусть X – банахово пространство с нормой || · ||X . Обозначим comp[X] – множество всех
непустых компактов пространства пространства X ; ρX [·, ·] – расстояние от точки до множе-
ства; hX [·, ·] – расстояние по Хаусдорфу в между множествами. Пусть Rn – арифметическое
пространство с нормой | · | , если A⊂Rn , то ||A||=sup{|a| :a∈A} . Пусть U ⊂ [a, b] – измери-
мое по Лебегу множество. Ln(U) – пространство суммируемых по Лебегу функций x :U →Rn

c нормой

||x||Ln(U) =

∫
U

|x(s)| ds;

Π[Ln[a, b]] – множество всех непустых, замкнутых, ограниченных, выпуклых по переключению
подмножеств пространства Ln[a, b]; Cn[a, b] – пространство непрерывных функций x : [a, b]→
→ Rn с нормой ||x||Cn[a,b]=max{|x(t)| : t∈ [a, b]} ; C1

+[a, b] – конус неотрицательных функций
пространства C1[a, b].

Рассмотрим в пространстве Cn[a, b] включение

x ∈ Ψ(x) + V Φ(x), (1)

где Ψ:Cn[a, b]→ comp[Cn[a, b]], Φ :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] – многозначные операторы, линейный
непрерывный интегральный оператор V :Ln[a, b]→Cn[a, b] определен равенством

(V z) (t) =

b∫
a

V (t, s)z(s)ds, t ∈ [a, b]. (2)

Включение (1) назовем возмущенным включением.
Под решением включения (1) будем понимать элемент x∈Cn[a, b], удовлетворяющий

(1). Таким образом, непрерывная функция x : [a, b]→Rn является решением включения (1)
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тогда и только тогда, когда найдутся такие элементы v ∈Ψ(x) и z ∈Φ(x) , что справедливо
равенство x= v+V z .

Пусть q0 ∈Cn[a, b], r0 ∈Ψ(q0) и w0 ∈Ln[a, b] . Представим функцию q0 в виде

q0 = r0 + V w0 + e, (3)

где e = q0 − r0 − V w0 . Предположим, что функция k ∈ L1[a, b] для каждого измеримого
U ⊂ [a, b] удовлетворяет неравенству

ρLn(U)[w0; Φ(q0)] �
∫
U
k(s)ds, (4)

а непрерывная функция ν : [a, b]→ [0,∞) определена соотношением

ν(t) =

b∫
a

|V (t, s)|k(s)ds + |e(t)|, (5)

где |V (t, s)| – согласованная с пространством Rn норма n×n матрицы V (t, s) в представле-
нии (2), e∈Cn[a, b] – функция в правой части равенства (3).

Будем говорить, что отображения V : Ln[a, b] → Cn[a, b], Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]],
Φ :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]] обладают свойством A, если найдутся непрерывные изотон-
ные операторы Γ :C1

+[a, b]→ L1
+[a, b] и P :C1

+[a, b]→R1 , удовлетворяющие условиям: для
любых x, y ∈Cn[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняются неравенства

hLn(U)[Φ(x),Φ(y)] � ‖ΓZ(x− y)‖L1(U), (6)

hCn[a,b][Ψ(x),Ψ(y)] � P (Z(x− y)) ; (7)

для функции ν ∈C1
+[a, b] , определенной соотношением (5), сходится в пространстве C1[a, b]

ряд
∞∑
i=0

Aiν, A0ν = ν, Aiν = A (Ai−1ν
)
, i = 1, 2, . . . , (8)

где непрерывный оператор A :C1
+[a, b]→C1

+[a, b] определен равенством

(Az) (t) =
b∫

a

|V (t, s)|(Γz)(s)ds + P (z), (9)

а отображение Z :Cn[a, b]→C1
+[a, b] определено соотношением

(Zx)(t) = |x(t)|. (10)

Пусть ξ(ν) – сумма ряда (8), т. е.

ξ(ν) =
∞∑
i=0

Aiν. (11)

Т е о р е м а 1. Пусть q0 ∈Cn[a, b], r0 ∈Ψ(q0), w0 ∈Ln[a, b] и пусть функция q0 пред-
ставима равенством (3). Далее, пусть отображения V :Ln[a, b]→Cn[a, b], Ψ :Cn[a, b]→
→ comp[Cn[a, b]], Φ :Cn[a, b]→ Π[Ln[a, b]] обладают свойством А. Тогда найдется такое
решение x ( x= v + V z, v ∈Ψ(x), z ∈Φ(x) ) включения (1), для которого выполняются
следующие оценки: при любом t∈ [a, b]

|x(t)− q0(t)| � ξ(ν)(t); (12)

518



ISSN 1810-0198 Вестник ТГУ, т. 22, вып. 3, 2017

‖v − r0‖Cn[a,b] � P (ξ(ν)); (13)

при почти всех t∈ [a, b]
|z(t)− w0(t)| � k(t) + (Γξ(ν))(t), (14)

где ν, ξ(ν), P,Γ, k удовлетворяют соотношениям (5), (11), (7), (6), (4), соответственно.

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что теорема 1 дополняет результат работы [1], в кото-
рой получены оценки близости решений к наперед заданной непрерывной функции в случае
выпуклозначности отображения Ψ :Cn[a, b]→ comp[Cn[a, b]]. При этом в [1] доказательство
этих оценок основывалось на теореме Майкла. Здесь не предполагается, что отображение
Ψ:Cn[a, b]→ comp[Cn[a, b]] имеет выпуклые образы. Поэтому применить теорему Майкла для
доказательства теоремы невозможно.

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что теорема 1 дает несколько больше, чем просто условия
существования решения включения (1). Она дает способ нахождения приближенного реше-
ния путем подбора функции q0 ∈Cn[a, b]. При этом функция ξ(ν), зависящая от функций
q0, r0∈Cn[a, b] и w0∈Ln[a, b], дает оценку погрешности приближенного решения (функции q0)
включения (1).

В качестве приложения теоремы 1 рассмотрим задачу Коши для дифференциального вклю-
чения

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ [a, b], x(a) = x0, (15)

где отображение F : [a, b]×Rn→ comp[Rn] обладает следующими свойствами: для всех x∈Rn

отображение F (·, x) измеримо [2]; существует такая функция β∈L1
+[a, b], что при почти всех

t∈ [a, b] и всех x, y ∈Rn выполняется неравенство

hRn [F (t, x), F (t, y)] � β(t)|x− y|; (16)

существует такая функция γ ∈L1
+[a, b], что при почти всех t∈ [a, b] имеет место оценка

||F (t, 0)|| � γ(t).

Под решением задачи (15) понимаем абсолютно непрерывную функцию x : [a, b]→Rn,
при почти всех t∈ [a, b] удовлетворяющую включению (15) и равенству x(a)=x0.

Напомним, что многозначный оператор Немыцкого N :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]], по-
рожденный отображением F : [a, b]×Rn→ comp[Rn], определяется равенством

N(x) = {y ∈ Ln[a, b] : y(t) ∈ F (t, x(t))при п. в. t ∈ [a, b]}.

Очевидно, что задача (15) эквивалентна интегральному включению

x ∈ x0 + ΛN(x), (17)

где оператор Λ :Ln[a, b]→Cn[a, b] – оператор интегрирования, определенный равенством

(Λz)(t) =

t∫
0

z(s) ds,

которое является частным случаем (1). При этом отображение Ψ̃ :Cn[a, b]→ comp[Cn[a, b]] в
данном случае определяется равенством

Ψ̃(x) = x0.
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Пусть функция q0 : [a, b]→Rn абсолютно непрерывна. В этом случае равенство (3) прини-
мает вид

q0 = x0 + Λq̇0 + e,

где e= q0(a)− x0, q̇0 ∈Ln[a, b] – производная функции q0. Далее, пусть функция k̃ ∈L1
+[a, b]

при почти всех t∈ [a, b] удовлетворяет неравенству

ρRn [q̇0(t), F (t, q0(t))] � k̃(t).

Отметим, что функция k̃ удовлетворяет неравенству (4), в котором Φ – оператор Немыцкого
N :Cn[a, b]→Π[Ln[a, b]], порожденный отображением F : [a, b]×Rn→ comp[Rn]. Для рассмат-
риваемого случая непрерывная функция ν : [a, b]→ [0,∞) имеет вид

ν(t) =

t∫
a

k̃(s) ds+ |q0(a)− x0|. (18)

Покажем, что отображения Λ :Ln[a, b]→Cn[a, b], Ψ̃ :Cn[a, b]→ comp[Cn[a, b]], N :Cn[a, b]→
→ Π[Ln[a, b]] обладают свойством A. Действительно, для этих отображений непрерывные
изотонные операторы Γ :C1

+[a, b]→L1
+[a, b] и P :C1

+[a, b]→R1 определяются равенствами

(Γz)(t) = β(t)z(t), P z = 0,

где функция β ∈L1
+[a, b] удовлетворяет неравенству (16). Кроме того, для функции ν, опре-

деленной равенством (18), сходится ряд (8), в котором оператор A :C1
+[a, b]→C1

+[a, b] задан
соотношением

(Az)(t) =
t∫

a

β(s)z(s) ds. (19)

Отметим, что сумма ряда (8) в данном случае представляет собой решение уравнения

ξ(ν)(t) =

t∫
a

β(s)ξ(ν)(s) ds + ν(t), (20)

где функция ν ∈C1
+[a, b] удовлетворяет равенству (18). Решение уравнения (20) имеет вид

ξ(ν)(t) = |x0 − q0(a)|eϕ(t) +
t∫

a

eϕ(t)−ϕ(s)k̃(s) ds,

где непрерывная функция ϕ∈C1[a, b] задается равенством

ϕ(t) =

t∫
a

β(s) ds.

Таким образом, из теоремы 1 вытекает оценка А.Ф. Филиппова [3].
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In the article, the statement about the estimation of closeness of solutions for perturbed
inclusion to a given continuous function is obtained. The application of this statement to
differential inclusions is considered.
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