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Получена двойственная вариационная формулировка задачи по исследованию напряженно-деформированного 

состояния конструкции, изготовленной как из неоднородных жестко-пластических, так и из линейно упругих 
материалов. На основе вариационных принципов теории упругости и теории течения построены функционалы, 

обладающие экстремальными свойствами. Приведен пример расчета. 
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Получить аналитическое решение задачи теории 

пластического течения довольно сложно. С практиче-

ской же точки зрения не менее важно получить чис-

ленные, хоть и приближенные значения нужных вели-

чин. При нахождении приближенного решения задачи 

возникают проблемы не только по разработке методов 

численного решения, но и по оценке точности полу-

ченных приближенных результатов. Существенный 

вклад в решение указанных проблем внесли вариацион-

ные методы. Вариационные постановки служат удобной 

основой для построения и теоретического обоснования 

многих расчетов сложных конструкций [1]. 

Преимуществами вариационного подхода являются 

как возможность эффективного поиска приближенного 

решения с помощью прямых методов, так и возмож-

ность оценки его погрешности. Для нахождения этой 

оценки следует построить два функционала – прямой и 

встречный, которые достигают альтернативных, но рав-

ных по значению экстремумов на точном решении задачи.  

Суть двойственной вариационной формулировки 

задачи и состоит в построении этих двух функциона-

лов. Используя разность их значений на приближенных 

решениях, можно рассчитать среднеквадратическую 

оценку погрешности приближенного решения. 

Применение вариационных методов для исследова-

ния напряженно-деформированного состояния конст-

рукции является актуальной задачей.  

Например, в работах [2] и [3] приведены двойст-

венные вариационные формулировки задач теории 

термоупругости и теории течения соответственно. В 

статье [4] построена двойственная вариационная по-

становка для задачи деформационной теории термо-

пластичности тел с учетом анизотропии согласно мо-

дели, описанной в работах [5–6].  

В работе [7] рассмотрены модификации управляю-

щих уравнений линейной теории упругости, в резуль-

тате чего алгебраическая формулировка закона Гука 

заменена на интегральную. Получена вариационная 

задача и предложены двусторонние оценки интеграль-

ных характеристик деформированного тела.  

В монографии [8] даны вариационные постановки 

связанных краевых задач при внешних механических и 

тепловых воздействиях и представлены соотношения, 

определяющие поведение изотропных и анизотропных 

материалов при конечном деформировании.  

В статье [9] рассмотрена задача о равновесии дву-

мерного вязкоупругого тела, имеющего трещину и 

тонкое жесткое включение. Приведена эквивалентная 

вариационная постановка указанной задачи.  

Работа [10] посвящена моделированию трехмерно-

го деформирования неоднородных тел на базе вариа-

ционного принципа виртуальных скоростей и напря-

жений. При этом расчетная область состоит из частей с 

различными механическими свойствами.  

В данной работе на основе приведенных в [2–3] ва-

риационных принципов теории упругости и теории 

течения получена двойственная вариационная форму-

лировка задачи по исследованию напряженно-дефор- 

мированного состояния (НДС) конструкции, которая 

состоит как из неоднородных жестко-пластических, так 

и из линейно упругих материалов. В расчетах учиты-

ваются температурные напряжения в упругой области 

рассматриваемого тела. Для простоты объемными си-

лами пренебрегаем. 

Обозначим через EP VVV   объем рассматри-

ваемого тела, где PV  и EV  – объемы, соответственно, 

жестко-пластической и упругой его областей. Обозна-
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чим через V  границу рассматриваемого тела, а через 

PV  и EV  – границы его жестко-пластической и уп-

ругой областей соответственно.  

Математическая постановка указанной задачи име-

ет вид (здесь и далее принято правило суммирования 

по повторяющимся индексам, i,j,k=1…3)  

 

Уравнения 
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Граничные условия 

 

ijij Fn   на VVF  ,                                             (7) 

ii uddu   на FU VVV  \ ,                                     (8) 

 

где ijij s,  – компоненты тензора и девиатора напря-

жений соответственно; ij  – компоненты тензора де-

формаций; iu  – компоненты вектора перемещений; 

23 ijijИ ss  – интенсивность напряжений; 

p
ij
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2  – интенсивность приращений 
p
ijd  

пластических деформаций 
p
ij ; k – предел текучести 

материала при сдвиге; ,  – упругие постоянные Ла-

ме; iF  – заданные компоненты поверхностной нагруз-

ки; iu  – заданные приращения компонент вектора пе-

ремещений; T  – изменение температуры в точке 

тела по сравнению с первоначальной; ij  – символ 

Кронекера. 

Соотношения (1) представляют собой уравнения 

равновесия, (2) выражают условия пластичности. 

Уравнения (3) представляют собой уравнения Сен-

Венана–Леви–Мизеса для жестко-пластических мате-

риалов, записанные в приращениях деформаций и по-

лученные умножением на dt  уравнений типа 

1111
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3
s

И

И 



 , взятых из [3]. Уравнение (4) пред-

ставляет собой обобщенный закон Гука, а выражения 

(5) соответствуют соотношениям Коши. Уравнения (6) 

выражают условие несжимаемости. 

Поставленную задачу (1)–(8) приведем к вариаци-

онной постановке. При этом будем предполагать, что 

компоненты вектора перемещений являются непре-

рывными функциями координат. Также будем считать, 

что по поверхности CS  контакта областей PV  и EV  

нет разрывов ни в напряжениях, ни в перемещениях.  

Докажем, что для поставленной задачи (1)–(8) пря-

мой функционал  
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записанный в приращениях деформаций и перемеще-

ний, достигает минимума на ее точном решении. 

Функционал (9) можно рассматривать лишь на тех не-

прерывных полях приращений перемещений, которые 

удовлетворяют граничным условиям (7), а также усло-

виям несжимаемости (6). 

Для доказательства рассмотрим область EV  от-

дельно от области PV , при этом воздействие области 

PV  заменяем силами 
P

F , действующими по поверх-

ности CS . Для области EV  прямой функционал, запи-

санный в приращениях деформаций и перемещений, 

имеет вид (под  
FC

S
E

V \  понимаем ту часть по-

верхности 
C

S
E

V \ , на которой заданы граничные 

условия на напряжения): 
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Для жестко-пластического тела в работах [2; 11] 

приведен и доказан вариационный принцип Маркова, 

записанный в скоростях. Этот принцип можно обоб-

щить на случай неоднородного материала, внося его 

предел текучести при сдвиге под знак интеграла. Дом-

ножая функционал, выражающий принцип Маркова, на 

dt , получим функционал PП  в приращениях дефор-

маций и перемещений  
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В функционале (11) силы 
EF  соответствуют воз-

действию области EV  на область PV . 

По III закону Ньютона силы, действующие на облас-

ти PV  и EV  со стороны друг друга, равны по абсолют-
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ной величине, но противоположны по направлению. 

Поэтому при суммировании функционалов (10) и (11) 

интегралы по поверхности CS  взаимоуничтожаются. 

Так как каждый из функционалов (10) и (11) дости-

гает минимума на точном решении задачи для соответ-

ствующей области, а их сумма не зависит от распреде-

лений перемещений и напряжений по поверхности CS , 

то построенный функционал (9) достигает минимума 

на точном решении поставленной задачи.  

Функционал (9) можно обобщить на случай, когда 

касательная составляющая вектора перемещений в 

области PV  терпит разрыв.  

Аналогичным образом путем суммирования соот-

ветствующих функционалов, взятых из работ [2–3], 

можно построить и встречный функционал EPW  , 

который достигает максимума на точном решении за-

дачи (1)–(8). Он имеет вид  
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Функционал (12) можно рассматривать лишь на тех 

полях напряжений, которые удовлетворяют уравнениям 

равновесия, граничным условиям (7) и не превосходят 

предела текучести в жестко-пластической области Vp. 

В качестве примера в работе рассмотрена задача по 

нахождению НДС двустеночной цилиндрической обо-

лочки, поперечное сечение которой находится в плос-

ком деформированном состоянии.  

Материал внутренней стенки оболочки рассматри-

вается как неоднородный и находящийся в жестко-

пластическом состоянии, а внешней стенки – как ли-

нейно упругий и находящийся при постоянной темпе-

ратуре. Оболочка нагружена внутренним давлением; ее 

наружная поверхность свободна. 

Обозначим через р* предельное внутреннее давле-

ние для внутренней стенки. Тогда оболочка имеет сле-

дующую схему работы.  

1. Пока внутреннее давление меньше р*, внутрен-

няя стенка остается жестким телом, а вся конструкция – 

неподвижной. 

2. Как только внутреннее давление начинает пре-

вышать р*, то задачу можно рассматривать как задачу 

Ламе для внешней трубы, уменьшая при этом внутрен-

нее давление на р*. 

Непротиворечивость такой схемы показана на при-

мере задачи с однородной внутренней стенкой. Полу-

ченные результаты были сопоставлены с решениями, 

полученными при упрощающих допущениях (задачу 

рассматриваем как одномерную, напряженное состоя-

ние в стенках оболочки считаем одноосным). 
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The double variational adjustment on research of stress-strain behavior of construction, made of non-

homogeneous plastic-rigid but also of linear elastic material is achieved. Basing on variational principles of 

elasticity theory and flow theory were built functionals, having extreme features. The example of calculation 

is given.  

Key words: variational principles of elasticity theory; variational principles of plasticity theory; rigid plastic 
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