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Введение

Исследуется задача восстановления распределенных входных воздействий (возмуще-
ний) системы уравнений с распределенными параметрами по результатам неточных из-
мерений решения. Предполагается, что на заданном конечном временном интервале рас-
сматривается нелинейная система, состоящая из двух взаимосвязанных уравнений пара-
болического типа. На систему действует неизвестное возмущение. Необходимо построить
алгоритм восстановления этого возмущения. При этом в дискретные (достаточно частые)
моменты времени решение системы измеряется с ошибкой. Точное восстановление соот-
ветствующего возмущения, вообще говоря, невозможно в силу погрешности измерений.
Поэтому мы предполагаем построить некоторую его аппроксимацию. Потребуем, чтобы
аппроксимация была сколь угодно близка к восстанавливаемому входу при условии доста-
точной малости измерительных ошибок и расстояния между моментами измерений реше-
ния. Описанная задача относится к классу обратных задач динамики управляемых систем
и, в более общем контексте, вкладывается в проблематику теории некорректных задач.
Суть развиваемой в данной работе методики состоит в том, что алгоритм восстановления
представляется в виде алгоритма управления некоторой вспомогательной динамической
системой — моделью. Управление в модели адаптируется к результатам текущих наблюде-
ний таким образом, что его реализация во времени «аппроксимирует» неизвестный вход.

1. Постановка задачи

Задана система дифференциальных уравнений

xt(t, η)−D1∆x(t, η) + k1x(t, η)y(t, η) = 0, (t, η) ∈ Q,

yt(t, η)−D2∆y(t, η) + k2x(t, η)y(t, η) = v(t, η) + f(t, η), (t, η) ∈ Q,
(1.1)

с краевыми
∂νx(t, s) = 0, ∂νy(t, s) = 0, (t, s) ∈ Σ,

и начальными
x(0, η) = x0(η), y(0, η) = y0(η), η ∈ Ω,

условиями. Здесь Q = T ×Ω, Σ = T ×∂Ω, Ω — ограниченная область в R2 с достаточно
гладкой границей ∂Ω, T = [0, ϑ], ϑ > 0, v(t, η), (t, η) ∈ Q — возмущающее воздействие,
D1 > 0, D2 > 0, k1 ≥ 0, k2 ≥ 0 — константы, ∂ν — производная по внешней нормали к
границе области Ω.

Функции x(·) и y(·) описывают концентрацию двух субстанций, D1, D2 и k1, k2 — ко-
эффициенты диффузии и реакции. Ниже полагаем, что x0 = x0(η) ∈ H1(Ω), y0 = y0(η) ∈
H1(Ω) — неотрицательные функции, возмущение v(t) при п. в. t ∈ T принадлежит мно-
жеству

P = {v ∈ L2(Ω) : v1(η) ≤ v(η) ≤ v2(η) при п. в. η ∈ Ω},
где v1, v2 ∈ L∞(Ω), v1(η) ≤ v2(η) при п. в. η ∈ Ω. Функцию f(·) ∈ L∞(T ;H), H =

L2(Ω), предполагаем известной, а функции v(·), v1(·), v2(·) неизвестными. Таким образом,
множество ограничений на возмущение предполагается неизвестным. Неизвестны также
постоянные k1 и D1, а также функция x0(·).

Обозначим через H1(Ω) и H2(Ω) пространства Соболева. В дальнейшем нам потре-
буется пространство

W (T ) = {x(·) ∈ L2(T ;H2(Ω)) : xt(·) ∈ L2(T ;H)}
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с нормой

|x|W (T ) =
{ ϑ∫

0

(
|x(t)|2H2(Ω) + |xt(t)|2H

)
dt
}1/2

.

Таким образом, W (T ) означает пространство функций из L2(T ;H2(Ω)), обобщенные про-
изводные которых являются элементами пространства L2(T ;H). Заметим, что простран-
ство W (T ) непрерывно и плотно вложено в пространство C(T ;H1(Ω)) ⊂ C(T ;Lp(Ω)),

1 ≤ p < +∞, непрерывных функций, действующих из T в H1(Ω). Поэтому найдется
константа c∗ > 0 такая, что для всех x(·) ∈ W (T ) верно неравенство

|x(·)|C(T ;H1(Ω)) ≤ c∗|x(·)|W (T ).

Пространство W (T ) также вложено компактно (см. [1, с. 33]) в Lp(Q), 1 ≤ p < +∞.
В дальнейшем предполагаем выполненным

У с л о в и е 1.1. 0 ≤ v1(η) + f(t, η) при п. в. (t, η) ∈ Q.

Подчеркнем, что известна функция f(·) и не известна функция v1(·). Однако полага-
ем, что она такова, что выполнено условие 1.1.

Справедлива (см. [2])

Теорема 1.1. Пусть выполнено условие 1.1. Тогда для любых v(·) ∈ P (·) = {ṽ(·) ∈
L2(T ;H) : ṽ(t) ∈ P при п. в. t ∈ T} существует единственное неотрицательное решение
{x(·), y(·)} ∈ W (T )×W (T ) системы (1.1), удовлетворяющее неравенству

|x(·)|2W (T ) + |y(·)|2W (T ) ≤ c(1 + |x0|2H1(Ω) + |y0|2H1(Ω) + |v(·)|2L2(T ;H) + |f(·)|2L2(T ;H)),

где c > 0 константа, не зависящая от x0, y0, v(·) и f(·).

Всюду ниже используются обозначения: x(·) = x(·;x0, y0, v(·)), y(·) = y(·;x0, y0, v(·)) —
решение системы (1.1), порожденное возмущением v(·), ∇x — градиент функции x ∈
H1(Ω), т. е. ∇x = {∂x/∂η1, ∂x/∂η2}, η = {η1, η2} ∈ Ω, |∇x|2 = ∂2x/∂η2

1 + ∂2x/∂η2
2. Норма

в пространстве H1(Ω) задается следующим образом

|x|H1(Ω) =
(∫

Ω

{
x2(η) + |∇x(η)|2

}
dη
)1/2

.

Рассматриваемая в работе задача состоит в следующем. Имеется система (1.1) с неиз-
вестным возмущением v(·) ⊂ P (·). Это возмущение, а также отвечающее ему решение
{x(·), y(·)} априори не известны. В моменты времени τi ∈ T, τi+1 = τi + δ, i ∈ [0 : m− 1],

τi = 0, τm = ϑ, измеряется (с ошибкой) решение системы (1.1); а именно вычисляются
величины ξhi ∈ L4(Ω) и ψhi ∈ L4(Ω) co свойствами:

|x(τi)− ξhi |H ≤ h, |y(τi)− ψhi |H ≤ h. (1.2)

Здесь h ∈ (0, 1) величина погрешности измерений. Требуется указать алгоритм вычисле-
ния в «реальном времени» возмущения v(·). Такова содержательная постановка.

Таким образом, задача состоит в построении алгоритма приближенного восстановле-
ния неизвестного возмущения v(·) (по результатам неточных измерений решения системы
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(1.1)), который обладал бы свойствами динамичности и устойчивости. Свойство динамич-
ности алгоритма означает, что построенные с его помощью приближения uh(·) текущих
значений возмущения v(·) вырабатываются в реальном времени. Свойство устойчивости
алгоритма означает, что приближение uh(·) сколь угодно точно, если точность измерений
достаточно высока (значение h и расстояние между временами измерения τi решения
достаточно малы).

Задача относится к классу задач динамического обращения систем с возмущением;
искомый алгоритм может быть классифицирован как алгоритм устойчивого динамиче-
ского обращения (динамической регуляризации). Первый из алгоритмов динамического
обращения, основанный на известном в теории гарантированного управления принципе
экстремального сдвига [3], был предложен в работе [4]. Впоследствии данный алгоритм
был развит в ряде работ (см., например, монографии [5, 6], обзорную [7] и журнальные
статьи [8–10], а также последнюю по времени публикации статью [11], в которой рассмат-
ривалась задача (аналогичная обсуждаемой в данной работе) для другой системы пара-
болического типа. В соответствии с описанным в цитированных выше работах методом
задача восстановления неизвестного возмущения заменяется некоторой другой задачей, а
именно, задачей позиционного управления вспомогательной системой (уравнением), назы-
ваемой моделью. При этом задача восстановления сводится к следующим двум задачам:

а) задаче выбора модели, функционирующей «синхронно» с реальной системой (урав-
нением) и

б) задаче выбора закона формирования управления моделью по принципу обратной
связи.

Перейдем к строгой постановке рассматриваемой задачи, воспользовавшись подходом,
развитым в работах, цитированных выше. Пусть фиксировано семейство разбиений отрез-
ка T :

∆h = {τh,i}mh
i=0, τh,0 = 0, τh,mh

= ϑ, δ(h) = τh,i+1 − τh,i < 1.

Обозначим

ξh(t) = ξhi , ψh(t) = ψhi при п. в. t ∈ δi и всех i ∈ [0 : m− 1].

Здесь и всюду ниже m = mh, δ = δ(h), τi = τh,i, δi = [τi, τi+1).

В качестве модели возьмем параболическое уравнение

wht (t, η)−D2∆wh(t, η) + k2ξ
h(t, η)ψh(t, η) = uh(t, η) + f(t, η), (t, η) ∈ Q, (1.3)

с краевым
∂νw

h(t, s) = 0, (t, s) ∈ Σ,

и начальным
wh(0, η) = y0(η), η ∈ Ω,

условиями. Существование и единственность решения wh(·) ∈ W (T ) следует, например,
из [12, теорема 5.5]. Кроме того, из этой же теоремы следует, что при всех t ∈ T имеет
место неравенство

|wh(t)|H +

t∫
0

|wh(s)|2H1(Ω) ds+

t∫
0

|ẇh(s)|2H ds ≤ c(0)
(

1 + |y0|2H1(Ω) +

t∫
0

|uh(s)|2H ds
)
. (1.4)

Роль управления в модели играет функция uh(·).
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Задача восстановления возмущения. Требуется указать такой алгоритм вычисле-
ния управления uh(·) в правой части уравнения (1.3) по принципу обратной связи

uh(t) = uhi (τi, ξ
h
i , ψ

h
i ,Ψ

h
i , ) при п. в. t ∈ δi и всех i ∈ [0 : m− 1], (1.5)

что имеет место сходимость

uh(·)→ v(·) в L2(T ;H) при h→ 0.

Здесь Ψh
i ∈ H — результаты неточных измерений состояний wh(τi) = wh(τi;x0, u

h(·)) :

|Ψh
i − wh(τi)|H ≤ h, i ∈ [1 : m− 1], m = mh, (1.6)

Ψh
0 = y0, wh(·) = wh(·; y0, u

h(·)) — решение уравнения (1.3), порожденное управлением
uh(·), формируемым по принципу обратной связи (1.5).

Прежде чем перейти к описанию алгоритма решения, заметим, что t → ξh(t)ψh(t) ⊂
L2(T ;H). Кроме того, как нетрудно видеть, для решения x(·) = x(·;x0, y0, v(·)), y(·) =

y(·;x0, y0, v(·)) системы (1.1) равномерно по всем h ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1), v(·) ∈ P (·) спра-
ведливо неравенство

ϑ∫
0

∣∣x(t)y(t)− ξh(t)ψh(t)
∣∣2
H
dt ≤ c0(h2 + δ), (1.7)

где постоянная c0 не зависит от h и δ.

2. Алгоритм решения

Возьмем некоторую функцию α = α(h) : (0, 1) → (0, 1) такую, что α(h) → 0 при
h→ 0.

До начала работы алгоритма фиксируем величину погрешности измерения h. Вместе
с ней фиксируются число α = α(h) и разбиение ∆ = ∆h. Работа алгоритма разбивается
на m − 1 (m = mh ) идентичных шагов. При осуществлении i -го шага на промежутке
δi = [τi, τi+1) ( τi = τh,i ) сначала (в момент τi ) находится элемент

uhi = uhi (τi, ψ
h
i ,Ψ

h
i ) = arg min

{
(Ψh

i − ψhi , u) + 1
2
α|u|2H : u ∈ H

}
= α−1(ψhi −Ψh

i ). (2.1)

Здесь и всюду в дальнейшем символ (·, ·) означает скалярное произведение в гильберто-
вом пространстве H. После этого при t ∈ δi на вход уравнения (1.3) подается управление

uh(t) = uhi + uh1
i , (2.2)

где uh1
i = 2(ψhi − Ψh

i ). В результате действия этого управления на отрезке [τi, τi+1] ре-
ализуется wh(t) — решение уравнения (1.3). На (i + 1) -м шаге аналогичные действия
повторяются. Работа алгоритма осуществляется до момента ϑ.

В дальнейшем нам потребуется дискретное неравенство Гронуолла.

Лемма 2.1. Пусть 0 ≤ φj, 0 ≤ fj при j ∈ [0 : m] и fj ≤ fj+1 при j ∈ [0 : m − 1].

Тогда неравенства

φj+1 ≤ c0δ

j∑
i=1

φi + fj, j ∈ [1 : m− 1]
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влекут неравенства
φj+1 ≤ fj exp{c0jδ}, j ∈ [0 : m− 1],

если c0 = const > 0, φ1 ≤ f0.

Теорема 2.1. Пусть управление uh(·) в уравнении (1.3) находится по правилу (2.1),
(2.2). Пусть также δ(h)α−2(h) < 1 при всех h ∈ (0, 1). Тогда верны неравенства

ε(t) ≤ d1(α + h2δ−1), t ∈ T, (2.3)

|ũh(·)|2L2(T ;H) ≤ |v(·)|2L2(T ;H) + d2ρ(h, δ, α). (2.4)

Здесь ũh(t) = uhi при п. в. t ∈ δi, i ∈ [0 : m−1], ρ(h, δ, α) = α+h2(αδ)−1 +δα−2, α = α(h),

δ = δ(h),

ε(t) =
1

2
|µh(t)|2H +D2

t∫
0

∫
Ω

|∇µh(η, τ)|2 dη dτ,

µh(t) = wh(t)−y(t), {x(·), y(·)} и wh(·) — решения системы (1.1) и уравнения (1.3) соот-
ветственно, d1 и d2 положительные постоянные, не зависящие от v(·), uh(·), x(·), y(·)
и wh(·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы оценим изменение величины

εh(t) = ε(t) +
1

2
α

t∫
0

{
|ũh(s)|2H − |v(s)|2H

}
ds.

Вычтем второе уравнение системы (1.1) из уравнения (1.3) и умножим полученную
разность скалярно (в H ) на µh(t). В результате получим

µh(0) = 0,

dε(t)

dt
=

1

2

d|µh(t)|2H
dt

+D2

∫
Ω

|∇µh(η, t)|2 dη = Ih1t + Ih2t + Ih3t, (2.5)

где

Ih1t = −k2(ξh(t)ψh(t)− x(t)y(t), µh(t)) = −k2

∫
Ω

(ξh(t, η)ψh(t, η)− x(t, η)y(t, η))µh(t, η) dη,

Ih2t = (ũh(t)− v(t), µh(t)), Ih3t = 2(uh1(t), µh(t)), uh1(t) = uh1
i при п. в. t ∈ δi.

Нетрудно видеть, что справедливо равенство

ε̇h(t) = ε̇(t) +
1

2
α{|ũh(t)|2H − |v(t)|2H} при п. в. t ∈ T. (2.6)

В силу теоремы 2.1, неравенств (1.7) и (1.4) при всех t ∈ T справедлива оценка

Ih1t ≤ k2|ξh(t)ψh(t)− x(t)y(t)|H |µh(t)|H ≤ Φh(t) +
1

2
|µh(t)|2H , (2.7)
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где
Φh(t) =

1

2
k2

2|ξh(t)ψh(t)− x(t)y(t)|2H .

Также несложно заметить, что при п. в. t ∈ δi справедливо неравенство

Ih2t ≤ (ũh(t)− v(t),Ψh
i − ψhi )H + %i(t, h). (2.8)

Здесь

%i(t, h) = (|ũh(t)|H + |v(t)|H)(2h+

t∫
τi

{|ẇh(τ)|H + |ẏ(τ)|H} dτ).

Из (2.5), (2.8) и (2.6) вытекает верное при п. в. t ∈ δi неравенство

ε̇h(t) ≤
(
ũh(t),Ψh

i − ψhi
)
H

+
1

2
α|ũh(t)|2H −

(
v(t),Ψh

i − ψhi
)
H

− 1

2
α|v(t)|2H + %i(t, h) + Ih1t + Ih3t. (2.9)

Заметим, что при почти всех t ∈ δi

Ih3t = 2(ψhi −Ψh
i , µ

h(t)) = 2(ψhi − y(τi), µ
h(t))− 2(Ψh

i − wh(τi), µh(t))− 2(µh(τi), µ
h(t)).

При этом
−2(µh(τi), µ

h(t)) = −2|µh(t)|2H + 2(µh(t)− µh(τi), µh(t)).

Поэтому
|Ih3t| ≤ 4h|µh(t)|H − 2|µh(t)|2H + 2|(µh(t)− µh(τi), µh(t))|.

Далее, имеем

4h|µh(t)|H ≤ 8h2 +
1

2
|µh(t)|2H , 2|(µh(t)− µh(τi), µh(t))|

= 2
∣∣∣( t∫

τi

{ẇh(s)− ẏ(s)} ds, µh(t)
)∣∣∣ ≤ 2δ

t∫
τi

{|ẇh(s)|2H + |ẏ(s)|2H} ds+ |µh(t)|2H .

Таким образом, при почти всех t ∈ δi

|Ih3t| ≤ 2δ

t∫
τi

{
|ẇh(s)|2H + |ẏ(s)|2H

}
ds+ 8h2 − 1

2
|µh(t)|2H . (2.10)

Из (2.7) и (2.10) получим при t ∈ δi

Ih1t + Ih3t ≤ 8h2 + Φh(t) + 2δ

t∫
τi

{|ẇh(s)|2H + |ẏ(s)|2H} ds. (2.11)

В таком случае ввиду (2.1), (2.2), (2.9) при п. в. t ∈ δi имеет место неравенство

ε̇h(t) ≤ ρi(t, h) + Ih1h + Ih3i.
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Значит, в силу (2.11) при п. в. t ∈ δi выполнено

εh(t) ≤ εh(τi) +

t∫
τi

[
{|ũh(τ)|H+ |v(τ)|H}{2h+

t∫
τi

(|ẋh(s)|H+ |ẋ1(s)|H)ds}
]
dτ +

t∫
τi

{Ih1s + Ih3s} ds

≤ εh(τi) + c2h
2 + c3δ

t∫
τi

{|ũh(s)|2H + |v(s)|2H}ds+ c4δ

t∫
τi

{|ẇh(τ)|2H + |ẏ(τ)|2H} dτ +

t∫
τi

Φh(s) ds.

Воспользовавшись теоремой 2.1, равенством εh(0) = 0, а также включением v(·) ∈ L2(T ;H)

и неравенствами (1.7) и (1.4), получим при t ∈ T

εh(t) ≤ c5h
2δ−1 + c6δ

(
1 +

t∫
0

|ũh(s)|2H ds+

t∫
0

|uh1(s)|2H ds
)
. (2.12)

Ввиду (1.2), (1.6), а также способа формирования управлений uhi и uh1
i (см. (2.1)), имеем

|uhi |2H ≤ c7(|µh(τi)|2H + h2)α−2, |uh1
i |2H ≤ 4{2h+ |µh(τi)|H}2. (2.13)

Следовательно, учитывая (2.13) и (2.12), а также (1.7) и неравенства α(h) < 1, δ(h) < 1,

получаем

|µh(τi)|2H ≤ c8h
2δ−1 + c9δ + c10α + c11δ

2α−2

i−1∑
j=0

(h2 + |µh(τj)|2H)

≤ c12(α + δ + h2δ−1 + h2δα−2) + c11δ
2α−2

i−1∑
j=0

|µh(τj)|2H .

В силу леммы 2.1, а также неравенства δ(h)α−2(h) ≤ const при всех h ∈ (0, 1) имеем

|µh(τi)|2H ≤ c13(α + h2δ−1) exp{c11ϑδα
−2} ≤ c14(h2δ−1 + α), i ∈ [0 : m]. (2.14)

Неравенства (2.14) и (2.13) влекут неравенства

δ

t∫
0

|uh1(s)|2Hds ≤ δ2

i∑
j=0

|uh1
i |2H ≤ c15δ max

j∈[0:i]
(h2 + |µh(τj)|2H) ≤ c16δ

2(h2δ−1 + α), (2.15)

δ

t∫
0

|ũh(s)|2H ds ≤ δ2

i∑
j=0

|uhi |2H ≤ c17δα
−2 max

j∈[0:i]
(h2 + |µh(τj)|2H)

≤ c18δα
−2(h2δ−1 + α), t ∈ δi. (2.16)

В таком случае, из (2.15), (2.16) и (2.12) выводим

ε(t) ≤ c19(h2δ−1 + α). (2.17)

Неравенство (2.3) следует из (2.17). В силу (2.12) и (2.16) также верно неравенство

εh(t) ≤ c20h
2δ−1 + c21δα

−2(h2δ−1 + α). (2.18)

Неравенство (2.4) вытекает из (2.18).
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Из доказанной теоремы вытекает основной результат работы — следующая

Теорема 2.2. Пусть α(h) → 0, δ(h) → 0, δ(h)α−2(h) → 0, h2(α(h)δ(h))−1 → 0 при
h→ 0. Тогда имеет место сходимость

ũh(·)→ v(·) в L2(T ;H) при h→ 0.

Доказательство этой теоремы проводится по стандартной схеме (см., например, [6],
доказательство теоремы 1.2.3 или [11], доказательство теоремы 8).

3. Оценка скорости сходимости алгоритма

При некоторых дополнительных условиях можно указать оценку скорости сходимости
алгоритма (см. теорему 3.1 ниже).

В дальнейшем нам потребуется следующая лемма.

Лемма 3.1. [6, с. 29] Пусть V (·) ∈ L∞(T∗;V
∗) и ṽ(·) ∈ W (T∗;V ), T∗ = [a, b],

−∞ < a < b < +∞,

∣∣∣ t∫
a

V (τ) dτ
∣∣∣
V ∗
≤ ε∗, |ṽ(t)|V ≤ K ∀t ∈ T∗.

Тогда для всех t ∈ T∗ справедливо неравенство

∣∣∣ t∫
a

〈V (τ), ṽ(τ)〉V dτ
∣∣∣ ≤ ε∗(K + var(T∗; ṽ(·))).

В этом утверждении V — банахово пространство с нормой |·|V , 〈·, ·〉 — двойственность
между V и V ∗. Символ var(T∗; v(·)) означает вариацию функции v(·) на отрезке T∗, а
символ W (T∗;V ) — множество функций y(·) : T∗ → V ограниченной вариации.

Теорема 3.1. Пусть v(·) ∈ W (T ;H1(Ω)) и пусть выполнены условия теоремы 2.2.

Тогда имеет место следующая оценка скорости сходимости алгоритма:

|v(·)− ũh(·)|2L2(T ;H) ≤ c(0){α1/2(h) + hδ−1/2(h)}+ c(1)ρ(h, δ(h), α(h)),

где c(0), c(1) — некоторые положительные постоянные, не зависящие от h∈(0, 1), δ и α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем линейный непрерывный оператор

A : H1(Ω)→ (H1(Ω))∗, 〈Aw1, w2〉H1 =

∫
Ω

∇w1(η)∇w2(η) dη, w1, w2 ∈ H1(Ω).

Здесь 〈·, ·〉H1 означает двойственность между H1(Ω) и (H1(Ω))∗.

Вычтем второе уравнение системы (1.1) из (1.3) и умножим полученную разность на
φ ∈ H1(Ω). После интегрирования устанавливаем неравенство

∣∣∣〈 t2∫
t1

{ũh(τ)− v(τ)} dτ, ϕ
〉
H1

∣∣∣ ≤ 4∑
j=1

|Jhjt(ϕ)|, (3.1)
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справедливое при всех 0 ≤ t1 < t2 ≤ ϑ. Здесь

Jh1t(ϕ) = 〈µh(t2)− µh(t1), ϕ〉H1 , Jh2t(ϕ) = D2

t2∫
t1

〈Aµh(t), ϕ〉H1 dt,

Jh3t(ϕ) =

t2∫
t1

〈ξh(τ)ψh(τ)− x(τ)y(τ), ϕ〉H1 dτ, Jh4t(ϕ) =

t2∫
t1

〈uh1(t), ϕ〉H1 dτ.

Из (3.1) следует неравенство

∣∣∣ t2∫
t1

{ũh(τ)− v(τ)}dτ
∣∣∣
(H1(Ω))∗

≤ C1{|µh(t2)|(H1(Ω))∗ + |µh(t1)|(H1(Ω))∗

+D2

t2∫
t1

|Aµh(t)|(H1(Ω))∗ dt+

t2∫
t1

|x(t)y(t)− ψh(t)ξh(t)|(H1(Ω))∗ dt. (3.2)

Обозначим
|w|2H1

0 (Ω) =

∫
Ω

|∇w(η)|2 dη, w ∈ H1(Ω).

Заметим, что
| · |2H1(Ω) = | · |2H1

0 (Ω) + | · |2H .

Поэтому, воспользовавшись теоремой 2.2 (см. (2.3)), получаем

t2∫
t1

|Aµh(t)|(H1(Ω))∗ dt ≤ C2

( t2∫
t1

|µh(t)|2H1(Ω) dt
)1/2

≤ C3(α + h2δ−1)1/2. (3.3)

Объединив (1.7) с (3.3), учитывая непрерывность вложения H в (H1(Ω))∗, а также нера-
венство δ(h)α−2(h) ≤ const, получим из (3.2)

∣∣∣ t2∫
t1

{ũh(τ)− v(τ)} dτ
∣∣∣
(H1(Ω))∗

≤ C4(α1/2 + hδ−1/2). (3.4)

Далее, воспользовавшись известным свойством троек Гельфанда, а также неравенства-
ми (2.4), (3.4) и леммой 3.1, устанавливаем неравенство

|ũh(·)− v(·)|2L2(T ;H) ≤ |ũh(·)|2L2(T ;H) − 2

ϑ∫
0

(ũh(s), v(s)) ds+ |v(·)|2L2(T ;H)

≤ 2
∣∣∣ ϑ∫

0

〈ũh(s)− v(s), v(s)〉H1 ds
∣∣∣+ d2ρ(h, α, δ) ≤ C5{α1/2 + hδ−1/2}+ d2ρ(h, α, δ). (3.5)

Утверждение теоремы следует из (3.5).
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