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Аннотация. Исследуется вопрос о существовании решения задачи Коши для диф-
ференциального уравнения, не разрешенного относительно производной неизвестной
функции. Рассматриваются дифференциальные уравнения, порожденные дважды не-
прерывно дифференцируемыми отображениями. Приведен пример, показывающий, что
предположения регулярности отображения в каждой точке определения недостаточно
для разрешимости задачи Коши. Введено понятие равномерной регулярности рассмат-
риваемых отображений. Показано, что предположение равномерной регулярности яв-
ляется достаточным для локальной разрешимости задачи Коши при любых начальных
данных в классе непрерывно дифференцируемых функций. Показано, что если отоб-
ражение, определяющее дифференциальное уравнение, мажорируется отображениями
специального вида, то решение рассматриваемой задачи Коши продолжаемо на задан-
ный интервал времени. Рассмотрен случай липшицевой зависимости от фазовой пе-
ременной отображения, определяющего уравнение. Для этого случая найдены оценки
непродолжаемых решений задачи Коши. Проведено сравнение полученных результа-
тов с известными ранее. Показано, что в предположениях доказанной теоремы суще-
ствования решения единственность решения для рассматриваемых задач не характер-
на. Приведен пример, иллюстрирующий существенность предположения равномерной
невырожденности для утверждения о существовании локального решения и для утвер-
ждения о продолжении решения на заданный интервал времени.
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Abstract. We study the question of the existence of a solution to the Cauchy problem
for a differential equation unsolved with respect to the derivative of the unknown function.
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Differential equations generated by twice continuously differentiable mappings are consi-
dered. We give an example showing that the assumption of regularity of the mapping at
each point of the domain is not enough for the solvability of the Cauchy problem. The
concept of uniform regularity for the considered mappings is introduced. It is shown that the
assumption of uniform regularity is sufficient for the local solvability of the Cauchy problem
for any initial point in the class of continuously differentiable functions. It is shown that if
the mapping defining the differential equation is majorized by mappings of a special form,
then the solution of the Cauchy problem under consideration can be extended to a given
time interval. The case of the Lipschitz dependence of the mapping defining the equation
on the phase variable is considered. For this case, estimates of non-extendable solutions of
the Cauchy problem are found. The results are compared with known ones. It is shown that
under the assumptions of the proved existence theorem, the uniqueness of a solution may
fail to hold. We provide examples llustrating the importance of the assumption of uniform
regularity.
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1. Введение и постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши

f(t, x, ẋ) = 0, x(t0) = x0, t ∈ I. (1.1)

Здесь I — заданный открытый интервал, f : I×Rn×Rn → Rk — заданное непрерывное
отображение, относительно которого всюду далее будем предполагать, что отображение

f(t, x, ·) дважды дифференцируемо при всех (t, x) ∈ I ×Rn, а отображения
∂f

∂ẋ
и
∂2f

∂ẋ2
непрерывны; x0 ∈ Rn — заданный вектор; t0 ∈ I — заданное число; решение x(·)
задачи (1.1) ищется в классе непрерывно дифференцируемых функций, определенных
на некотором интервале времени, лежащем в I и содержащем t0 .

Дифференциальное уравнение в (1.1) принято называть неявным или не разрешен-
ным относительно производной неизвестной функции. Уравнения такого типа изуча-
лись во многих работах. Наиболее близкими к настоящему исследованию результаты
были получены в работах [1, 2]. В них были получены утверждения о существовании
и устойчивости решений неявных дифференциальных уравнений в классе абсолютно
непрерывных функций. В частности, было доказано, что в предположении накрывае-
мости отображения f по переменной ẋ и липшицевости по x существует абсолютно
непрерывное решение задачи (1.1). В настоящей работе исследован вопрос о существова-
нии непрерывно дифференцируемого решения задачи Коши (1.1) при дополнительном
предположении гладкости f по ẋ, и при более слабом предположении — предположе-
нии непрерывности отображения f по переменной x .
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Заметим, что если для некоторого набора (t0, x0, u0) ∈ I×Rn×Rn для отображения
f выполняется условие регулярности по переменной ẋ, т. е.

∂f

∂ẋ
(t0, x0, u0)Rn = Rk, (1.2)

и f(t0, x0, u0) = 0, то по теореме о неявной функции существует непрерывное отоб-
ражение g : I × Rn → Rn такое, что f(t, x, g(t, x)) = 0 при всех (t, x) из некоторой
окрестности точки (t0, x0), и u0 = g(t0, x0). Поэтому задача

ẋ = g(t, x), x(t0) = x0

имеет решение ϕ(·), удовлетворяющее соотношению ϕ̇(t0) = u0. Очевидно, что ϕ(·)
является решением задачи (1.1).

Отметим, что если предположение (1.2) выполняется при всех (t0, x0, u0) ∈ I ×Rn×
Rn, то задача (1.1) может не иметь решений при некоторых (t0, x0) ∈ I ×Rn, посколь-
ку в этом случае равенство f(t0, x0, u0) = 0 может не достигаться ни в какой точке
(t0, x0, u0). Простой пример сказанному дает задача

eẋ = 0, x(0) = 0.

Очевидно, что данная задача не имеет решений, хотя свойство (1.2) в ней выполняется
при любых (t0, x0, u0). Таким образом, для того, чтобы задача Коши (1.1) имела реше-
ние при любом (t0, x0) ∈ I ×Rn, регулярности отображения f в каждой точке области
определения не достаточно. В этой работе мы приведем достаточные условия суще-
ствования решения задачи Коши (1.1) при любых начальных данных и достаточные
условия продолжения решения на заданный интервал времени.

2. Предварительные сведения

Прежде чем перейти к основному результату, напомним некоторые определения и
утверждения.

Всюду далее через | · | будем обозначать норму в пространствах Rn и Rk, через
‖ · ‖ — норму в пространстве Ln,k линейных операторов, действующих из Rn в Rk,

через Bn(x, r) — замкнутый шар в Rn с центром в точке x радиуса r, через SLn,k —
множество всех сюръективных операторов A ∈ Ln,k.

Оператор A ∈ Ln,k называется α -накрывающим (накрывающим с константой
α > 0 ), если

Bk(0, αr) ⊂ ABn(0, r) ∀ r ≥ 0.

Отметим, что приведенное определение накрываемости для линейных операторов явля-
ется частным случаем понятия накрываемости нелинейных отображений метрических
пространств (см., например, [1, 2]).

Очевидно, что линейный оператор сюръективен тогда и только тогда, когда он яв-
ляется α -накрывающим при некотором α > 0 . Известно (см, например, [3]), что для
произвольного A ∈ SLn,k наибольшая константа накрывания ᾱ оператора A опреде-
ляется по формуле

ᾱ =
1

‖A∗(AA∗)‖
.
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Приведем теперь глобальную теорему о неявной функции из [3, теорема 3].
Пусть Σ — топологическое пространство, F : Rn × Σ → Rk — заданное отобра-

жение, относительно которого будем предполагать, что оно непрерывно, отображение

F (·, σ) дважды непрерывно дифференцируемо при всех σ ∈ Σ, отображения
∂F

∂x
и

∂2F

∂x2
непрерывны по совокупности аргументов (x, σ).

П р е д л о ж е н и е 2.1. (следствие из [3, теорема 3]). Пусть задано α > 0.

Предположим, что линейный оператор
∂F

∂x
(x, σ) является α -накрывающим при всех

(x, σ) ∈ Rn × Σ.

Тогда существует непрерывное отображение G : Rn × Σ→ Rn такое, что

F (G(x, σ), σ) = 0 ∀ (x, σ) ∈ Rn × Σ,

|G(x, σ)− x| ≤ |F (x, σ)|
α

∀ (x, σ) ∈ Rn × Σ.

3. Основной результат

Вернемся к задаче Коши (1.1). Сформулируем достаточные условия ее разреши-
мости при любых начальных данных и условия существования решения на заданном
интервале времени.

Пусть задано вещественное число α > 0.

Теорема 3.1. Предположим, что для отображения f выполняется предположе-

ние равномерной регулярности по переменной ẋ, то есть линейный оператор
∂f

∂ẋ
(t,x,ẋ)

является α -накрывающим при всех (t, x, ẋ) ∈ I × Rn × Rn.

1. Тогда для любого (t0, x0) ∈ I×Rn и для любой непрерывной функции u0 : I → Rn

существует содержащий t0 интервал J ⊂ I и решение ϕ : J → Rn задачи Коши
(1.1) такое, что

|ϕ̇(t)− u0(t)| ≤
|f(t, ϕ(t), u0(t))|

α
∀ t ∈ J. (3.1)

2. Предположим дополнительно, что существуют непрерывные функции a : I→R+

и b : I × Rn → R+ такие, что

|f(t, x, ẋ)| ≤ a(t)|x|+ b(t, ẋ) ∀ (t, x, ẋ) ∈ I × Rn × Rn. (3.2)

Тогда для любого (t0, x0) ∈ I × Rn, для любой непрерывной функции u0 : I → Rn

существует решение ϕ : I → Rn задачи Коши (1.1), для которого выполняется (3.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Применяя предложение 2.1 с Σ = I × Rn и σ = (t, x),

получаем, что существует непрерывное отображение g : Rn × Rn+1 → Rn такое, что

f(t, x, g(u, t, x)) = 0 ∀ (t, x, u) ∈ I × Rn × Rn, (3.3)

|g(u, t, x)− u| ≤ |f(t, x, u)|
α

∀ (t, x, u) ∈ I × Rn × Rn. (3.4)
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Возьмем произвольную точку (t0, x0) ∈ I×Rn и функцию u0 : I → Rn и рассмотрим
задачу Коши

ẋ = g(u0(t), t, x), x(t0) = x0. (3.5)

Поскольку функции g и u0 непрерывны, то правая часть дифференциального уравне-
ния в (3.5) непрерывна, и, значит, задача Коши (3.5) имеет решение ϕ(·), определенное
на некотором интервале J (см., например, [4, глава II, теорема 2.1]).

Покажем, что функция ϕ является искомой. Для произвольного t ∈ J имеем

f
(
t, ϕ(t), ϕ̇(t)

)
= f

(
t, ϕ(t), g(u(t), t, ϕ(t))

)
= 0.

Здесь первое равенство следует из того, что функция ϕ является решением задачи
Коши (3.5), а второе — из соотношения (3.3). Кроме того,

|ϕ̇(t)− u0(t)| = |g(u0(t), t, ϕ(t))− u0(t)| ≤
|f(t, ϕ(t), u0(t))|

α
.

Здесь равенство следует из того, что функция ϕ является решением задачи Коши (3.5),
а неравенство — из соотношения (3.4). Таким образом, функция ϕ(·) является искомой.

2. Применяя предложение 2.1 с Σ = I × Rn и σ = (t, x), получаем, что существует
непрерывное отображение g : Rn × Rn+1 → Rn такое, что выполняются соотношения
(3.3) и (3.4).

Возьмем произвольную точку (t0, x0) ∈ I × Rn и функцию u0 : I → Rn и рас-
смотрим задачу Коши (3.5). Поскольку функции g и u0 непрерывны, то правая часть
дифференциального уравнения в (3.5) непрерывна. Кроме того,

|g(u0(t), t, x)| = |g(u0(t), t, x)− u0(t) + u0(t)| ≤ |g(u0(t), t, x)− u0(t)|+ |u0(t)| ≤

≤ |f(t, x, u0(t)|)
α

+ |u0(t)| ≤
a(t)

α
|x|+ b(t, u0(t))

α
+ |u0(t)|

для любого t ∈ I. Здесь первое неравенство вытекает из неравенства треугольника,
второе — из соотношения (3.4), а третье — из предположения (3.2). Таким образом, для
задачи (3.5) выполнены предположения теоремы о продолжении решения на заданный
интервал (см., например [5, глава II, теорема 5]). Значит, задача Коши (3.5) имеет ре-
шение ϕ(·), определенное на всем интервале I. Дословно повторив соответствующие
рассуждения из пункта 1 доказательства, получаем, что функция ϕ является иско-
мой. �

4. Обсуждение основных результатов

Прокомментируем теорему 3.1. Применительно к задаче Коши для явного диффе-
ренциального уравнения, т. е. к задаче

ẋ = h(t, x), x(t0) = x0,

в которой h : I × Rn → Rn — заданная непрерывная функция, а (t0, x0) ∈ I × Rn

— заданное начальное условие, теорема 3.1 не дает новых результатов. В этом случае
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f(t, x, ẋ) ≡ ẋ− h(t, x), α = 1, и, значит, теорема 3.1 совпадает с известными утвержде-
ниями о существовании решения и его продолжении на заданный интервал времени
(см., например, [4, 5]). При этом оценка (3.1) принимает вид

|ϕ̇(t)− u0(t)| ≤ |h(t, ϕ(t))− u0(t)| ∀ t ∈ J.

Но это неравенство очевидно, поскольку ϕ̇(t) ≡ h(t, ϕ(t)). Таким образом, теорема 3.1
не дает новых результатов для явных дифференциальных уравнений.

Отметим теперь, что в предположениях теоремы 3.1 решение может быть не един-
ственным. Во-первых, это связано с тем, что отображение f непрерывно по переменной
x, но не обязательно локально липшицево. Во-вторых, в предположениях теоремы воз-
можна ситуация k < n, при которой, очевидно, единственность решения невозможна.
Однако, если k = n, а отображение f достаточно гладко, то можно доказать един-
ственность решения.

Приведенный в параграфе 1 пример показывает, что предположение равномерной
регулярности в теореме 3.1 существенно для утверждения п. 1 о существовании реше-
ния. Покажем, что даже если имеет место условие (3.2), то условие равномерной регу-
лярности существенно и для утверждения п. 2 о существовании решения на заданном
интервале времени, и не может быть заменено, например, предположением регулярно-
сти f по переменной ẋ в каждой точке области определения отображения f.

П р и м е р 4.1. Рассмотрим задачу Коши (1.1), в которой I = R, а отображение
f : R× R2 × R2 → R2 определено по формуле

f(t, x, ẋ) :=

(
eẋ1 cos(ẋ2)

eẋ1 sin(ẋ2)

)
−
(
t

0

)
, ẋ = (ẋ1, ẋ2) ∈ R2, x = (x1, x2), t ∈ R.

Для этого отображения соотношение (1.2) выполняется при любом (t0, x0, u0) ∈ R ×
R2 × R2 (см., например, [6, §5.3]).

Покажем, что в рассматриваемой задаче выполняется предположение (3.2). Дей-
ствительно, для любых (t, x, ẋ) ∈ R× R2 × R2 имеем

|f(t, x, ẋ)| =
∣∣∣∣( eẋ1 cos(ẋ2)

eẋ1 sin(ẋ2)

)
−
(
t

0

)∣∣∣∣ ≤ |t|+ eẋ1 ∀ t ∈ R.

Значит предположение (3.2) выполняется с I = R. Однако любое решение задачи Коши
(1.1) не определено в точке t = 0, поскольку f(0, x, ẋ) 6= 0 ни при каких x, ẋ ∈ R2.

В заключение рассмотрим случай, когда отображение f липшицево по перемен-
ной x. Пусть β ≥ 0 задано.

П р е д л о ж е н и е 4.1. Предположим, что отображение f(t, ·, ẋ) липшицево с
константой Липшица β при любых (t, ẋ) ∈ I×Rn. Пусть (t0, x0) ∈ I×Rn — заданная
точка, u0 : I → Rn — заданная непрерывная функция,

Φ[u0](t) := f

(
t, x0 +

t∫
t0

u0(s) ds, u0(t)

)
, t ∈ I,
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J ⊂ I — заданный интервал, содержащий t0, ϕ : J → Rn — решение задачи Коши
(1.1), удовлетворяющее неравенству (3.1).

Тогда

|ϕ̇(t)− u0(t)| ≤
β

α2

∣∣∣∣
t∫

t0

e
β
α
(t−s)|Φ[u0](s)| ds

∣∣∣∣+
|Φ[u0](t)|

α
∀ t ∈ J.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (3.1) и липшицевости отображения f по второму
аргументу имеем

α|ϕ̇(t)− u0(t)| ≤ |f(t, ϕ(t), u0(t))| ≤ |f(t, ϕ(t), u0(t))− Φ[u0](t)|+ |Φ[u0](t)| ≤

≤ β

∣∣∣∣
t∫

t0

(ϕ̇(s)− u0(s)) ds
∣∣∣∣+ |Φ[u0](t)| ≤ β

t∫
t0

|ϕ̇(s)− u0(s)| ds+ |Φ[u0](t)|
(4.1)

для любого t ∈ J, t ≥ t0. Умножая это неравенство на α−1e−
β
α
(t−t0) получаем, что

d

dt

(
e−

β
α
(t−t0)

t∫
t0

|ϕ̇(s)− u0(s)| ds
)
≤ e−

β
α
(t−t0)

α
|Φ[u0](t)|

при любом t ∈ J, t ≥ t0. Значит,

t∫
t0

|ϕ̇(s)− u0(s)| ds ≤
1

α

t∫
t0

e
β
α
(t−s)|Φ[u0](s)| ds

при любом t ∈ J, t ≥ t0. Отсюда и из (4.1) следует, что

|ϕ̇(t)− u0(t)| ≤
β

α2

t∫
t0

e
β
α
(t−s)|Φ[u0](s)| ds+

|Φ[u0](t)|
α

для любого t ∈ J, t ≥ t0. Повторив аналогичные рассуждения для t ∈ J, t < t0,

получаем искомую оценку.
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