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Введение

Исследование управляемых систем с нелинейными звеньями является важным раз-
делом современной математической теории управления, имеющим многочисленные
приложения (см. работы [1–3]). В свою очередь, развитие теории дифференциальных
включений, связано с тем, что они являются удобным и естественным аппаратом для
описания управляемых систем различных классов (см. статьи [4–6]).Один из наилуч-
ших аппаратов для изучения такого рода задач, предоставляют методы многозначного
и нелинейного анализа, которые выделяются как очень мощные, эффективные и полез-
ные (см. монографию [7]).

Мы будем рассматривать задачу управляемости для системы, описываемой полу-
линейным дифференциальным включением с дробной производной в банаховом про-
странстве E следующего вида:

Dαy(t) ∈ Ay(t) + F (t, y(t)) +Bu(t), t ∈ [0, T ] = I, (1)
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с начальным условием:
y(0) = x0, (2)

где Dα, 0 < α < 1, – дробная производная Капуто, A : D(A) ⊂E → E – линейный замк-
нутый оператор в E, порождающий ограниченную C0 - полугруппу {T(t)} , t ≥ 0,

F : [0, T ]×E ( E – мультиотображение с непустыми выпуклыми компактными значе-
ниями, удовлетворяющее условиям:

(F1) мультифункция F (·, y) : [0, T ] ( E допускает измеримое сечение для всех
y ∈ E;

(F2) мультиотображение F (t, ·) : E ( E – полунепрерывно сверху (п.н.св.) для
п. в. t ∈ I;

(F3) существует функция w ∈ L∞([0, T ]) такая, что:

∥F (t, y)∥ := sup {∥f∥E : f ∈ F (t, y)} ≤ w(t)(1 + ∥y∥E), п. в. t ∈ [0, T ],

для всех y ∈ E;

(F4) существует функция µ ∈ L∞([0, T ]) такая, что для любого ограниченного
множества Q ⊂ E, мы имеем:

χE(F (t, Q) ≤ µ(t)χE(Q), п. в. t ∈ [0, T ],

где χE – мера некомпактности Хаусдорфа в E.

Начальное значение x0 ∈ E и функция управления u(·) ∈ Lp(I, U), p > 1/α, где
U – гильбертово пространство управлений. Оператор B : U → E является ограничен-
ным и линейным.

1. Основные понятия

О п р е д е л е н и е 1. Интегральным решением задачи (1)–(2) на промежутке
[0, T ] называется функция y ∈ C([0, T ];E) :

y(t) = G(t)x0 +

∫ t

0

(t− s)q−1T (t− s) (f(s, y(s)) +Bu(s)) ds, t ∈ [0, T ],

где f(s, y(s)) ∈ F (s, y(s)),

G(t) =
∫ ∞

0

ξq(θ)T (t
qθ)dθ, T (t) = q

∫ ∞

0

θξq(θ)T (t
qθ)dθ,

ξq(θ) =
1

q
θ−1− 1

qΨq(θ
−1/q),

Ψq(θ) =
1

π

∞∑
n=1

(−1)n−1θ−qn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq), θ ∈ R+.
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Наша основная задача управляемости может быть описана следующим образом.
Для заданного начального условия x0 ∈ E и заданного x1 ∈ E мы будем рассматри-

вать существование решения y ∈ C([0, T ];E) задачи (1)–(2) и управления u ∈ Lp(I, U)

такого, что:
y(T ) = x1. (3)

Сделаем стандартное предположение о разрешимости соответствующей линейной
задачи управляемости, для этого будем полагать, что линейный оператор управления
W : Lp(I, U) → E следующего вида:

Wu =

∫ T

0

T (T − s)(T − s)α−1Bu(s)ds,

имеет обратный ограниченный оператор W−1 : E → Lp(I, U) и удовлетворяет следую-
щему условию регулярности:

(W ) найдется функция γ ∈ L∞(I, E) такая, что для любого ограниченного множе-
ства Ω ⊂ E, мы имеем:

χU

(
W−1(Ω)(t)

)
≤ γ(t)χE(Ω) для п. в. t ∈ [0, T ],

где χU – мера некомпактности Хаусдорфа в U.

Рассмотрим мультиоператор G : C([0, T ];E) ( C([0, T ];E) :

G(y)(t) = G(t)x0+∫ t

0

(t−s)q−1T (t−s)

(
f(s, y(s))+BW−1

(
x1 − G(t)x0−

∫ T

0

(T − s)q−1T (T − s)f(s, y(s))

)
(s)

)
ds.

Можно показать, что функция y ∈ C([0, T ];E) – интегральное решение задачи
(1)–(3) на промежутке [0;T ], тогда и только тогда, когда она является неподвижной
точкой мультиоператора G.

Теорема 1. Мультиоператор G является п.н.св.

Теорема 2. Мультиоператор G является уплотняющим относительно меры не-
компактности в пространстве C([0, T ];E).

2. Основные результаты

Теорема 3. При выполнении условий (A), (F1)− (F4), (W ) множество решений
задачи (1)–(3) на [0;T ] непусто и компактно.
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