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Аннотация. В работе исследуются локально инъективные накрывающие отоб-
ражения метрических пространств. Показано, что эти отображения обладают
свойством продолжаемости для непрерывных функций.
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Прежде чем перейти к постановке задачи напомним, некоторые определения. Пусть
(X, ρX), (Y, ρY ) – метрические пространства. Обозначим через BX(x, r) замкнутый шар
с центром в точке x ∈ X радиуса r ≥ 0, то есть BX(x, r) = {u ∈ X : ρX(x, u) ≤ r}.

Пусть задано α > 0. Отображение ψ : X → Y называется α -накрывающим, если

∀x0 ∈ X, ∀ y ∈ Y ∃ x ∈ X : ψ(x) = y, ρX(x0, x) ≤
1

α
ρY (ψ(x0), y).

Накрывающие отображения метрических пространств используются при изучении
нелинейных уравнений и включений (см., например, [1, 2]). В этой статье мы исследуем
свойства локальной инъективных накрывающих отображений. Отображение ψ :X→ Y

называется локально инъективным, если для каждой точки x0 ∈ X существует r > 0

такое, что сужение ψ на BX(x0, r) инъективно, то есть

∀ x1, x2 ∈ BX(x0, r) ψ(x1) = ψ(x2) ⇒ x1 = x2.

При исследовании вопросов существования и единственности решений нелинейных
уравнений важную роль играет понятие продолжаемости отображений (см., например,
§5.3. в [3]). Говорят, что отображение ψ : X → Y обладает свойством продолжаемости
для заданного непрерывного отображения v : [0, 1] → Y, если для каждого T ∈ (0, 1],

для каждого непрерывного отображения u : [0, T ) → X такого, что ψ(u(t)) = v(t) для
любого t ∈ [0, T ], существует lim

t→T−0
u(t) =: u(T ) и ψ(u(T )) = v(T ).
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Цель настоящей работы состоит в доказательстве свойства продолжаемости накры-
вающих локально инъективных отображений ψ : X → Y для липшицевых отображе-
ний v : [0, 1] → Y. Соответствующий основной результат статьи сформулирован ниже
в теореме 1. Прежде чем перейти к ней, приведем два вспомогательных утверждения.

Лемма 1. Пусть ψ является непрерывным и α -накрывающим, для некоторых
x0 ∈ X и r > 0 сужение ψ на BX(x0, r) инъективно, отображение φ : ψ(BX(x0, r)) →
BX(x0, r) является обратным к ψ на BX(x0, r), то есть

ψ(φ(y)) = y ∀ y ∈ ψ(BX(x0, r)), φ(ψ(x)) = x ∀x ∈ BX(x0, r). (1)

Тогда BY (ψ(x0), αr/3) ⊂ ψ(BX(x0, r)) и

ρX(φ(y1), φ(y2)) ≤ α−1ρY (y1, y2) ∀ y1, y2 ∈ BY (ψ(x0), αr/3). (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из α -накрываемости отображения ψ следует, что

BY (ψ(x0), αr/3) ⊂ ψ(BX(x0, r)).

Докажем соотношение (2).
Возьмем произвольные точки y1, y2 ∈ BY (ψ(x0), αr/3). В силу α -накрываемости

отображения ψ существует точка x1 ∈ X такая, что

ψ(x1) = y1 и ρ(x0, x1) ≤
r

3
.

Отсюда из инъективности отображения ψ на шаре BX(x0, r) следует, что x1 = φ(y1).

В силу α -накрываемости отображения ψ существует точка x2 ∈ X такая, что

ψ(x2) = y2 и ρX(x1, x2) ≤
ρY (y1, y2)

α
. (3)

Поскольку

ρY (y1, y2) ≤ ρY (y1, ψ(x0)) + ρY (ψ(x0), y2) ≤
r

3
+
r

3
=

2r

3
,

то из неравенства в (3) следует, что

ρX(x0, x2) ≤ ρX(x0, x1) + ρX(x1, x2) ≤ r.

В силу инъективности ψ на BX(x0, r) имеем x2 = φ(y2). Поэтому неравенство в (3)
вытекает из соотношения (2). �

Лемма 2. Пусть отображение ψ является непрерывным, α -накрывающим и ло-
кально инъективным, отображение v : [0, 1] → Y является липшицевым с констан-
той l ≥ 0, для непрерывного отображения u : [0, T ) → X имеет место тождество
ψ(u(t)) ≡ v(t). Тогда отображение u является α−1l -липшицевым.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. I. Возьмем произвольную точку t0 ∈ [0, T ). Покажем, что
отображение u является α−1l -липшицевым в некоторой окрестности точки t0.

Положим x0 := u(t0). Поскольку отображение ψ является локально инъектив-
ным, то существует r > 0 такой, что сужение ψ на BX(u0, r) инъективно. Пусть
φ : ψ(BX(x0, r)) → BX(x0, r) – обратное отображение к отображению ψ на BX(x0, r),

то есть имеет место соотношение (1).
Из непрерывности отображений u и v следует, что существует ε > 0 такое, что

u(t) ∈ BX(x0, r), v(t) ∈ BY (ψ(x0), αr/3) ∀ t ∈ [t0 − τ, t0 + τ ] ∩ [0, T ).

Отсюда поскольку по предположению при каждом t ∈ [0, T ) имеет место равенство
ψ(u(t)) = v(t), а BY (ψ(x0), αr/3) ⊂ ψ(BX(x0, r)) в силу леммы 1, то u(t) = φ(v(t))

при t ∈ [t0 − τ, t0 + τ ] ∩ [0, T ). Значит, отображение u является α−1l -липшицевым
на [t0 − τ, t0 + τ ] ∩ [0, T ), так как φ является α−1 -липшицевым в силу леммы 1, а v

является l -липшицевым по предположению.
II. Докажем, что отображение u является α−1l -липшицевым. Предположим про-

тивное, то есть существуют t1, t2∈ [0, T ), t1 < t2 такие, что ρX(u(t1), u(t2))>α
−1l(t2−t1).

Положим
γ(t) := ρX(u(t1), u(t))− α−1l(t− t1), t ∈ [0, T ).

В силу непрерывности отображения γ и соотношений γ(t1) = 0, γ(t2) > 0 существует
точка τ ∈ [t1, t2) такая, что γ(τ) = 0 и γ(t) > 0 при любом t ∈ [τ, t2). В силу
I отображение u липшицево в некоторой окрестности точки τ. Поэтому существует
t′ ∈ (τ, t2) такое, что ρX(u(t

′), u(τ)) ≤ α−1l(t′ − τ). Значит,

γ(t′) = ρX(u(t1), u(t
′))− α−1l(t′ − t1) ≤

≤ ρX(u(t1), u(τ)) + ρX(u(τ), u(t
′))− α−1l(t′ − τ)− α−1l(τ − t1) ≤ γ(τ) ≤ 0,

что противоречит неравенству γ(t′) > 0. Полученное противоречие завершает доказа-
тельство. �

Теорема 1. Пусть отображение ψ : X → Y является α -накрывающим, непре-
рывным и локально инъективным, отображение v : [0, 1] → Y является l -липши-
цевым, пространство (X, ρX) – полным. Тогда отображение ψ обладает свойством
продолжаемости для v.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольное T ∈ (0, 1] и произвольное непре-
рывное отображение u : [0, T ) → X такое, что ψ(u(t)) = v(t) для любого t ∈ [0, T ).

В силу леммы 2 отображение u является α−1l -липшицевым. Возьмем произвольную
последовательность {tj} ⊂ [0, T ), сходящуюся к T слева. Имеем

ρX(u(ti), u(tj)) ≤ α−1l|ti − tj| ∀ i, j.

Поэтому последовательность {u(tj)} фундаментальна. Следовательно, в силу полноты
пространства (X, ρX) она сходится к некоторой точке x̄ ∈ X. Очевидно, для любой
последовательности {τj} ⊂ [0, T ), сходящейся к T слева, последовательность {u(τj)}
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сходится к x̄, иначе последовательность u(t1), u(τ1), u(t2), u(τ2), ... расходится, что, как
показано выше, невозможно. Таким образом, x̄ = lim

t→T−0
u(t). �

Повторяя рассуждения, приведенные в §5.3.2 в [3], из леммы 2 и теоремы 1 можно
вывести следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть отображение ψ : X → Y является α -накрывающим, непре-
рывным и локально инъективным, отображение v : [0, 1] → Y является l -липшице-
вым, u0 ∈ X, ψ(u0) = v(0), пространство (X, ρX) полно.

Тогда существует единственная непрерывная функция u : [0, 1] → X такая, что
ψ(u(t)) ≡ v(t) и u(0) = u0. Более того, эта функция u является α−1l -липшицевой.
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