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Аннотация. В работе приводится обзор результатов авторов, связанных с ис-
следованием свойства устойчивости решений для нелинейных систем диффе-
ренциальных уравнений, в правой части которых имеются слагаемые, содержа-
щие произведения разрывных функций на обобщенные. Решения таких систем
формализуются с помощью замыкания множества гладких решений в простран-
стве функций ограниченной вариации. Для таких систем получены достаточные
условия асимптотической устойчивости невозмущенных решений.
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Введение

Большое количество статей посвящено вопросам устойчивости решений дифферен-
циальных уравнений с импульсным воздействием. Но абсолютное большинство этих
работ при формализации решения используют вариант систем с «толчками», восходя-
щий к работам А.Д. Мышкиса, А.М. Самойлено и Н.А. Перестюка [1], а также мно-
гочисленных их последователей (см., например, [2, 3]). Существует и другая формали-
зация понятия решения, которая основана на замыкании множества гладких решений
в пространстве функций ограниченной вариации [4–6]. Мотивацией такой формализа-
ции понятия решения является то, что в реальных механических, электротехнических
и других системах изменение значений фазовых переменных происходит не мгновенно,
а на весьма небольшом промежутке времени по сравнению с промежутком времени,
на котором изучается процесс. В частности, такие явления характерны для механики
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космического полета (импульсная корректировка орбиты), электротехники (экстрато-
ки в электрических сетях), медицины (изменение состояния организма после принятия
лечебных препаратов), экономики (единовременные финансовые вливания в экономи-
ку) и др. [4–9]. Фактически система с импульсным воздействием является некоторой
аппроксимаций системы с непрерывной траекторией, когда на коротких промежутках
времени происходит существенное изменение фазовых переменных. Такой подход, как
отмечал Н.Н. Красовский в [10], является естественным с точки зрения теории управле-
ния. Отметим, что одной из особенностей формализации решения на основе замыкания
множества гладких решений в пространстве функций ограниченной вариации явля-
ется то, что предел у последовательности гладких решений, порожденной гладкими
аппроксимациями обобщенных воздействий, может и не существовать, и тогда в каче-
стве решения естественно брать все частичные пределы последовательности гладких
решений. В этом случае получается, что одному обобщенному воздействию будет со-
ответствовать целая трубка разрывных решений. В дополнение к сказанному следует
отметить обзорную статью [11], где обсуждаются также вопросы формализации реше-
ний рассматриваемых уравнений, в частности с позиций теории обобщенных функций.
А также отметим работу [12], где рассматривается вопрос устойчивости точек покоя,
когда движение системы описывается дифференциальным включением с импульсным
воздействием.

Среди возможных подходов к исследованию вопросов устойчивости отметим, что ес-
ли в исходной системе сделать разрывную замену времени [4, 6], то в вспомогательной
системе траектория становится абсолютно непрерывной и вопрос устойчивости можно
исследовать с помощью методов, которые применяются для исследования устойчивости
систем с переменной структурой (switched systems) [13] в связи с тем, что на временных
промежутках, где нет импульсов, траектория будет описываться одними уравнениями,
а величина скачка траектории (реакция системы на импульсное воздействие) будет опи-
сываться другим уравнением.

Приведенные ниже результаты получены с помощью теории интегральных нера-
венств, рекуррентных оценок на последовательные непрерывные участки траектории и
скачки траектории и метода функций Ляпунова.

1. Формализация понятия решения

Рассмотрим следующую задачу Коши:

ẋ = f(t, x(t), v(t), V̌ (t)) +B(t, x(t), v(t), V̌ (t))v̇(t), x(t0) = x0. (1.1)

Здесь, x(t) и v(t) n - и m - вектор-функции времени, соответственно, f(t, x, v, V̌ ) —
n - вектор функция, и B(t, x, v, V̌ ) — n × m матрица-функция, V̌ (t) = var

[t0, t]
v(·), v(t)

банахово пространство m -мерных вектор-функций ограниченной вариации BVm[t0, ϑ].

∥f(t, x, v, V )∥ ≤ κ(1 + ∥x∥), ∥B(t, x, v, V )∥ ≤ κ(1 + ∥x∥).

Если v(t) является абсолютно непрерывной вектор-функцией, которая определе-
на на отрезке [t0, ϑ], то в рамках теоремы Каратеодори решение задачи Коши (1.1)
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существует и удовлетворяет интегральному уравнению

x(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, x(s), v(s), V̌ (s)) ds+

t∫
t0

B(s, x(s), v(s), V̌ (s)) dv(s). (1.2)

При этом второй интеграл (1.2) понимается в смысле Римана–Стилтьеса.
Пусть последовательность vk(t) абсолютно непрерывных функций (vk(t)∈AC[t0, ϑ])

поточечно сходится в функции v(t) ∈ BV [t0, ϑ]. Соответствующую последовательность
решений задачи Коши (1.1) или (1.2) обозначим xk(t).

Как и в [4, 5] будем говорить, что последовательность vk(t) V — сходится к v(t),

если vk(t) поточечно сходится к v(t) и var
[t0, t]

vk(·) поточечно сходится к V (t) ∈ BV [t0, ϑ].

Для данной сходимости будем использовать обозначение vk(t)
V→ v(t).

Заметим, что для любых a и b, удовлетворяющих неравенству t0 ≤ a ≤ b ≤ ϑ,

выполняется неравенство
var
[a, b]

v(·) ≤ V (b)− V (a).

О п р е д е л е н и е 1.1. Назовем V− решением задачи Коши (1.1) всякий ча-
стичный поточечный предел последовательности xk(t), k = 1, 2, . . . на промежутке
[t0, ϑ], которая порождает произвольной V− сходящей последовательностью абсолют-
но непрерывных функций vk(t), k = 1, 2, . . . .

Пусть
z(0) = x(t),

µ(0) = v(t)

являются начальными условиями системы

ż(ξ) = B(t, z(ξ), µ(ξ), V (t) + ξ − t)η(ξ),

µ̇(ξ) = η(ξ). (1.3)

Обозначим через S(t, x(t),∆v(t), V (t),∆V (t)) (где t = ti − 0 или t = ti ) множество,
получающееся сдвигом на величину −x(t) в момент t + ∆V (t) сечения множества
достижимости системы (1.3), что

µ(t) = v(t), (1.4)

где управление η(ξ) подчинено ограничению ∥η(ξ)∥1 ≤ 1.

Теорема 1.1. Каждый частичный поточечный предел последовательности xk(t)

of решений уравнения (1.1) порожденной последовательностью vk(t), k = 1, 2, . . . ,

абсолютно непрерывных функций, где vk V -сходимость к v(t) ∈ BVm[t0, ϑ], и

lim
k→∞

var
[t0, t]

vk(·) = V (t),
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является решением интегрального включения

x(t) ∈ x0 +

t∫
t0

f(ξ, x(ξ), v(ξ), V (ξ)) dξ +

t∫
t0

B(ξ, x(ξ), v(ξ), V (ξ)) dvc(ξ)+

+
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0), V (ti − 0),∆V (ti − 0))+

+
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0), V (ti),∆V (ti + 0)), (1.5)

где vc(ξ) непрерывная составляющая функции ограниченной вариации v(ξ), Ω− (Ω+)

— соответственно точки левого и правого разрывов функции V (t).

Для всякого решения x(t) включения (1.5), порожденного парой (v(t), V (t), суще-
ствует последовательность абсолютно непрерывных функций vk(t), поточечно схо-
дящаяся к v(t) и для которой limk−→∞ var

[t0, t]
v(·) = V (t), что соответствующая по-

следовательность xk(t), k = 1, 2, . . . , решений системы (1.1) поточечно сходится к
x(t).

Доказательство этой теоремы можно посмотреть в [4].
Теперь рассмотрим нелинейную систему дифференциальных уравнений:

ẋ(t) = f(t, x(t)) +B(t, x(t))v̇(t) (1.6)

с начальным условием
x(t0) = x0. (1.7)

В отличие от системы (1.1) в (1.6) правая часть не зависит от V (t). Здесь функция
f(·, ·) со значениями в Rn, матрица-функция B(·, ·) размерности m× n. Элементы f

и B непрерывна по совокупности переменных в рассматриваемой области и удовлетво-
ряют в ней условиям, обеспечивающим существование и продолжимость решений при
любых суммируемых v̇(t).

О п р е д е л е н и е 1.2. Будем называть аппроксимируемым решением задачи Ко-
ши (1.6), (1.7) поточечный предел последовательности гладких решений системы
(1.6), порожденной последовательностью абсолютно непрерывных функций vk(t),

k = 1, 2, . . . , поточечно сходящихся к функции ограниченной вариации v(t), если этот
предел не зависит от выбора последовательностей функций vk(t), k = 1, 2, . . . .

Теорема 1.2. Пусть в области t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rn, ||v|| ≤ M, где M — некоторая
положительная постоянная, все допустимые функции v(·) подчинены ограничению
var
[t0, ϑ]

v(·) ≤ M, компоненты вектора f(t, x) и элементы матрицы B(t, x) непрерывны

по совокупности переменных, дифференцируемы по всем переменным xi, i ∈ 1, n а
также удовлетворяют неравенствам

||f(t, x)|| ≤ κ(1 + ||x||), ||B(t, x)|| ≤ κ(1 + ||x||).
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Кроме того, будем предполагать, что для всех допустимых t и x будут выполняться
равенства

n∑
ν=1

∂bij(t, x)

∂xν

bνl(t, x) =
n∑

ν=1

∂bil(t, x)

∂xν

bνj(t, x) (1.8)

(условие Фробениуса) i ∈ 1, n, j, l ∈ 1,m.

Тогда для всякой вектор-функции v(t), удовлетворяющей выше оговоренным усло-
виям, существует аппроксимируемое решение x(t) задачи Коши (1.6), (1.7), которое
удовлетворяет интегральному уравнению

x(t) = x0 +

t∫
t0

f(ξ, x(ξ)) dξ +

t∫
t0

B(ξ, x(ξ)) dvc(ξ)+

+
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0)) +
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0)), (1.9)

где
S(t, x,∆v) = z(1)− x,

ż(ξ) = B(t, z(ξ))∆v(t), z(0) = x,

Ω−(Ω+) — множество точек левого (правого) разрывов вектор-функции v(t),

∆v(t− 0) = v(t)− v(t− 0), ∆v(t+ 0) = v(t+ 0)− v(t).

Доказательство этой теоремы содержится в [4].

О п р е д е л е н и е 1.3. Продолжение решений интегрального включения (1.5) на
[t0,∞) и интегрального уравнения (1.9) на [t0,∞) будем называть решением уравнения
(1.1) на промежутке [t0,∞).

2. Устойчивость трубок разрывных решений

Обозначим сечение трубки решений интегрального включения (1.5), порожденной
начальным условием x0 и парой функций v(·), V (·) через X(t, x0, v(·), V (·)).

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что трубка решений уравнения (1.1)

X(t, x0, v(·), V (·)) устойчива, если ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0, что если |x− x0| < δ, то

ρ(X(t, x0, v(·), V (·)), X(t, x, v(·), V (·))) < ε,

где ρ(A,B) есть хаусдорфово расстояние между множествами A и B.

О п р е д е л е н и е 2.2. Будем говорить, что трубка решений уравнения (1.1)

X(t, x0, v(·), V (·)) асимптотически устойчива, если она устойчива, а также справедливо

lim
t−→∞

ρ(X(t, x0, v(·), V (·)), X(t, x, v(·), V (·))) = 0.
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Рассмотрим частный случай системы (1.1) – билинейную систему:

ẋ(t) = (A(t) +
m∑
j=1

Dj(t)v̇i(t))x(t) + f(t)v̇m + g(t), (2.1)

где A(t), Dj(t)(j ∈ 1,m− 1) — непрерывные матрицы размерности n×n, f(t) и g(t) —
непрерывные вектор-функции размерности n, v(t)=(v1(t), v2(t), ...vn(t))

T , var[t0,t]v(t)=∑m
i=1 var[t0,t]vi(·).
Согласно теореме 1.1 все V -решения уравнения (2.1) будут удовлетворять следую-

щему интегральному включению:

x(t) ∈ x0 +

t∫
t0

A(ξ)x(ξ) dξ +

t∫
t0

g(ξ) dξ +
m−1∑
i=1

t∫
t0

Dj(ξ)x(ξ) dv
c
i (ξ) +

t∫
t0

f(ξ) dvcm(ξ)+

+
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0), V (ti − 0),∆V (ti − 0))+

+
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0), V (ti + 0),∆V (ti + 0)),

где vc(t) – непрерывная составляющая вектор функции ограниченно вариации v(t).

Множество S(t, x(t),∆v(t), V (t),∆V (t)) (где t = ti−0 ti ∈ Ω− и t = ti если ti ∈ Ω+ )
определяется как сдвиг сечения (µ(∆V (t)) = v(ti), если ti ∈ Ω−, и µ(∆V t) = v(ti + 0),

если ti ∈ Ω+) множество достижимости систем

ż(ξ) =
m−1∑
i=1

Di(t)z(ξ)ηi(ξ) + f(t)ηm(ξ)

µ̇(ξ) = η(ξ) (2.2)

в момент ξ = ∆V (t), где управление η(ξ) удовлетворяет ограничению ∥η(ξ)∥ ≤ 1, где
∥η(ξ)∥ =

∑m
i=1 |ηi(ξ)|.

Теорема 2.1. Пусть фундаментальная матрица Y (t, s) системы ẋ = A(t)x удо-
влетворяет оценке

∥Y (t, s)∥ ≤ ce−(α(t−s)), (2.3)

где α и c некоторые постоянные, такие,что α > 0, c ≥ 1. Кроме того, предполо-
жим, что справедлива оценка

∥Dj(t)∥ ≤ K, ∀t ∈ [t0,∞), s ∈ [t0, t], j ∈ 1,m− 1. (2.4)

Здесь K – положительная постоянная. Предположим, что существует такое число
β, что неравенство

α(t− t0)− ck(t− t0 + V (t)) > β (2.5)

выполняется для всех t ∈ [t0,∞). Тогда трубка разрывных решений X(t, x0, v(·), V (·))
будет устойчива. Если же выполняется неравенство

lim
t−→∞

(α(t− t0)− ck(t− t0 + V (t))) = +∞, (2.6)

то трубка разрывных решений будет асимптотически устойчива.

Доказательство приведенной теоремы содержится в работе [14].
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3. Устойчивость билинейных систем с разрывными траекториями при
устойчивой матрице невозмущенной части системы

Рассмотрим билинейную однородную систему дифференциальных уравнений

ẋ(t) = (A(t) +
m∑
j=1

Dj(t)v̇i(t))x(t). (3.1)

Здесь A(t) — непрерывная матрица-функция размерности n × n, Dj(t) (j ∈ 1,m) —
непрерывные ограниченные матрицы-функции размерности n × n, Di(t) — взаимно
коммутативны, vi(t) — компоненты вектор-функции ограниченной вариации v(t) =

(v1(t), v2(t), . . . , vm(t))
T .

Согласно теореме 1.2 всякое аппроксимируемое решение уравнения (3.1) будет удо-
влетворять интегральному уравнений

x(t) = φ(t0) +

∫ t

t0

A(ξ)x(ξ)dξ +
m∑
j=1

∫ t

t0

Dj(ξ)x(ξ)dv
c
j(ξ)+

+
∑

ti≤t, ti∈W−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0)) +
∑

ti<t, ti∈W+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0)), (3.2)

где

S(t, x,∆v) = z(1)− z(0), (3.3)

ż(ξ) =
m∑
j=1

Dj(t)z(ξ)∆vi(t), z(0) = x, (3.4)

W− и W+ соответственно точки левого и правого разрывов вектор-функции v(t), vci (t)

— непрерывная составляющая функции ограниченной вариации vi(t), ∆v(t−0) = v(t)−
v(t−0) и ∆v(t+0) = v(t+0)−v(t). Заметим, что условие Фробениуса (1.8) для уравнения
(3.1) превращается в условие взаимной коммутативности матриц Di(t), i ∈ 1,m.

Теорема 3.1. Пусть фундаментальная матрица Y (t, s) системы

ẋ(t) = A(t)x(t)

удовлетворяет оценке

∥Y (t, s)∥ 6 ce−α(t−s), c > 1, (3.5)

где α и c — некоторые положительные постоянные. Кроме того, предположим, что
справедливы следующие оценки

||Dj(t)|| 6 K, ∀t ∈ [t0,∞), j ∈ 1,m, (3.6)
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где K — положительная постоянная. Тогда если справедливо неравенство

α(t− t0)−Kc
m∑
j=1

var
[t0, t]

vj(·) ≥ β, (3.7)

для всех t ∈ [t0,∞), где β есть некоторая конечная величина, то нулевое решение
системы (3.1) устойчиво, если же

α(t− t0)−Kc
m∑
j=1

var
[t0, t]

vj(·) −→ ∞, (3.8)

то нулевое решение системы (3.1) будет асимптотически устойчивым и будет спра-
ведлива оценка

||x(t)|| ≤ e
−(α(t−t0)−Kc( var

[t0, t]
v(·)))

x(t0)c. (3.9)

Приведенный результат был опубликован в работе [15].

4. Устойчивость билинейных систем с разрывными траекториями при
неустойчивой матрице невозмущенной части системы

Приведенный ниже результат опубликован в [16]. В предыдущем разделе свойство
устойчивости нулевого решения обеспечивалось за счет асимптотической устойчиво-
сти однородной системы без обобщенных воздействий, а обобщенные воздействия иг-
рали роль возмущений. В этом разделе мы будем предполагать, что однородная си-
стема без импульсных воздействий будет неустойчива, а свойство устойчивости мы
будем пытаться обеспечить за счет импульсных воздействий. В отличие от преды-
дущего раздела здесь будем предполагать, что vi(t) — компоненты вектор функции
v(t) = (v1(t), v2(t), ..., vm(t))

T — кусочно-постоянные функции, непрерывные слева в
точках разрыва. Точки разрыва функции v(t) t0 < t1 < t2 < ... < tn < ... удовлетво-
ряют условию limi−→∞ ti = ∞.

При сделанных предположениях на функции vi(t) систему (3.1) можно записать в
виде:

ẋ = (A(t) +
m∑
j=1

∞∑
i=1

Dj(t)x(t)∆υj(ti)δ(t− ti), (4.1)

где ∆vj(ti) = vj(ti + 0) − vj(ti) — скачки кусочно постоянных функций vi(t), δ(t − ti)

— δ — функции Дирака, сосредоточенные в моменты ti.

Теорема 4.1. Пусть справедливы неравенства

||D̃i(s)|| ≤ Gie
λis i ∈ 1,m, (4.2)

где D̃i(s) — нормированная фундаментальная матрица для системы (3.4), а также
имеет место неравенство

∥Y (t, s)∥ ≤ ceα(t−s), (4.3)
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где Y (t, s)− фундаментальная матрица системы ẋ = A(t)x(t). Тогда если выполня-
ется условие

lim
i−→∞

(i ln c+
i∑

k=1

λk + α(ti − t0) = β < ∞, (4.4)

то система (4.1) устойчива, а если выполняется условие

lim
i−→∞

(i ln c+
i∑

k=1

λk + α(ti − t0) = −∞, (4.5)

то система (4.1) асимптотически устойчива.

5. Метод функций Ляпунова при исследовании устойчивости систем
импульсным воздействием

В этом разделе будем рассматривать нелинейную систему дифференциальных урав-
нений:

ẋ(t) = f(t, x(t)) +B(t, x(t))v̇(t) (5.1)

с начальным условием x(t0) = x0. Также будем предполагать, что для системы (5.1)
выполняется условие Фробениуса (1.8). Как и в предыдущих двух разделах будем пред-
полагать, что в системе (5.1) обобщенное воздействие порождается кусочно постоянной
функцией v(t), точки разрыва этой функции t1 < t2 < ... < ti < ti+1 < ... удовле-
творяют условию limk−→∞ tk = ∞. Будем считать функцию v(t) непрерывной слева
в точках разрыва. В таком случае на промежутке (ti, ti+1] траектория системы (5.1)
будет описываться дифференциальным уравнением

ẋ(t) = f(t, x(t)) (5.2)

с начальным условием x(ti + 0). Величина скачка траектории в точке ti задается с
помощью решения дифференциального уравнения

ż(ξ) = B(ti, z(ξ))∆v(ti), z(0) = x(ti), (5.3)

формулой S(ti, x(ti),∆v(ti)) = z(1)− x(ti), где ∆v(ti) = v(ti + 0)− v(ti).

Пусть V (t, x) — непрерывно дифференцируемая функция Ляпунова. Производную
функции Ляпунова в силу системы (5.2) будем обозначать

V̇ (t, x) =
∂V (t, x)

∂t
+∇xV (t, x)f(t, x),

где ∇x — градиент функции V (t, x) по x. Производную этой функции Ляпунова в
силу системы (5.3), описывающей скачек траектории системы (5.1), будем обозначать
следующим образом:

V̇ (ti, z) = ∇xV (ti, z)B(ti, z)∆v(ti).

Заметим, что система (5.3) является автономной.
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Теорема 5.1. Предположим, что существуют непрерывно дифференцируемая
функция V (t, x) и непрерывная монотонно возрастающая функция u(s) (u(0) = 0,

s ≥ 0). Для функции V (t, x) справедливо неравенство

u(||x||) ≤ V (t, x) (5.4)

для всех t ≥ t0, x ∈ Rn. Функция V (t, x) удовлетворяет неравенствам

V̇ (t, x) ≤ αV (t, x), α > 0, (5.5)

где V̇ (t, x) — производная в силу системы (5.2),

V̇ (ti, z) ≤ −βV (ti, z), β > 0, (5.6)

где V̇ (ti, z) — производная в силу системы (5.3). Кроме того предположим, что су-
ществует γ > 0, для которого выполняется неравенство

0 < ti+1 − ti < γ, i = 1, 2, ..., (5.7)

а также неравенство

α− β

γ
< 0. (5.8)

Тогда система (5.1) асимптотически устойчива.

Доказательство этой теоремы приведено в [17].
Заключение. В обзоре приведены результаты об устойчивости невозмущенных ре-

шений для нелинейных систем с обобщенным воздействием в правой части. В случае,
когда нет единственности реакции системы на обобщенное воздействие, исследовано
свойство устойчивости для трубок решений. Если реакция системы на обобщенное воз-
действие единственна, то исследованы случаи, когда устойчивость обеспечивается си-
стемой без импульсов, а импульсы играют роль возмущений, а также рассмотрены слу-
чаи, когда система без импульсов неустойчива, а свойство устойчивости обеспечивается
за счет импульсных составляющих.
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Abstract. In this paper we review the results of the authors related to the study of
the stability property of solutions for nonlinear systems of differential equations, on
the right-hand side of which there are terms containing products of discontinuous
functions and distributions. The solutions of such systems are formalized by the
closure of the set of smooth solutions in the space of functions of bounded variation.
For such systems, sufficient conditions are obtained for the asymptotic stability of
unperturbed solutions.
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