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Аннотация. Рассмотрены пространства с векторнозначной метрикой, значени-
ями которой являются элементы конуса линейного нормированного простран-
ства. Сформулировано понятие множества метрической регулярности отобра-
жения в пространствах с векторнозначной метрикой. Получено утверждение об
устойчивости множества метрической регулярности заданного отображения при
его липшицевых возмущениях в пространствах с векторнозначной метрикой.
Ключевые слова: нелинейное отображение; пространство с векторнозначной мет-
рикой; множество метрической регулярности

Введение

Накрывающие (регулярные) отображения метрических пространств исследованы в
работах Е.Р. Авакова, А.В. Арутюнова, Б.Д. Гельмана, Л.М. Грейвса, А.В. Дмитру-
ка, А. Д. Иоффе, А.А. Милютина, Б.С. Мордуховича, Н.П. Осмоловского, А. Удерзо
и других авторов. В связи с приложениями к системам уравнений (в том числе к крае-
вым задачам и задачам управления) в работах [1–3] предложено и исследовано понятие
векторно накрывающего (регулярного) отображения. В [4–7] это понятие распростра-
нено на многозначные отображения, действующие в пространствах с векторнозначной
метрикой. В настоящей работе продолжены эти исследования. Определено понятие мно-
жества метрической регулярности отображения, действующего в пространствах с век-
торнозначной метрикой, и исследована его устойчивость к липшицевым возмущениям.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты
№№ 17-51-12064, 18-01-00106, 18-31-00227).
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1. Основные понятия

Пусть задано непустое множество X и линейное нормированное пространство E,

в котором выделен некоторый замкнутый выпуклый конус E+. Конус задает порядок
в E, то есть для любых элементов r1, r2 ∈ E выполнено неравенство r1 6 r2 тогда и
только тогда, когда r2 − r1 ∈ E+.

Векторнозначной метрикой (см., например, [2, с. 89]) называют отображение PX :

X 2 → E+, обладающее свойствами «обычной» метрики, то есть:
1) равенство PX (x, u) = 0 выполнено тогда и только тогда, когда x = u;

2) для любых x, u ∈ X справедливо PX (x, u) = PX (u, x);

3) для любых x, u, v ∈ X имеет место неравенство PX (x, u) 6 PX (x, v) + PX (v, u).

Построенное таким образом пространство (X ,PX ) называют пространством с вектор-
нозначной метрикой.

Для пространств с векторнозначной метрикой можно сформулировать аналоги опре-
делений некоторых понятий, известных для метрических пространств (см. [5, с. 1975]).

Приведем некоторые из таких понятий, используемых в данной статье. Замкнутым
шаром с центром в некоторой точке u ∈ X радиуса r ∈ E+ в X .

= (X ,PX ) называют
множество BX (u, r)

.
= {x ∈ X : PX (x, u) 6 r}. Сходимость в X определяется есте-

ственным образом. Пусть даны последовательность {xn} ⊂ X и элемент x ∈ X . Под
сходимостью xn → x при n → ∞ в X понимается сходимость PX (xn, x) → 0 в E,

то есть ∥PX (xn, x)∥E → 0. Множество U ⊂ X замкнуто, если для любой сходящейся
последовательности его элементов {xn} ⊂ U, xn → x выполнено x ∈ U. Заметим,
что замкнутый шар BX (u, r) будет замкнутым множеством в X . Последовательность
{xn} ⊂ X называют фундаментальной, если

∀ε > 0 ∃N ∀n > N ∀m > N ∥PX (xn, xm)∥E < ε.

Пространство X называется полным, если любая фундаментальная последовать в нем
сходится.

Пусть E, M — некоторые линейные нормированные пространства с заданными
замкнутыми выпуклыми конусами E+, M+ ; X , Y — пространства с векторнозначны-
ми метриками PX : X 2 → E+ , PY : Y2 → M+ . Отображение F : X → Y называется
непрерывным в точке x0 ∈ X , если из x → x0 следует, что F (x) → F (x0). В простран-
стве L(M,E) линейных ограниченных операторов F : M → E определим множество
положительных операторов

L(M,E)+
.
= {F : M → E | F (M+) ⊂ E+}.

Множество L(M,E)+ является замкнутым выпуклым конусом в пространстве L(M,E).

Обозначим IE : E → E — тождественный оператор. Заметим, IE ∈ L(E,E)+.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть задано отображение K ∈ L(M,E)+. Множеством
K -метрической регулярности отображения F : X → Y будем называть множество

MK(F ) =
{
(x0, y) ∈ X × Y | ∃x ∈ X : F (x) = y, PX (x, x0) 6 KPY

(
y, F (x0)

)}
.
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П р и м е р 1. Рассмотрим пространство R действительных чисел с «обычной ска-
лярной» метрикой ρ : R2 → R+, ρ(u, v) = |u − v|, u, v ∈ R. Пусть K : R → R —
тождественный оператор, то есть K = 1. Множеством 1 -метрической регулярности
отображения F : R → R, F (x) = x2 является

M1(F ) =
{
(x0, y) ∈ R× R : |x0| >

1

2
, y > 1

4

}
.

Для формулировки основного результата напомним понятие липшицевости отобра-
жений в пространствах с векторнозначной метрикой (см., например, [2, с. 90]).

О п р е д е л е н и е 2. Отображение G : X → Y называют липшицевым с опера-
торным коэффициентом Q ∈ L(E,M)+ или Q -липшицевым (относительно вектор-
нозначных метрик), если для любых u, x ∈ X выполнено PY

(
G(u), G(x)

)
6 QPX (u, x).

Отметим, что для отображений метрических пространств определение 2 означает
«обычную липшицевость».

2. Основные результаты

Рассмотрим задачу об устойчивости множества метрической регулярности отобра-
жения при его липшицевых возмущениях.

Пусть задано отображение Ψ : X 2 → Y и при любом x ∈ X известно множество
метрической регулярности отображения Ψ(·, x). Нас интересует множество метриче-
ской регулярности отображения

F : X → Y , F (x) = Ψ(x, x). (1)

Теорема 1. Пусть пространство (X ,PX ) является полным, а пространство M —
банаховым. Пусть заданы элементы x0 ∈ X , y ∈ Y и отображения K ∈ L(M,E)+ ,

Q ∈ L(E,M)+ . Определим r
.
= K(IM − QK)−1PY

(
y,Ψ(x0, x0)

)
. Пусть для любого

x ∈ BX (x0, r) выполнены следующие условия:
(i) имеет место включение (x, y) ∈ MK

(
Ψ(·, x)

)
;

(ii) отображение Ψ(x, ·) : X → Y является Q -липшицевым (относительно век-
торнозначных метрик);

(iii) отображение Ψ(·, x) : X → Y непрерывно в точке x;

(iv) для спектрального радиуса линейного ограниченного положительного опера-
тора QK ∈ L(M,M)+ имеет место оценка sr(QK) < 1.

Тогда (x0, y) ∈ MK(F ), где F определено соотношением (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения 1 надо показать, что существует
x ∈ X такой, что F (x) = y и имеет место оценка

PX (x, x0) 6 KPY
(
y, F (x0)

)
. (2)

Докажем это.
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Из условия теоремы (iv) следует существование линейного ограниченного операто-
ра (IM −QK)−1 : M → M и его представление в виде (см., например, [8, c. 116])

(IM −QK)−1 = IM +QK + (QK)2 + . . . .

Так как QK ∈ L(M,M)+ , то при любом n = 0, 1, 2, . . . выполнено

(IM −QK)−1 > IM +QK + . . .+ (QK)n.

Для произвольного u0 ∈ X построим итерационную последовательность {xn} ⊂ X
следующим образом.

Положим x0 = u0, определим Ψ(x0, x0). В силу предположения (i) существует
такой x1 ∈ BX (x0, r), что

Ψ(x1, x0) = y, PX (x1, x0) 6 KPY
(
Ψ(x0, x0), Ψ(x1, x0)

)
= KPY

(
Ψ(u0, u0), Ψ(x1, u0)

)
.

Определим Ψ(x1, x1). Вследствие предположения (ii) выполнено неравенство

PY
(
Ψ(x1, x1), Ψ(x1, x0)

)
6 QPX (x1, x0).

Далее, снова в силу предположения (i) существует такой x2 ∈ BX (x0, r), что

Ψ(x2, x1) = y, PX(x2, x1) 6 KPY

(
Ψ(x1, x1), Ψ(x2, x1)

)
.

Отсюда, учитывая предыдущие выкладки, получаем

PX(x2, x1) 6 KρY
(
Ψ(x1, x1), y

)
6 KQPX (x1, x0) 6 KQKPY

(
Ψ(u0, u0), Ψ(x1, u0)

)
.

Повторяя подобные рассуждения, на каждом n -м шаге (n = 1, 2, . . . ) будем опре-
делять элемент xn ∈ BX (x0, r), удовлетворяющий соотношениям:

Ψ(xn, xn−1) = y, PX (xn, xn−1) 6 K(QK)n−1PY
(
Ψ(u0, u0), Ψ(x1, u0)

)
.

Построенная последовательность является фундаментальной в X . Действительно,
из оценки (iv) следует сходимость ∥(QK)n∥L(M,M) → 0 при n → ∞. Таким образом

∀ j = 1, 2, . . . PX (xn+j, xn) 6 K(QK)n
(
IM + . . .+ (QK)j−1

)
PY

(
Ψ(u0, u0), Ψ(x1, u0)

)
6

6 K(QK)n(IM −QK)−1ρY
(
Ψ(u0, u0), Ψ(x1, u0)

)
→ 0 при n → ∞.

Вследствие полноты X последовательность {xn} сходится. Пусть xn → x. Пока-
жем, что элемент x ∈ X удовлетворяет условию (2).

Из соотношений PY
(
Ψ(x, xn), Ψ(x, x)

)
= PY

(
Ψ(x, xn−1), Ψ(x, x)

)
6 QPX (xn−1, x)

следует сходимость PY
(
Ψ(x, xn), Ψ(x, x)

)
→ 0 при n → ∞. Таким образом, вследствие

условия (iii) имеем Ψ(x, x) = y. Для доказательства теоремы остается заметить, что
неравенство PX (x, x0) 6 KPY

(
y,Ψ(x0, x0)

)
следует из оценки

PX (xn, x0) 6 K
(
IM + . . .+ (QK)n−1

)
PY

(
Ψ(u0, u0), Ψ(x1, u0)

)
6

6 K(IM −QK)−1PY
(
Ψ(u0, u0), Ψ(x1, u0)

)
.

�
Из приведенного доказательства теоремы 1 следует, что условия (ii) и (iii) можно

ослабить следующим образом.
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З а м е ч а н и е 1. В условии теоремы 1 требование (ii) Q -липшицевости (от-
носительно векторнозначных метрик) отображения Ψ(x, ·) : X → Y можно заменить
условием:

∀x, u ∈ BX (x0, r) PY
(
Ψ(x, x),Ψ(x, u)

)
6 QPX (x, u).

З а м е ч а н и е 2. В условии теоремы 1 требование (iii) непрерывности в точке
x отображения Ψ(·, x) : X → Y можно заменить условием:

∀x ∈ BX (x0, r), ∀{xn} ⊂ BX (x0, r) : xn → x ⇒ Ψ(xn, x) → Ψ(x, x).
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