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Аннотация. Указываются условия, связанные с методом направляющих функ-
ций, при выполнении которых периодически возмущенная автономная система
обыкновенных дифференциальных уравнений имеет периодическое решение.
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Рассмотрим автономную систему обыкновенных дифференциальных уравнений, за-
писанную в векторной форме

ẋ = f(x), (x ∈ Rn), (1)

где f(x) : Rn → Rn есть непрерывное локально липшицево отображение, для которого

f(0) = 0 и f(x) ̸= 0 при x ̸= 0. (2)

Кроме того, нулевое стационарное решение x(t) ≡ 0 системы (1) является асимп-
тотически устойчивым в целом, то есть любое решение x(t) этой системы может быть
определено для всех t ≥ 0 и

x(t) → 0 при t → +∞. (3)

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 16-01-00197).
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Наряду с системой (1) рассмотрим неавтономную систему

ẋ = f(x) + h(t), (4)

где h(t) : R → Rn – любая непрерывная периодическая векторная функция, h(t+ ω) =

h(t).

Тогда справедлива

Теорема 1. Пусть непрерывное локально липшицево отображение f(x) : Rn → Rn

удовлетворяет условиям (2), (3) и условию коэрцитивности отображения, то есть

∥f(x)∥ → +∞ при ∥x∥ → +∞. (5)

Пусть любое решение x(t) с начальным условием x(t0) = x0 системы (4) может
быть определено для всех t ≥ t0.

Тогда периодически возмущенная система (4) имеет по крайней мере одно ω -пе-
риодическое решение: x(t+ ω) = x(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно условию (3) нулевое решение системы (1) асимп-
тотически устойчиво в целом, следовательно, по теореме Н.Н. Красовского [1, с. 37] су-
ществует такая непрерывно дифференцируемая функция u(x) : Rn → R, для которой
u(0) = 0, u(x) > 0 при x ̸= 0 и u(x) → +∞ при ∥x∥ → +∞ ; для которой

(grad u(x), f(x)) < 0, (x ̸= 0). (6)

Здесь grad u(x) – градиент рассматриваемой функции в точке x, то есть вектор с
компонентами ∂u(x)/∂x1, ..., ∂u(x)/∂xn. Градиентное отображение grad u(x) : Rn→Rn

является непрерывным и обладает свойствами: grad u(0) = 0, grad u(x) ̸= 0 при
x ̸= 0. Так как выполнено условие u(x) → +∞ при ∥x∥ → +∞, то по теореме
М.А. Красносельского [2, c. 111] (см. также [3, c. 53]) топологическая степень гра-
диентного отображения grad u(x) на границе ∂G любого открытого ограниченного
множества G, содержащего нуль пространства в качестве внутренней точки, равно
единице:

deg(grad u(x), ∂G) = 1. (7)

Проверим линейную гомотопность векторных полей grad u(x) и −f(x) :
(1 − λ)grad u(x) − λf(x) ̸= 0 при x ̸= 0 и 0 ≤ λ ≤ 1. Так как при λ = 0 и λ = 1 это
неравенство очевидно, то, предполагая обратное, найдем такие x0 ̸= 0 и 0 < λ0 < 1,

для которых имеет место равенство (1−λ0)grad u(x0)−λ0f(x0) = 0. Умножая обе части
последнего равенства на −f(x0), получим λ0∥f(x0)∥2 = (1−λ0)(grad u(x0), f(x0)) > 0,

что явно противоречит (6).
Так как по доказанному векторные поля grad u(x) и −f(x) гомотопны на ∂G, то

их топологические степени совпадают; поэтому согласно (7) имеем deg(−f(x), ∂G) = 1,

откуда немедленно следует, что [3, c. 51]

deg(f(x), ∂G) = (−1)n. (8)
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Хорошо известно, что начальное значение при t = 0 периодического решения с
периодом ω является неподвижной точкой отображения Пуанкаре p(x) : Rn → Rn, где
p(x) = x(ω, 0,x), то есть должно быть x = p(x).

Пусть k = max∥h(t)∥, 0 ≤ t ≤ ω. В силу свойства коэрцитивности (5) можно
указать такое r > 0, что ∥f(x)∥ > k при ∥x∥ = r.

По теореме Руше из (8) получим

deg(f(x) + h(t), ∂Sn) = (−1)n

при каждом фиксированном значении t. Положим q(x) = p(x) − x : Rn → Rn. Если
q(ξ) = 0 при некотором ξ ∈ ∂Sn, то в силу сказанного выше возмущенная система (4)
имеет периодическое решение x(t) = x(t, 0, ξ). Пусть теперь q(ξ) ̸= 0 при ξ ∈ ∂Sn, то
есть непрерывное векторное поле q(x) является невырожденным на ∂Sn. Центральная
часть доказательства заключается в установлении формулы

deg(q(x), ∂Sn) = (−1)n. (9)

По теореме Кронекера [4, с. 162] отсюда будет следовать, что непрерывное отобра-
жение q(x) обращается в нуль в некоторой точке ξ ∈ Sn. Тогда x(t) = x(t, 0, ξ) будет
ω -периодическим решением возмущенной системы (4), и наше утверждение доказано.

При доказательстве формулы (9) мы не предполагаем, что выполнено условие
ω -невозвращаемости [5, c. 48]

x(t, 0, ξ) ̸= ξ при ξ ∈ ∂Sn и 0 < t ≤ ω. (10)

Поэтому наши рассуждения меняются следующим образом. Прежде всего для каж-
дого ξ ∈ ∂Sn найдем единственное λ(ξ) ∈ [0, ω], для которого

x(λ(ξ), 0, ξ) = ξ и x(t, 0, ξ) ̸= ξ при λ(ξ) < t ≤ ω.

Напомним, что x(0, 0, ξ) = ξ и в рассматриваемом случае x(ω, 0, ξ) ̸= ξ при любом
ξ ∈ ∂Sn, так что существование функции λ(ξ) : ∂Sn → [0, ω] не вызывает сомнений.
(В случае, когда выполнено условие ω -невозвращаемости(10), очевидно, имеем λ(ξ)≡0.)
Нетрудно проверить, что λ(ξ) является полунепрерывной сверху [6, c. 353], и потому
измерима на сфере ∂Sn, рассматриваемой как (n− 1) -мерное риманово многообразие
с лебеговой мерой.

Рассмотрим измеримую гомотопию φ(ξ, α) : ∂Sn × [0, 1] → Rn, положив

φ(ξ, 0) = ẋ(λ(ξ), 0, ξ) = f(ξ) + h[λ(ξ)];

φ(ξ, α) =
x(αω + (1− α)λ(ξ), 0, ξ)− ξ

d(ξ, α)
при 0 < α ≤ 1,

где непрерывная и положительная при 0 < α ≤ 1 функция d(ξ, α) определяется сле-
дующим образом d(ξ, α) = α(ω− λ(ξ)) при 0 ≤ α ≤ 1/2 и d(ξ, α) = (1− α)(ω− λ(ξ)) +

(2α− 1) при 1/2 < α ≤ 1.
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Отметим, что гомотопии такого типа в близкой ситуации встречаются в [7, см.,
например, c. 172]. Рассматриваемая гомотопия φ(ξ, α) измерима по ξ и непрерывна по
α, то есть удовлетворяет условиям Каратеодори [8, c. 120]. Кроме того, как нетрудно
видеть, она является невырожденной: φ(ξ, α) ̸= 0 при ξ ∈ ∂Sn и α ∈ [0, 1].

От измеримой гомотопии φ(ξ, α) перейдем к новой

φε(ξ, α) =
1

µS(ξ, ε)

∫
S(ξ,ε)

φ(η, α)dµ

(усреднение по Стеклову (сравни с [6, c. 377]); здесь S(ξ, ε) – это (n−1) -мерный шар на
∂Sn с центром в точке ξ ∈ ∂Sn и радиусом ε > 0 ). Нетрудно проверить, что в силу вы-
бора ∂Sn при ε > 0 построенная гомотопия φε(ξ, α) : ∂S

n×[0, 1] → Rn является непре-
рывной по совокупности переменных и невырожденной: φε(ξ, α) ̸= 0 при ξ ∈ ∂Sn и
α ∈ [0, 1]. Стандартные рассуждения показывают, что из (8) при α = 0 вытекает
равенство deg(φε(ξ, 0), ∂S

n) = deg(f(ξ) + h[λ(ξ)], ∂Sn) = (−1)n (в этом пункте удоб-
нее писать f(ξ), подчеркнув явную зависимость отображения f от ξ ). Отсюда в си-
лу невырожденности непрерывной гомотопии φε(ξ, α) получаем deg(φε(ξ, 1), ∂S

n) =

deg(qε(ξ), ∂S
n) = (−1)n. Но q(ξ) : ∂Sn → Rn – непрерывное отображение и пото-

му qε(ξ) → q(ξ) равномерно по ξ ∈ ∂Sn при 0 < ε → 0, откуда вытекает, что
deg(q(ξ), ∂Sn) = (−1)n и формула (9) с точностью до обозначений установлена.

Теорема 1 появилась как попытка ответить на вопрос, заданный в книге [9, с. 220].
Отметим, что подобное утверждение было сформулировано нами ранее в работе [10],
но здесь изложено более подробное доказательство, которое представляет, по нашему
мнению, и самостоятельный интерес.
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