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Аннотация. Определено однопараметрическое семейство конечномерных про-
странств, состоящих из специальных двумерных сплайнов лагранжевого типа
(параметр N связан с размерностью пространства). Уравнение Лапласа порож-
дает в каждом таком пространстве задачу минимизации функционала невязки.
Доказаны существование и единственность оптимальных сплайнов. Для их ко-
эффициентов и невязок получены точные формулы. Показано, что с ростом N

минимум функционала невязки есть величина O(N−5), а специальная последо-
вательность, состоящая из оптимальных сплайнов, фундаментальна.
Ключевые слова: интерполяция; многомерный сплайн; многочлены Чебышёва

Введение

Работа продолжает исследования [1–4]. Уравнение Лапласа utt + uξξ = 0, заданное
в прямоугольнике, заменой переменных приводится к виду autt + buξξ = 0 (в терми-
нах новых переменных из квадрата Π =̇ [0, 1]2 ). Пусть a > 0, b > 0, а непрерывные
функции φ0, φ1, ϱ0, ϱ1 : [0, 1]→ R таковы, что

φ0(0) = ϱ0(0), φ0(1) = ϱ1(0), φ1(0) = ϱ0(1), φ1(1) = ϱ1(1),

существуют производные φ′′
0(0), φ′′

0(1), φ′′
1(0), φ′′

1(1), ϱ′′0(0), ϱ′′0(1), ϱ′′1(0), ϱ′′1(1) и

aϱ′′0(0) + bφ′′
0(0) = 0, aϱ′′1(0) + bφ′′

0(1) = 0, aϱ′′0(1) + bφ′′
1(0) = 0, aϱ′′1(1) + bφ′′

1(1) = 0.

Функция u = u(t, ξ), (t, ξ) ∈ Π, являющаяся решением задачи

autt + buξξ = 0, u(0, ξ) = φ0(ξ), u(1, ξ) = φ1(ξ), u(t, 0) = ϱ0(t), u(t, 1) = ϱ1(t),
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представима в виде u = u(0) + u(1) + u(2), где

u(0) = u(0)(t, ξ) =̇φ0(0) ( 1−t )( 1−ξ ) + φ0(1) ( 1−t ) ξ + φ1(0) t ( 1−ξ ) + φ1(1) t ξ

— билинейная функция, а функции u(1) = u(1)(t, ξ) и u(2) = u(2)(t, ξ) — решения задач

autt + buξξ = 0, u(0, ξ) = p0(ξ), u(1, ξ) = p1(ξ), u(t, 0) = ϱ̃0(t), u(t, 1) = ϱ̃1(t), (1)

autt + buξξ = 0, u(0, ξ) = φ̃0(ξ), u(1, ξ) = φ̃1(ξ), u(t, 0) = q0(t), u(t, 1) = q1(t), (2)

соответственно. Использованы следующие обозначения:

pi(ξ) =̇ − 1
12
φ′′
i (0) ( ξ

3−3 ξ2+2 ξ ) + 1
12
φ′′
i (1) ( ξ

3−ξ ), i = 0, 1,

qi(t) =̇ − 1
12
ϱ′′i (0) ( t

3−3 t2+2 t ) + 1
12
ϱ′′i (1) ( t

3−t ), i = 0, 1,

— это кубические полиномы, а

φ̃i(ξ) =̇φi(ξ)− φi(0) ( 1−ξ )− φi(1) ξ − pi(ξ), i = 0, 1,

ϱ̃i(t) =̇ ϱi(t)− ϱi(0) ( 1−t )− ϱi(1) t− qi(t), i = 0, 1,

— это функции, порожденные граничными функциями исходной задачи.
В работе обсуждается специальная задача оптимизации, порожденная задачей (1),

а аналогичная задача, порожденная задачей (2), симметрична, — следует лишь осуще-
ствить замены a←→ b, t←→ ξ, pi(·)←→ qi(·), ϱi(·)←→ φi(·).

1. Постановка задачи построения оптимального сплайна

Задача (1) порождает задачу поиска оптимального сплайна задачи

J(u) =̇
∥∥ autt + b uξξ

∥∥ 2

L2(Π)
→ min, u ∈ σ(Π), (3)

где σ(Π) — это пространство, состоящее из допустимых сплайнов (см. ниже), завися-
щих от коэффициентов ui

1, ui
2, i = 1, . . . , 3N−1 (где N — параметр, отвечающий за

количество узлов разностной схемы), и определенных в квадрате Π. Пусть, далее,
n =̇N−1, τ =̇ 1

3N
, h =̇ 1

3
, θ =̇ b

aN2 ,

а точки (τi, hj) ∈ Π таковы, что τi =̇ iτ, i = 0, 1, . . . , 3N, hj =̇ jh, j = 0, 1, 2, 3.

Массив
(
ui
j

)
, i = 0, 1, . . . , 3N, j = 0, 1, 2, 3, называется допустимым, если:

1) ui
0 = ϱ̃0(τi), ui

3 = ϱ̃1(τi) для всех i = 0, 1, . . . , 3N ;
2) u0

j = p0(hj), u3N
j = p1(hj) для j = 0, 1, 2, 3.

Одномерные интерполяционные многочлены Лагранжа

ωκ(ζ) =̇
∏

α=0,1,2,3: α ̸=κ

ζ − α

κ− α
, ζ ∈ R, κ = 0, 1, 2, 3

(такие, что ωκ(µ) = δκµ для всех κ, µ = 0, 1, 2, 3, где δκµ — символ Кронекера) и допу-
стимый массив

(
ui
j

)
, i = 0, 1, . . . , 3N, j = 0, 1, 2, 3, порождают семейство полиномов

Qk(s, η) =̇
3∑

i=0

3∑
j=0

u3k−3+i
j ωi(s)ωj(η), s, η ∈ R, k = 1, . . . , N.
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Пусть P k(t, ξ) =̇Qk(s, η), где s =̇ t
τ
−3k+3, η =̇ ξ

h
= 3 ξ. Тогда P k(τ3k−3+i, hj) = u3k−3+i

j

для всех k = 1, . . . , N и i, j = 0, 1, 2, 3. Следовательно, полином P k(·, ·) является дву-
мерным интерполяционным многочленом Лагранжа, определенным в 16 узлах полосы
Πk =̇

{
(t, ξ) ∈ Π : τ3k−3 6 t 6 τ3k, 0 6 ξ 6 1

}
. Значит, определена непрерывная

функция u : Π → R, такая, что u(t, ξ) = P k(t, ξ) при (t, ξ) ∈ Πk. Другими словами,
всякий допустимый массив порождает бикубический сплайн, который мы называем ап-
проксимирующим. Разнообразие таких сплайнов определяется лишь наборами чисел
ui
1, ui

2, i = 1, . . . , 3N −1. Это означает, что аппроксимирующие сплайны образуют
конечномерное пространство. Обозначим его σ(Π) = σ

N
(Π).

2. Конечные разности аппроксимирующих сплайнов

Всякий допустимый массив
(
ui
j

)
, i = 0, 1, . . . , 3N, j = 0, 1, 2, 3, порождает термы

xi =̇ ui
0 − ui

1 − ui
2 + ui

3, yi =̇ ui
0 − 3ui

1 + 3ui
2 − ui

3, i = 0, 1, . . . , 3N,

Xk
0 =̇ x3k−3−x3k−2−x3k−1+x3k, Y k

0 =̇ x3k−3−3x3k−2+3x3k−1−x3k, (4)

Xk
1 =̇ y3k−3− y3k−2− y3k−1 + y3k, Y k

1 =̇ y3k−3− 3y3k−2 +3y3k−1− y3k, k = 1, . . . , N,

и граничные элементы

zk0 =̇ 1
2
θ−1

[
∆ϱ̃

(2)
0 (τ3k−3, τ) + ∆ϱ̃

(2)
1 (τ3k−3, τ) + ∆ϱ̃

(2)
0 (τ3k−2, τ) + ∆ϱ̃

(2)
1 (τ3k−2, τ)

]
,

wk
0 =̇ 3

2
θ−1

[
∆ϱ̃

(3)
0 (τ3k−3, τ) + ∆ϱ̃

(3)
1 (τ3k−3, τ)

]
,

zk1 =̇ 1
6
θ−1

[
∆ϱ̃

(2)
0 (τ3k−3, τ)−∆ϱ̃

(2)
1 (τ3k−3, τ) + ∆ϱ̃

(2)
0 (τ3k−2, τ)−∆ϱ̃

(2)
1 (τ3k−2, τ)

]
,

wk
1 =̇ 1

2
θ−1

[
∆ϱ̃

(3)
0 (τ3k−3, τ)−∆ϱ̃

(3)
1 (τ3k−3, τ)

]
,

pk0 =̇ zk0 + wk
0 , qk0 =̇ zk0 − wk

0 , pk1 =̇ zk1 + wk
1 , qk1 =̇ zk1 − wk

1 ,

k = 1, . . . , N, (5)

ξ0 =̇ p10 + x0, ξk =̇ pk+1
0 − qk0 , k = 1, . . . , n, ξN =̇ − x3N − qN0 ,

η0 =̇ p11 + y0, ηk =̇ pk+1
1 − qk1 , k = 1, . . . , n, ηN =̇ − y3N − qN1 ,

ξ =̇ col
(
ξ0, ξ1, . . . , ξN

)
, η =̇ col

(
η0, η1, . . . , ηN

)
. (6)

Применяем обозначения ∆f (m)(t, τ) для конечных разностей
m∑
i=0

(−1)i C i
m f(t+ iτ).

3. Основные результаты

Утверждение 1. Для любого u ∈ σ
N
(Π) имеет место равенство

J(u) =
3 a2

64 τ 3

N∑
k=1

Ik,

Ik =̇ 4θ2
[
x3k−3 + x3k + 2zk0

]2 − 6θ ( 1+θ )
[
x3k−3 + x3k + 2zk0

]
Xk

0 + 9
10
( 3 +5θ+3θ2 )

[
Xk

0

]2
+4

3
θ2
[
x3k−3 − x3k + 2wk

0

]2 − 6
5
θ ( 5+θ )

[
x3k−3 − x3k + 2wk

0

]
Y k
0 + 27

70
( 21+7θ+θ2 )

[
Y k
0

]2
+12θ2

[
y3k−3 + y3k + 2zk1

]2 − 18
5
θ ( 1+5θ )

[
y3k−3 + y3k + 2zk1

]
Xk

1 + 27
70
( 1+7θ+21θ2 )

[
Xk

1

]2
+4θ2

[
y3k−3 − y3k + 2wk

1

]2 − 18
5
θ ( 1+θ )

[
y3k−3 − y3k + 2wk

1

]
Y k
1 + 81

350
( 5 +7θ+5θ2 )

[
Y k
1

]2
.
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Утверждение 2. Коэффициенты ui
1, ui

2, i = 1, . . . , 3N−1, оптимального аппрок-
симирующего сплайна u ∈ σ

N
(Π) вычислимы по формулам (4) через величины x3k, y3k,

k = 0, 1, . . . , N, Xk
0 , Y k

0 , Xk
1 , Y k

1 , k = 1, . . . , N, удовлетворяющие системе уравнений
x3k−3 + 2y x3k + x3k+3 + vk0 = 0, k = 1, . . . , n,

Xk
0 = γ0

[
x3k−3 + x3k + 2zk0

]
, k = 1, . . . , N,

Y k
0 = δ0

[
x3k−3 − x3k + 2wk

0

]
, k = 1, . . . , N,

y3k−3 + 2x y3k + y3k+3 + vk1 = 0, k = 1, . . . , n,

Xk
1 = γ1

[
y3k−3 + y3k + 2zk1

]
, k = 1, . . . , N,

Y k
1 = δ1

[
y3k−3 − y3k + 2wk

1

]
, k = 1, . . . , N.

(7)

В системе фигурируют константы x0, x3N , y0, y3N (известные априори, см. (4)),

α0 =̇
1

2

1+θ2

3+5θ+3θ2
, β0 =̇

1

30

35+3θ2

21+7θ+θ2
, γ0 =̇

10

3

θ ( 1+θ )

3+5θ+3θ2
, δ0 =̇

14

9

θ ( 5+θ )

21+7θ+θ2
,

α1 =̇
3

10

3+35θ2

1+7θ+21θ2
, β1 =̇

3

2

1+θ2

5+7θ+5θ2
, γ1 =̇

14

3

θ ( 1+5θ )

1+7θ+21θ2
, δ1 =̇

70

9

θ ( 1+θ )

5+7θ+5θ2
,

y =̇
α0+β0

α0−β0

, x =̇
α1+β1

α1−β1

(справедливо α0 > β0, α1 > β1, y > 2, x > 2 ) и граничные элементы (см. (5))

vk0 =̇ ( 1+y )
[
zk0 + zk+1

0

]
+ ( 1−y )

[
wk

0 − wk+1
0

]
,

vk1 =̇ ( 1+x )
[
zk1 + zk+1

1

]
+ ( 1−x )

[
wk

1 − wk+1
1

]
.

Первая совокупность уравнений (7) имеет самостоятельный характер: ее уравнения свя-
зывают между собой лишь переменные вида x3m. Матрица совокупности имеет трех-
диагональный вид с доминирующей главной диагональю (так как y > 2 ), поэтому
совокупность имеет единственное решение (его легко найти методом прогонки). После
этого из второй и третьей совокупностей в (7) явно вычисляются все значения Xk

0 и Y k
0 .

Аналогично решаются четвертая (где x > 2 ), пятая и шестая совокупности в (7). Полу-
ченные значения позволяют, в конечном счете, найти величины ui

1, ui
2, i = 1, . . . , 3N−1

(см. определения (4)), порождающие оптимальный аппроксимирующий сплайн.

Утверждение 3. Единственным решением первой и четвертой совокупностей
системы (7) являются числа

x3k = − 1

Un(y)

[
Bk1(y)x

0 +Bkn(y) x
3N +

n∑
i=1

Bki(y) v
i
0

]
, k = 1, . . . , n,

y3k = − 1

Un(x)

[
Bk1(x) y

0 +Bkn(x) y
3N +

n∑
i=1

Bki(x) v
i
1

]
, k = 1, . . . , n.

В представлении используются многочлены Чебышёва 2-го рода Un(·)
(
согласно

[5, c. 96] неравенства y > 2, x > 2 влекут Un(y) ̸= 0, Un(x) ̸= 0
)

и функциональные
матрицы B(·) =

(
Bki(·)

)
, Bki(·) = (−1)k+i

[
δ >
i−1,k Uk−1(·)Un−i(·) + δ >

ki Un−k(·)Ui−1(·)
]
,

k, i = 1, . . . , n. Применяем символ δ >
ki такой, что δ>

ki = 0 (при k < i ), а иначе δ>
ki = 1.
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Утверждение 4. Для минимума J
N
=̇ min J(·) функционала (3) имеет место

точная формула

J
N
=

81 b2

16N

[ α0−β0

Un(y)

⟨
ξ, B̃(y) ξ

⟩
+

α1−β1

Un(x)

⟨
η, B̃(x) η

⟩ ]
.

В представлении используются многочлены Чебышёва 1-го рода Tn(·), порождаю-
щие функциональные матрицы B̃(·) =

(
B̃ki(·)

)
, k, i = 0, 1, . . . , N, такие, что

B̃ki(·) = (−1)k+i
[
δ>
i−1,k Tk(·)TN−i(·) + δ >

ki TN−k(·)Ti(·)
]
.

Векторы ξ и η — это граничные элементы (6), а для записи квадратичных форм
применяется скалярное произведение

⟨
· , ·

⟩
пространства R1+N .

Утверждение 5. Если ϱ0, ϱ1 ∈ C5[0, 1], то J
N
= O(N−5).

Зафиксируем натуральное N0 > 2. Последовательность Nm = N0 2
m, m = 1, 2, . . . ,

порождает функциональную последовательность {um}, где um : Π → R –– это опти-
мальный аппроксимирующий сплайн в пространстве σNm(Π).

Утверждение 6. Если ϱ0, ϱ1 ∈ C5[0, 1], то последовательность {um} фундамен-
тальна по норме пространства L2(Π).
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Abstract. A one-parameter family of finite-dimensional spaces consisting of special
two-dimensional splines of Lagrangian type is defined (the parameter N is related
to the dimension of the space). The Laplace equation generates in each such space
the problem of minimizing the residual functional. The existence and uniqueness of
optimal splines are proved. For their coefficients and residuals, exact formulas are
obtained. It is shown that with increasing N, the minimum of the residual functional
is O(N−5), and the special sequence consisting of optimal splines is fundamental.
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