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Введение

Работа посвящена исследованию так называемого «возмущенного включения», пра-
вая часть которого состоит из алгебраической суммы значений компактнозначного мно-
гозначного отображения и отображения, не обладающего свойством замкнутости значе-
ний. К таким включениям сводятся краевые задачи для функционально-дифференци-
альных включений, функционально-дифференциальные системы управления. В статье
доказана теорема существования и получены оценки близости решений к наперед за-
данным функциям. Отметим, что этот результат дает не только условия существования
решения возмущенного включения, но и способ нахождения приближенного решения
путем подбора соответствующей функции, а также оценку погрешности этого решения.

1. Основные понятия

Пусть X - банахово пространство с нормой || · ||X . Обозначим comp[X] - множество
всех непустых компактов пространства пространства X, ρX [·, ·] — расстояние от точки
до множества, hX [·, ·] — расстояние по Хаусдорфу между множествами. Пусть Rn —
арифметическое пространство с нормой | · |, если A ⊂ Rn, то ||A|| = sup{|a| : a ∈ A}.
Пусть U ⊂ [a, b] — измеримое по Лебегу множество. Обозначим: Ln(U) — простран-
ство суммируемых по Лебегу функций x : U → Rn c нормой ||x||Ln(U) =

∫
U
|x(s)| ds;

Π[Ln[a, b]] — множество всех непустых, замкнутых, ограниченных, выпуклых по пере-
ключению подмножеств пространства Ln[a, b]; Cn[a, b] — пространство непрерывных
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функций x : [a, b] → Rn с нормой ||x||Cn[a,b] = max{|x(t)| : t ∈ [a, b]} ; C1
+[a, b] — конус

неотрицательных функций пространства C1[a, b].

Рассмотрим в пространстве Cn[a, b] включение

x ∈ Ψ(x) + V Φ(x), (1)

где Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]], Φ : Cn[a, b] → Π[Ln[a, b]] — многозначные операторы,
V : Ln[a, b] → Cn[a, b] — линейный непрерывный интегральный оператор, определенный
равенством

(V z) (t) =

b∫
a

V (t, s)z(s)ds, t ∈ [a, b]. (2)

Включение (1) назовем возмущенным включением.
Под решением включения (1) будем понимать элемент x ∈ Cn[a, b], удовлетво-

ряющий (1). Таким образом, непрерывная функция x : [a, b] → Rn является решени-
ем включения (1) тогда и только тогда, когда найдутся такие элементы v ∈ Ψ(x) и
z ∈ Φ(x), что справедливо равенство x = v + V z.

Пусть q0 ∈ Cn[a, b], r0 ∈ Ψ(q0) и w0 ∈ Ln[a, b]. Представим функцию q0 в виде

q0 = r0 + V w0 + e, (3)

где e = q0−r0−V w0. Предположим, что функция k ∈ L1[a, b] для каждого измеримого
U ⊂ [a, b] удовлетворяет неравенству

ρLn(U)[w0; Φ(q0)] 6
∫
U

k(s)ds, (4)

а непрерывная функция ν : [a, b] → [0,∞) определена соотношением

ν(t) =

b∫
a

|V (t, s)|k(s)ds+ |e(t)|, (5)

где |V (t, s)| – согласованная с пространством Rn норма n × n матрицы V (t, s) в
представлении (2), e ∈ Cn[a, b] – функция в правой части равенства (3).

Определим отображение отображение Z : Cn[a, b] → C1
+[a, b] соотношением

(Zx)(t) = |x(t)|.

Будем говорить, что отображения V : Ln[a, b] → Cn[a, b], Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]],

Φ : Cn[a, b] → Π[Ln[a, b]] обладают свойством A, если найдутся непрерывные изо-
тонные операторы Γ : C1

+[a, b] → L1
+[a, b] и P : C1

+[a, b] → R1, удовлетворяющие
следующим условиям:
• для любых x, y ∈ Cn[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняются
неравенства

hLn(U)[Φ(x),Φ(y)] 6 ∥ΓZ(x− y)∥L1(U), (6)
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hCn[a,b][Ψ(x),Ψ(y)] 6 P (Z(x− y)) ; (7)

• для определенной соотношением (5) функции ν ∈ C1
+[a, b] и непрерывного оператора

A : C1
+[a, b] → C1

+[a, b], определенного равенством

(Az) (t) =

b∫
a

|V (t, s)|(Γz)(s)ds+ P (z),

ряд
∞∑
i=0

Aiν, A0ν = ν, Aiν = A
(
Ai−1ν

)
, i = 1, 2, . . . , (8)

сходится в пространстве C1[a, b].

Пусть ξ(ν) – сумма ряда (8), то есть

ξ(ν) =
∞∑
i=0

Aiν. (9)

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть q0 ∈ Cn[a, b], r0 ∈ Ψ(q0), w0 ∈ Ln[a, b] и пусть функция
q0 представима равенством (3). Далее, пусть отображения V : Ln[a, b] → Cn[a, b],

Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]], Φ : Cn[a, b] → Π[Ln[a, b]] обладают свойством А. Тогда
найдется решение x включения (1), то есть x = v+V z, v ∈ Ψ(x), z ∈ Φ(x), которое
следующие оценки:

|x(t)− q0(t)| 6 ξ(ν)(t) при любом t ∈ [a, b]; (10)

∥v − r0∥Cn[a,b] 6 P (ξ(ν)); (11)

|z(t)− w0(t)| 6 k(t) + (Γξ(ν))(t) при почти всех t ∈ [a, b]; (12)

где ν, ξ, P,Γ, k удовлетворяют соотношениям (5), (9), (7), (6), (4), соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция q0 ∈ Cn[a, b] представима в виде (3) и
пусть функция w1 ∈ Φ(q0) для любого измеримого U ⊂ [a, b] удовлетворяет равенству

∥w1 − w0∥Ln(U) = ρLn(U)[w0,Φ(q0)].

Тогда в силу неравенства (4) при почти всех t ∈ [a, b] справедлива оценка

|w1(t)− w0(t)| 6 k(t). (13)

Далее, пусть
q1 = r1 + V w1,

где r1 ≡ r0. Тогда согласно (13) для любого t ∈ [a, b] получаем соотношения

|q1(t)− q0(t)| = |V (w1 − w0)(t)− e(t)| 6 |V (w1 − w0)(t)|+ |e(t)| 6
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6
b∫

a

|V (t, s)||w1(s)− w0(s)|ds+ |e(t)| 6
b∫

a

|V (t, s)|k(s)ds+ |e(t)|.

Таким образом, для любого t ∈ [a, b] выполняется оценка:

|q1(t)− q0(t)| 6 (A0ν)(t). (14)

Предположим, что функция r2 ∈ Ψ(q1) удовлетворяет равенству

||r2 − r1||Cn[a,b] = ρCn[a,b][r1,Ψ(q1)].

Тогда в силу (7) имеют место неравенства

||r2 − r1||Cn[a,b] 6 hCn[a,b][Ψ(q0); Ψ(q1)] 6 P (Z(q0 − q1)) 6 P (A0ν).

Пусть для функции w2 ∈ Φ(q1) и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] справедливо
соотношение

||w2 − w1||Ln(U) = ρLn(U)[w1,Φ(q1)].

Из определения функции w2 и неравенств (6), (14) для любого измеримого U ⊂ [a, b]

вытекают оценки

||w2 − w1||Ln(U) 6 hLn(U)[Φ(q0); Φ(q1)] 6 ||ΓZ(q0 − q1)||L1(U) 6 ||ΓA0ν||L1(U).

Пусть
q2 = r2 + V w2.

Тогда для любого t ∈ [a, b] имеют место соотношения

|q2(t)− q1(t)| = |r2(t) + (V w2)(t)− r1(t)− (V w1)(t)| 6

6 |r2(t)− r1(t)|+ |V (w2 − w1)(t)| 6 P (A0ν) +

b∫
a

|V (t, s)||w2(s)− w1(s)| ds.

Таким образом, при всех t ∈ [a, b] справедлива оценка

|q2(t)− q1(t)| 6 (Aν)(t). (15)

Пусть r3 ∈ Ψ(q2) удовлетворяет равенству

||r3 − r2||Cn[a,b] = ρCn[a,b][r2,Ψ(q2)].

Тогда из соотношений (7), (15) получаем неравенства

||r3 − r2||Cn[a,b] 6 hCn[a,b][Ψ(q1); Ψ(q2)] 6 P (Z(q1 − q2)) 6 P (Aν). (16)

Далее, пусть w3 ∈ Φ(q2) для любого измеримого U ⊂ [a, b] удовлетворяет равенству

||w3 − w2||Ln(U) = ρLn(U)[w2,Φ(q2)].
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Из соотношений (6), (15) вытекают оценки

||w3 − w2||Ln(U) 6 hLn(U)[Φ(q1); Φ(q2)] 6

≤ ||ΓZ(q1 − q2)||L1(U) ≤ ||ΓAν||L1(U). (17)

Теперь пусть
q3 = r3 + V w3.

Тогда из (16), (17) для любого t ∈ [a, b] получаем неравенства

|q3(t)− q2(t)| 6 |r3(t)− r2(t)|+ |V (w3 − w2)(t)| ≤

6 P (Aν) +

b∫
a

|V (t, s)|(ΓAν)(s) ds.

Таким образом, для любого t ∈ [a, b] справедлива оценка

|q3(t)− q2(t)| 6 (A2ν)(t). (18)

Наконец, пусть для r4 ∈ Ψ(q3) имеет место равенство

||r4 − r3||Cn[a,b] = ρCn[a,b][r3,Ψ(q3)].

Тогда из (18) вытекают соотношения

||r4 − r3||Cn[a,b] 6 hCn[a,b][Ψ(q2); Ψ(q3)] 6 P (Z(q2 − q3)) 6 P (A2ν).

Пусть w4 ∈ Φ(q3) – такая функция, что для любого измеримого U ⊂ [a, b] выполняется
равенство

||w4 − w3||Ln(U) = ρLn(U)[w3,Ψ(q3)].

Из определения функции w4 и из соотношений (6), (18) для любого измеримого
U ⊂ [a, b] вытекают оценки

||w4 − w3||Ln(U) 6 hLn(U)[Φ(q2); Φ(q3)] 6

≤ ||Γ(Z(q2 − q3))||L1(U) 6 ||Γ(A2ν)||L1(U).

Далее, пусть
q4 = r4 + V w4.

Тогда для любого t ∈ [a, b] имеют место неравенства

|q4(t)− q3(t)| 6 |r4(t)− r3(t)|+ |V (w4 − w3)(t)| 6

6 P (A2ν) +

b∫
a

|V (t, s)|(ΓA2ν)(s) ds = A(A2ν)(t) = (A3ν)(t).
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Продолжая этот процесс дальше, получим последовательности {qi}, {ri} и {wi} такие,
что для любого i = 1, 2, . . . справедливо равенство

qi = ri + V wi, (19)

где ri ∈ Ψ(qi−1), wi ∈ Φ(qi−1), причем имеют место следующие соотношения:

|qi(t)− qi−1(t)| 6 (Ai−1ν)(t), (20)

||ri − ri−1||Cn[a,b] 6 P (Ai−2ν) (21)

и при почти всех t ∈ [a, b]

|wi(t)− wi−1(t)| 6 (ΓAi−2ν)(t). (22)

Покажем, что последовательность {qi} сходится. Действительно, согласно неравенству
(20) для любых j = 0, 1 . . . , i = 1, 2 . . . и t ∈ [a, b] получаем оценку

|qj+i(t)− qj(t)| 6 |qj+i(t)− qj+i−1(t)|+ |qj+i−1(t)− qj+i−2(t)|+ · · ·+

+|qj+1(t)− qj(t)| 6 (Aj+i−1ν)(t) + (Aj+i−2ν)(t) + · · ·+ (Ajν)(t).

Таким образом, для любых j = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . и при любом t ∈ [a, b] выполняются
соотношения

|qj+i(t)− qj(t)| 6
∞∑
k=j

(Akν)(t). (23)

Из сходимости ряда (8) следует, что последовательности {qi} фундаментальна в про-
странстве Cn[a, b], поэтому последовательность {qi} сходится. Пусть

x = lim
i→∞

qi.

Докажем, что x удовлетворяет теореме. Покажем, что для x справедливо неравенство
(10). Пусть в неравенстве (23) j = 0. Тогда, учитывая, что ξ(ν) ∈ C1[a, b] – сумма ряда
(8), при любом t ∈ [a, b] получим оценку

|qi(t)− q0(t)| 6 ξ(ν)(t).

Переходя к пределу при i → ∞ в этом соотношении, получим неравенство (10). До-
кажем далее сходимость последовательности {ri}. Так как при t ∈ [a, b] и любых
i, j = 1, 2 . . . выполняются соотношения

|rj+i(t)− rj(t)| 6 |rj+i(t)− rj+i−1(t)|+ |rj+i−1(t)− rj+i−2(t)|+ · · ·+

+|rj+1(t)− rj(t)|,

то, согласно (21) справедлива оценка

||rj+i − rj||Cn[a,b] 6 P (
∞∑

k=j−1

Akν). (24)
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Отсюда и из сходимости ряда (8) вытекает, что последовательность {ri} фундамен-
тальна в пространстве Cn[a, b]. Пусть

v = lim
i→∞

ri.

Приняв в соотношении (24) j = 1 и переходя к пределу при i → ∞, при этом учитывая,
что r1 ≡ r0, получим, что v удовлетворяет неравенству (11).

Наконец, рассмотрим последовательность {wi}. Докажем ее сходимость. В самом
деле, для любых j = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . и при почти всех t ∈ [a, b] имеет место
соотношение

|wj+i(t)− wj(t)| 6 |wj+i(t)− wj+i−1(t)|+ |wj+i−1(t)− wj+i−2(t)|+ · · ·+

+|wj+1(t)− wj(t)|

Поэтому из (22) следует, что при почти всех t ∈ [a, b] выполняется оценка

|wj+i(t)− wj(t)| 6 Γ(
∞∑

k=j−1

Akν)(t). (25)

Следовательно, последовательность {wi} фундаментальна в пространстве Ln[a, b].

Пусть
z = lim

i→∞
wi.

Покажем, что при почти всех t ∈ [a, b] z удовлетворяет соотношению (12). Действи-
тельно, так как при почти всех t ∈ [a, b] и любом i = 1, 2, . . . выполняется оценка

|wi+1(t)− w0(t)| 6 |wi+1(t)− w1(t)|+ |w1(t)− w0(t)|,

то из (25) для любого i = 1, 2, . . . и при почти всех t ∈ [a, b] имеем неравенство

|wi+1(t)− w0(t)| 6 Γ(
∞∑
k=0

Akν)(t) + |w1(t)− w0(t)|.

Переходя к пределу в последнем соотношении при i → ∞ и учитывая (9), (5), при
почти всех t ∈ [a, b] получим оценку (12). Далее, переходя в равенстве (19) к пределу
при i → ∞, получим равенство

x = v + V z,

причем из непрерывности по Хаусдорфу отображений Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]],

Φ : Cn[a, b] → Π[Ln[a, b]] вытекают включения v ∈ Ψ(x) и z ∈ Φ(x), то есть x –
решение включения (1). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что теорема 1 дополняет результат работы [1], в кото-
рой аналогичные оценки получены в случае выпуклозначности отображения
Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]]. При этом в [1] доказательство этих оценок основыва-
лось на теореме Майкла [2], с помощью которой доказывалось существование в неко-
тором смысле «минимальной» непрерывной ветви g : Cn[a, b] → Cn[a, b] отображения
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Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]], а также с помощью результата работы [3–5]. Отметим, что
предложенную в работе [1] схему в доказательстве теоремы 1 применить невозможно,
поскольку теорема 1 не предполагает, что отображение Ψ : Cn[a, b] → comp[Cn[a, b]]

выпуклозначно.

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что теорема 1 не является непосредственным след-
ствием принципа сжимающих отображений [6], поскольку оператор, порожденный пра-
вой частью включения (1), не является замкнутозначным. Это доказывает следующий
пример. Пусть отображение Φ : C1[0, 1] → Π[L1[0, 1]] задано равенством

Φ(x) = {y ∈ L1[0, 1] : y(t) ∈ {−1, 1} при п.в. t ∈ [0, 1]},

а оператор V : L1[0, 1] → C1[0, 1] имеет вид

(V z)(t) =

t∫
0

z(s) ds.

Определим последовательность измеримых функций ym : [0, 1] → R, m = 1, 2, . . .

следующим образом

y1(t) =

{
1, если t ∈ [0, 1/2),

−1, если t ∈ [1/2, 1],

y2(t) =


1, если t ∈ [0, 1/4),

−1, если t ∈ [1/4, 1/2),

1, если t ∈ [1/2, 3/4),

−1, если t ∈ [3/4, 1],

и так далее. Из определения последовательности ym : [0, 1] → R, m = 1, 2, . . . следует,
что V ym → 0 в пространстве C1[0, 1] при m → ∞. В то же время 0 /∈ V Φ(x).
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Abstract. In this paper we consider the assertion on the estimate of the closeness of
the solution of a perturbed inclusion to a preassigned continuous function, and the
proof of this assertion is given.
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