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Аннотация. Рассмотрена задача управления и оптимального управления од-
ной системы линейных нагруженных дифференциальных уравнений. Сформу-
лировано условие существования программного управления и движения. Приве-
ден явный вид управляющего воздействия для задачи управления и предложен
конструктивный подход решения задачи оптимального управления. В качестве
приложения построено решение задачи оптимального управления конкретной
нагруженной системы.
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Введение

Математическое описание динамических процессов управления, зависящих не толь-
ко от настоящего, но и от предыстории процесса, осуществляется при помощи обыкно-
венных дифференциальных уравнений с памятью различных видов, называемых также
нагруженными дифференциальными уравнениями. Нагруженными дифференциальны-
ми уравнениями в литературе [1-4] принято называть уравнения, содержащие в коэф-
фициентах или в правой части какие-либо функционалы (функции) от решения, в част-
ности, значения решения, в которых фазовое состояние процесса в какой-либо точке и
в какой-либо момент может оказывать влияние на динамику процесса в целом.

Наличие в динамике системы нагруженного слагаемого не всегда позволяет непо-
средственно применять известные методы исследований, развитые при исследованиях
обычных (не нагруженных) динамических систем. Это подчеркивает как теоретиче-
скую, так и практическую актуальность исследования различных задач управления
и оптимального управления для нагруженных дифференциальных уравнений. В по-
следние годы проводится интенсивное исследование нагруженных дифференциальных
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уравнений, связанное с различными прикладными задачами механики, биологии, эколо-
гии и химии, моделированных с нагруженными уравнениями. Интерес исследователей
к задачам управления нагруженных динамических систем связан также с необходи-
мостью использовать наиболее адекватные математические модели рассматриваемых
процессов.

Нагруженные обыкновенные дифференциальные уравнения и краевые задачи для
таких уравнений рассмотрены в [1-5] и установлены условия их разрешимости различ-
ными методами. Значительный вклад в развитие теории нагруженных уравнений внес-
ла работа [1] (и другие работы этого же автора), где даны определения нагруженных
дифференциальных, нагруженных интегро-дифференциальных, нагруженных функци-
ональных уравнений и их многочисленные приложения. В монографии [2] нагруженные
дифференциальные уравнения интерпретируются как возмущения дифференциальных
уравнений. В работе [5] рассмотрена задача управления для одной системы линейных
нагруженных дифференциальных уравнений с неразделенными многоточечными про-
межуточными условиями.

В данной работе рассматривается задача оптимального управления одной системы
линейных нагруженных дифференциальных уравнений. Сформулировано условие су-
ществования программного управления и движения. Предложен конструктивный под-
ход решения задачи оптимального управления. В качестве приложения построено ре-
шение задачи оптимального управления конкретной нагруженной системы.

1. Постановка задач

Рассмотрим управляемый процесс, динамика которого описывается нагруженными
линейными дифференциальными уравнениями

ẋ = A0(t)x+ A1(t)x(t1) + A2(t)x(t2) + A3(t)x(t3) +B(t)u (1.1)

где x(t) ∈ Rn – фазовый вектор системы, Ak(t) (k = 0, 1, 2, 3), B(t) матрицы пара-
метров системы (непрерывны на [t0, T ]), u(t) управляющее воздействие, соответствен-
но с размерностями Ak(t)− (n× n) , B(t)− (n× r), u(t)− (r × 1).

В формуле (1.1) слагаемые Ak(t)x(tk) (k = 1, 2, 3) как функции влияют на систему,
начиная с момента времени t ≥ tk. Так как значение фазового состояния x(tk), как
результат измерения, определяется в момент времени t = tk и с этого момента (при
t ≥ tk ) непрерывно влияет на систему в виде слагаемого Ak(t)x(tk).

Пусть заданы начальное x(t0) = x0 и конечное x(T ) = xT состояния системы (1.1).
Предполагается, что заданы моменты времени точек нагружения и 0 ≤ t0 < t1 < t2 <

t3 < t4 = T. Функция x(t) непрерывна на интервалах [tk−1, tk) (k = 1, ..., 4) и в точках
нагружения tk имеет конечные левосторонние пределы lim

t→tk−0
x(t) = x(tk).

Рассмотрим следующие задачи.
Задача 1. Требуется найти условия, при которых существует программное управ-

ляющее воздействие u = u(t) и программное движение, переводящее движение системы
(1.1) из начального состояния x(t0) в конечное состояние x(T ) на промежутке времени
[t0, T ], а также построить их.
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Пусть для отбора оптимальных решений на промежутке времени [t0, T ] задан кри-
терий качества æ[u], который может иметь смысл нормы некоторого нормированного
пространства.

Задачу оптимального управления для системы (1.1) с начальной и конечной усло-
виями и критерием качества æ[u] можно сформулировать следующим образом.

Задача 2. Требуется найти оптимальное управляющее воздействие u0(t), t ∈ [t0, T ],

которое переводит движение системы (1.1) из начального состояния x(t0) в конечное
состояние x(T ) и имеет наименьшее возможное значение критерия качества æ[u0].

2. О движении нагруженной управляемой линейной системы.

Для построения решений поставленных задач интервал [t0, T ] разбиваем на части

точками нагружения: [t0, T ) =
4∪

k=1

[tk−1, tk). Учитывая последовательность точек на-
гружения и характер влияния соответствующих нагруженных слагаемых, уравнение
(1.1) напишем по отдельности на интервалах [tk−1, tk) (k = 1, ..., 4) в следующем виде

ẋ =


A0(t)x+B(t)u, t ∈ [t0, t1)

A0(t)x+ A1(t)x(t1) +B(t)u, t ∈ [t1, t2)

A0(t)x+ A1(t)x(t1) + A2(t)x(t2) +B(t)u, t ∈ [t2, t3)

A0(t)x+ A1(t)x(t1) + A2(t)x(t2) + A3(t)x(t3) +B(t)u, t ∈ [t3, T ]

, (2.1)

которое является поэтапно меняющимися дифференциальными уравнениями [5-7].
Следуя [5], решение системы (1.1) (или (2.1)) для промежутка времени [t0, t1) пред-

ставим следующим образом

x(t) = X[t, t0]x(t0) +

t∫
t0

H[t, τ ]u(τ)dτ, (2.2)

где H[t, τ ] = X[t, τ ]B(τ), а через X[t, τ ] обозначена нормированная фундаментальная
матрица решения однородного уравнения ẋ = A0(t)x. Начиная с момента времени t1,

движения системы (2.1) представляются в следующем виде

x(t) = X̃[t, t1]X[t1, t0]x(t0) + X̃[t, t1]

t1∫
t0

H[t1, τ ]u(τ)dτ +

t∫
t1

H[t, τ ]u(τ)dτ (2.3)

при t ∈ [t1, t2),

x(t) = Y [t, t2]X[t1, t0]x(t0) + Y [t, t2]
t1∫
t0

H[t1, τ ]u(τ)dτ+

+X̃[t, t2]
t2∫
t1

H[t2, τ ]u(τ)dτ +
t∫

t2

H[t, τ ]u(τ)dτ

(2.4)

при t ∈ [t2, t3),

x(t) = Z[t, t3]X[t1, t0]x(t0) + Z[t, t3]

t1∫
t0

H[t1, τ ]u(τ)dτ+
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+

 t∫
t3

X[t, τ ]A2(τ)dτ + X̃[t, t3]X̃[t3, t2]

 t2∫
t1

H[t2, τ ]u(τ)dτ+ (2.5)

+X̃[t, t3]

t3∫
t2

H[t3, τ ]u(τ)dτ +

t∫
t3

H[t, τ ]u(τ)dτ

при t ∈ [t3, t4], где

X̃[t, tj] = X[t, tj] +

t∫
tj

X[t, τ ]Aj(τ)dτ (j = 1, 2, 3),

Y [t, t2] = X̃[t, t2]X̃[t2, t1] +

t∫
t2

X[t, τ ]A1(τ)dτ ,

Z[t, t3] =

t∫
t3

X[t, τ ]A1(τ)dτ +

t∫
t3

X[t, τ ]A2(τ)dτX̃[t2, t1] + X̃[t, t3]Y [t3, t2]. (2.6)

Таким образом, имея начальное состояние x(t0) системы (1.1) и задавая управляю-
щее воздействие u(t), с помощью формулы (2.2)-(2.5) определяется фазовое состояние
x(t) системы (1.1) (решение нагруженного уравнения (1.1)) для промежутков времени
[tk−1, tk) (k = 2, ..., 4), соответственно.

3. Решение задач

Из формулы (2.5) при t = t4 имеем

T∫
t0

(
4∑

i=1

Hi[t]

)
u(t)dt = x(t4)− Z[t4, t3]X[t1, t0]x(t0) = η (t0, ..., T ) , (3.1)

где

H̄[t1, t] =

{
H[t1, t], t0 ≤ t < t1
0, t1 ≤ t ≤ T

, H̄[t2, t] =


0, t0 ≤ t < t1
H[t2, t], t1 ≤ t < t2
0, t2 ≤ t ≤ T

H̄[t3, t] =


0, t0 ≤ t < t2
H[t3, t], t2 ≤ t < t3
0, t3 ≤ t ≤ T

, H̄[t4, t] =

{
0, t0 ≤ t < t3
H[t4, t], t3 ≤ t ≤ T

(3.2)

H1[t] = Z[t4, t3]H̄[t1, t], H2[t] =

 t4∫
t3

X[t4, τ ]A2(τ)dτ + X̃[t4, t3]X̃[t3, t2]

 H̄[t2, t],

H3[t] = X̃[t4, t3]H̄[t3, t], H4[t] = H̄[t4, t].
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Функция u(t) t ∈ [t0, T ] , удовлетворяющая интегральному соотношению (3.1), име-
ет следующий вид [6]

u(t) =

(
4∑

i=1

Hi[t]

)T

Q−1 (x(T )− Z[T, t3]X[t1, t0]x(t0)) + v(t), (3.3)

если detQ ̸= 0, где

Q(t0, ...., T ) =

T∫
t0

(
4∑

i=1

Hi[t]

)(
4∑

i=1

Hi[t]

)T

dt. (3.4)

Здесь v(t) – некоторая вектор-функция, удовлетворяющая условию ортогональности
T∫

t0

(
4∑

i=1

Hi[t]

)
v(t)dt = 0.

Следующая теорема, аналогичная теореме, приведенной в [6, 9], определяет условия
существования программного управления системы (1.1).

Теорема 3.1. Для того, чтобы существовало программное управление и соответ-
ствующее ему решение системы (1.1), удовлетворяющее условию (3.1), необходимо и
достаточно, чтобы матрица (3.4) была неособой или чтобы ранги матрицы Q и
{Q, η} совпадали между собой.

При заданном критерии качества æ[u] задача оптимального управления с инте-
гральными условиями (3.1) является задачей условного экстремума из вариационного
исчисления, где надлежит определить минимум функционала æ[u] при условии (3.1).
Однако, как видно из (3.2), подынтегральные функции в (3.1) являются разрывными,
поэтому классические методы вариационного исчисления не применимы для решения
этой задачи [8].

Для решения задачи 2 заметим, что левая часть полученного условия (3.1) явля-
ется линейной операцией, которая порождена функцией u(t) на промежутке времени
[t0, T ]. Условия (3.1) с заданным функционалом æ[u], представляющим собой норму
некоторого линейного нормированного пространства, являются проблемой моментов в
соответствующем пространстве [6, 8]. Следовательно, решение задачи 2 приводится к
решению соответствующей проблемы моментов, которое следует построить с помощью
алгоритма решения проблемы моментов [6, 8]. Тогда построенное оптимальное управля-
ющее воздействие u0(t), t ∈ [t0, T ], удовлетворяющее условию (3.1) и минимизирующее
функционал æ[u], будет решением задачи 2.

4. Пример

В качестве приложения к вышеизложенному рассмотрим задачу оптимального уп-
равления конкретной системы (с одним нагруженным слагаемым), которая состоит из
двух этапов и имеет вид

ẋ = A0(t)x+B(t)u, t ∈ [t0, t1) (4.1)
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ẋ = A0(t)x+ A1(t)x(t1) +B(t)u, t ∈ [t1, T ) (4.2)

где

A0 =

(
0 1

0 0

)
, A1 =

(
0 0

a 0

)
, B =

(
0

1

)
,

a – постоянная величина.
Пусть заданы начальное и конечное фазовые состояния

x(t0) =

(
x1(t0)

x2(t0)

)
, x(T ) =

(
x1(T )

x2(T )

)
, (4.3)

а критерий качества управления имеет вид

æ[u] =

 T∫
t0

u2(t)dt


1
2

. (4.4)

Нормированная фундаментальная матрица решения однородной части системы
(4.1), (4.2) и их переходные матрицы имеют следующий вид:

X[t, τ ] =

(
1 t− τ

0 1

)
, H[t1, t] =

(
t1 − t

1

)
, H[T, t] =

(
T − t

1

)
.

Из формулы (2.6) для матрицы X̃[t, t1] будем иметь

X̃[t, t1] = X[t, t1] +

t∫
t1

X[t, τ ]A1(τ)dτ =

(
1 + a

2
(T − t1)

2 T − t1
a(T − t1) 1

)
.

Согласно обозначениям (3.2) будем иметь

H[t] = X̃[T, t1]H̄[t1, t] + H̄[T, t] =

(
αh

(1)
1 [t1, t] + βh

(1)
2 [t1, t] + h

(2)
1 [T, t]

γh
(1)
1 [t1, t] + h

(1)
2 [t1, t] + h

(2)
2 [T, t]

)
,

где

H̄[t1, t] =

(
h
(1)
1 [t1, t]

h
(1)
2 [t1, t]

)
=

{
H[t1, t], t0 ≤ t < t1,

0, t1 ≤ t ≤ T,

H̄[t2, t] =

(
h
(2)
1 [T, t]

h
(2)
2 [T, t]

)
=

{
0, t0 ≤ t < t1,

H[T, t], t1 ≤ t ≤ T,
(4.5)

α = 1 +
a

2
(T − t1)

2, β = T − t1, γ = a(T − t1).

Интегральное соотношение (3.1) запишется в виде

T∫
t0

h1(t)u(t)dt =η1,

T∫
t0

h2(t)u(t)dt =η2, (4.6)
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где

h1(t) = αh
(1)
1 [t1, t] + βh

(1)
2 [t1, t] + h

(2)
1 [T, t], h2(t) = γh

(1)
1 [t1, t] + h

(1)
2 [t1, t] + h

(2)
2 [T, t],

η1 = x1(T )− αx1(t0)− [α(t1 − t0) + β] x2(t0), (4.7)

η2 = x2(T )− γx1(t0)− [γ(t1 − t0) + 1] x2(t0).

Задача определения функции оптимального управления u0(t), t ∈ [t0, T ], удовле-
творяющего интегральным соотношениям (4.6) и минимизирующего функционал (4.4),
рассматриваем как проблему моментов [6, 8].

Решая полученную задачу условного экстремума (4.4) и (4.6) как проблему момен-
тов, для искомого оптимального управляющего воздействия получим следующие вы-
ражения:

u0(t) =

{
c [(αd1 + γd2)(t1 − t) + βd1 + d2] , t ∈ [t0, t1),

c [d1(T − t) + d2] , t ∈ [t1, T ],
(4.8)

где c = (η1d1 + η2d2) (d
2
1q1 + 2d1d2q2 + d22q3)

−1
, d1 = (η1q3 − η2q2) , d2 = (η2q1 − η1q2) ,

q1 =
T∫
t0

(h1(t))
2dt = α2 (t1−t0)

3

3
+ α2(t1 − t0) +

(T−t1)
3

3
+ αβ(t1 − t0)

2,

q2 =
T∫
t0

h1(t)h2(t)dt = αγ (t1−t0)
3

3
+ (α + βγ) (t1−t0)

2

2
+ β(t1 − t0) +

(T−t1)
2

2
,

q3 =
T∫
t0

(h2(t))
2dt = γ2 (t1−t0)

3

3
+ (t1 − t0) + (T − t1) + γ(t1 − t0)

2.

Отметим, что при вычислении значения интегралов для функции h1(t) и h2(t) (4.7)
учтены обозначения (4.5).

Подставляя выражение для u0(t) из (4.8), соответственно, в формулы (2.2) и (2.3),
написанные для системы (4.1) и (4.2), получим явные выражения для оптимального
движения x0(t) при t ∈ [t0, T ].

5. Заключение.
Предложен конструктивный подход исследования задач оптимального управления

для одной системы линейных нагруженных дифференциальных уравнений. Сформули-
ровано условие существования программного управления и движения. Приведен явный
вид управляющего воздействия для задачи управления и предложен конструктивный
подход решения задачи оптимального управления. Для иллюстрации указанного спо-
соба построено решение задачи оптимального управления конкретной нагруженной си-
стемы.
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THE PROBLEM OF OPTIMAL CONTROL FOR ONE SYSTEM
OF LINEAR LOADED DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Abstract. The problems of control and of optimal control of a system of linear loaded
differential equations are considered. The condition for the existence of program
control and motion is formulated. An explicit form of the control action for the
control problem is given and a constructive approach to solve the optimal control
problem is proposed. As an application, a solution to the problem of optimal control
of a concrete loaded system is constructed.
Keywords: loaded differential equations; stage-by-stage changing systems; control;
optimal control
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