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Аннотация. Работа посвящена обзору известных результатов, связанных с исследова-
ниями дифференцирований в групповых алгебрах, бимодулях и других алгебраических
структурах, а также различным обобщениям и вариациям данной задачи. Дается обзор
результатов, посвященных дифференцированиям в алгебрах L1(G), в алгебрах фон Ной-
мана и в банаховых бимодулях. Обсуждаются алгебраические задачи, в частности диффе-
ренцирования в группах, (σ, τ) -дифференцирования и исчисление Фокса. Также дается
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присоединенного действия. Описаны также некоторые приложения: к теории кодирова-
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Введение

Пусть имеем ассоциативную алгебру A (пока без дополнительного оснащения) над
кольцом R. В самом общем виде нас интересует описание пространства дифференциро-
ваний, то есть линейных операторов, удовлетворяющих правилу Лейбница.

О п р е д е л е н и е 0.1. Линейный оператор d : A → A назовем дифференцирова-
нием, если для всех u, v ∈ A выполнено правило Лейбница

d(uv) = d(u)v + ud(v). (0.1)
Преимущественно мы будем рассматривать частный случай групповой алгебры C[G]

для произвольной конечнопорожденной группы G.

О п р е д е л е н и е 0.2. Назовем групповой алгеброй C[G] пространство конечных
линейных комбинаций

∑
g∈G

λgg, где λg — комплексные коэффициенты.

Одним из важнейших примеров дифференцирований являются внутренние, а именно

О п р е д е л е н и е 0.3. Для a ∈ A линейный оператор da задаваемый формулой
da : x 7→ ax− xa

назовем внутренним дифференцированием.
Пространство внутренних дифференцирований образует идеал в алгебре всех диффе-

ренцирований. Соответственно фактор алгебру по внутренним обычно называют алгеброй
внешних дифференцирований.

Краеугольным вопросом является следующий

Проблема 1 (The derivation problem). Верно ли что все дифференцирования в данной
алгебре внутренние?

Частным случаем данного вопроса является следующий, поставленный B. Johnson

Проблема 2. Верно ли что все дифференцирования в L1(G) — внутренние?

Изучение данной проблемы ставит также ряд дополнительных вопросов. Прежде всего
масштабирование предложенного метода на другие классы ассоциативных алгебр, при
этом дифференцирования вообще говоря не образуют алгебру, только бимодуль.

Истоки задачи

Само по себе понятие дифференцирования является одним из базовых понятий мате-
матики. Не углубляясь в богатую историю развития математического анализа, отметим,
что ключевую роль в исследовании различных структур, обладающих некоторой допол-
нительной алгебраической структурой, будь то структура бимодуля, кольца или группы,
ключевую роль играет знаменитое правило Лейбница

d(fg) = d(f)g + fd(g).

В отличии от классических задач анализа и дифференциальной геометрии, в которых
мы имеем непрерывную структуру и можем понимать дифференцирование как предел от-
ношения приращения функции к приращению аргумента, при работе с алгебрами и моду-
лями такое определение не годится, и именно правило Лейбница становится необходимым
требованием в определении дифференцирования.
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При этом, как мы увидим ниже, само по себе правило Лейбница различными путями
может модифицироваться и пониматься разными способами. Это касается и смысла умно-
жения в слагаемых правой части, и «подкручивания» (twisting), т. е. оснащения дополни-
тельными эндоморфизмами слагаемых. Однако, общая индуктивная структура правила
сводящего вычисление d(fg) к вычислению значения дифференцирования на сомножи-
телях — всегда легко угадывается.

По всей видимости первое упоминание банаховых алгебр (названных тогда линейным
метрическим кольцом) — работа 1936 года [1]. Там же впервые рассмотрено и понятие диф-
ференцирования. Систематическое изучение общей теории банаховых алгебр было начато
в 1941 году в работе И.М. Гельфанда [2], а в 1943 в [3] была доказана знаменитая теорема
Гельфанда–Наймарка.

Дифференцирования в банаховых алгебрах

В послевоенные годы вырос интерес к дифференцированиям в банаховых алгебрах.
Так, в работе [4] И. Капланский, исследуя автоморфизмы в банаховых алгебрах, при-
ходит к необходимости изучения дифференцирования AW ∗ алгебр (частный случай C∗

алгебр, введенный ранее им же в [5]) и показывает, что все они внутренние ( [4], Theorem
9). Это позволяет доказать основной результат (теорема 10), что автоморфизмы некото-
рых банаховых алгебр, сохраняющих центральные элементы, также будут внутренними.
Там же ставится другой вопрос, называемый «проблемой Капланского», о том, обязаны ли
дифференцирования C∗ алгебр быть непрерывными. Ответ на данный вопрос – положи-
тельный, и был получен в работе C. Сакаи [6]. Далее этот вопрос развивался в работах как
самого С. Сакаи [7–9] так и в статьях других исследователей, например [10–12]. Примеры
C∗ алгебр в которых есть внешние дифференцирования были получены в [13].

Об отмеченной И. Капланским связи между дифференцированиями и автоморфизма-
ми см. также [14, 15]. Отмечались и некоторые приложения, в частности к теории дина-
мических систем [16].

Среди дальнейших результатов в этом направлении отметим работы Р. Кадисона [4,17]
и его совместные работы с Дж. Рингроузом [18, 19], в которых было продолжено иссле-
дование дифференцирований в C∗ алгебрах, в т. ч. и действующих на гильбертовом про-
странстве, понимаемом как модуль над алгеброй.

Особое значение играл поиск условий, при которых все дифференцирования оказыва-
ются внутренними. Для групповых алгебр основной вопрос т. н. derivation problem форму-
лируется следующим образом: «При каких условиях все производные в групповой алгебре
являются внутренними?».

Большой вклад в исследование этого вопроса для случая алгебры L1(G) внес Б. Джон-
сон, и часто вопрос наличия дифференцирований, не являющихся внутренними, называют
Проблемой Джонсона. Так, в совместной работе с Дж. Рингроузом [20] было получено про-
стое доказательство тривиальности дифференцирований в алгебрах фон Ноймана (ранее
аналогичные результаты получил Сакаи в [6]), а также для `1(G). Многие результаты
собраны в монографии [21].

Самому Б. Джонсону удалось найти ответ на данный вопрос и для некоторых других
случаев, связанных с групповой алгеброй L1(G). В таком случае проблема Джонсона
играет принципиальную роль для исследований в теории меры и гармоническом ана-
лизе, теории операторов, операторных алгебр и когомологических конструкций [22, во-
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прос 5.6.B, с. 746]. В работе [23] им была решена указанная проблема для случая связных
локально компактных групп. Наиболее полный результат был получен в [24], где упоми-
налось, что все дифференцирования в L1(G) являются внутренними.

В отмеченном случае алгебр фон Ноймана некоторые результаты были получены
Б. Джонсоном с С. Пэрротом [25], а также заметно усилены С. Поупом в [26]. Итоговый
результат (теорема Джонсона–Пэррота–Поупа) состоит в том, что все дифференцирова-
ния из алгебры фон Ноймана со значениями в пространстве компактных операторов над
гильбертовым пространством — внутренние. Некоторые современные результаты получе-
ны, например в [27], наиболее полное изложение см. в [28]. Позднее в [29] был изучен и
более общий случай полупростых алгебр фон Ноймана.

Задача вычисления гомологий банаховых алгебр была одной из важных мотивировок в
изучении структуры дифференцирований. Отметим две важные монографии, в которых
собраны достаточно полные обзоры соответствующих результатов [30, 31]. Важно отме-
тить роль изучения дифференцирований для когомологий Хохшильда. Сам комплекс был
предложен Г. Хохшильдом в [32], как инструмент для изучения свойств алгебры. Один из
знаковых результатов — теорема Хохшильда–Костанта–Розенберга из [33], устанавливаю-
щая изоморфизм между, собственно, комплексом Хохшильда и производного пространства
петель. О некоторых других приложениях комплекса Хохшильда см. [34].

С точки зрения исследования дифференцирований поясним, что дифференцирования
соответствуют 1-коциклам комплекса Хохшильда, внутренние дифференцирования — 1-
кограницам, а внешние дифференцирования, соответственно, являются одномерными ко-
гомологиями. Формула для вычисления гомологий и когомологий была получена в [35]
для групповых алгебр. Из недавних отметим результаты А.С. Мищенко [36–38], в кото-
рых построены новые формулы для вычисления гомологий и когомологий.

Другим свежим направлением развития данной тематики является исследование уни-
формных алгебр Роу и в целом развитие инструментария комплексов Хохшильда (и, в
частности, дифференцирований, как 1-коциклов) на грубую геометрию. Так, в работе [39]
было показано, что все ограниченные дифференцирования униформной алгебры Роу над
дискретным метрическим пространством ограниченной геометрии — будут внутренними.
Существенным развитием этих результатов является работа [40] в которой вычисляются
ограниченные когомологии Хохшильда униформной алгебры Роу со значениями в уни-
формных бимодулях Роу для дискретных метрических пространств.

Алгебраические дифференцирования

Большая часть упомянутых выше работ относится к исследованию банаховых алгебр
и вообще к случаю, когда алгебра имеет некое топологическое оснащение. При этом, как
несложно видеть, для «лобовой» проверки правила Лейбница достаточно иметь только
алгебраическую структуру.

По всей видимости впервые чисто алгебраические дифференцирования и алгебраи-
ческий аналог проблемы Джонсона, был исследован М. Смит в [41]. Среди дальнейших
работ отметим [42], в которой изучался случай колец с целочисленными коэффициен-
тами. Последнее обусловлено прикладными задачами, в частности криптографические.
В частности применения дифференцирований к кодам Рида–Соломона, было исследовано
в [43,44].
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Дальнейшее исследование дифференцирований в кольцах было связано с рассмотре-
нием различных вариантов колец. Причем особый интерес представляет случай конечных
колец. Так, в [45], рассмотрены групповые алгебры с коэффициентами в конечном коль-
це R, при этом на группу налагаются определенные требования (группа должна быть
черниковской). Исследуются R− дифференцирования, т. е. такие дифференцирования δ,

что δ(R) = 0. Авторами доказывается, что все R− дифференцирования будут внутрен-
ними. Другие обобщенные варианты обобщенных дифференцирований рассматриваются
например в [46].

Естественным обобщением являются т. н. (σ, τ) -дифференцирования. То есть диффе-
ренцирования, удовлетворяющие «подкрученному» правилу Лейбница

d(uv) = d(u)σ(v) + τ(u)d(v), u, v ∈ R.

Здесь R — некоторое унитальное кольцо, и σ, τ — его эндоморфизмы. Важным частным
случаем этой общей конструкции являются (σ, id) -дифференцирования, также называе-
мые σ -дифференцированиями. При этом сама структура таких (σ, τ) -дифференцирова-
ний достаточно сложная, в частности они вообще говоря не обладают структурой алгебры
Ли или аналогичной. Даже проверка того, что в случае конечной группы все дифферен-
цирования будут внутренними — оказывается уже нетривиальным (см. [47]).

Конструкция «подкрученных» дифференцирований возникла в связи с исследовани-
ями расширений Оре, предложенных в [48]. Общая теория, в частности связь с теорией
Галуа, изложена в [49]. Также отметим монографии [50–52], и записки лекций [53,54].

Расширением Оре полиномиального кольца называют некоммутативное кольцо
R[x;σ, δ] косых многочленов (skew-polynomial ring), определяемое эндоморфизмом кольца
σ и соответствующем ему σ -дифференцированием δ, в котором выполнено соотношение

xr = σ(r)x+ δ(r).

Многие свойства, касающиеся размерностей и строения модулей, были получены в [55].
Косые полиномы находят многочисленные приложения в квантовом исчислении [56, 57],
для поиска право-инвариантных полиномов и классов сопряженности [58], для исследо-
вания деформаций алгебр Ли [59] и матричных алгебр [60]. Находят свои приложения
данная конструкция и в некоммутативной геометрии [61, 62], в частности для описания
некоммутативных нетеровых колец [63]. Отметим также приложения к теории кодирова-
ния [64].

Одной из мотивировок исследования «подкрученных» дифференцирований является
исследование Quasi–Hom–Lie алгебр, обобщающих алгебры Витта и алгебры Вирасо. Дан-
ный тип алгебр отличается от обычных алгебр Ли тем, что вместо классического тож-
дества Якоби они удовлетворяют более общему правилу. Их описание оказывается тесно
связанным с σ -дифференцированиями. Фактически они ими и описываются (см. [65, тео-
рема 2]).

Сами (σ, τ) -дифференцирования также возникают при исследовании деформаций ал-
гебр [60,66,67]. И при изучении полиномов Лорана на групповой алгебре [68]. Дальнейшее
развитие связано как с упомянутыми приложениями в квантовой теории, так и с обоб-
щениями в анализе. В частности изучался вопрос описания (σ, τ) -дифференцирований в
алгебрах фон Ноймана [69].
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Говоря об алгебраической задаче, нельзя не упомянуть также производные Фокса (the
Fox derivative), предложенные в контексте изучения свободных групп Р. Фоксом в серии
работ [70–74]. Рассматривается следующая конструкция. Пусть F = 〈X〉 — свободная
группа, ZF — целочисленная групповая алгебра (т. е. коэффициенты — кольцо целых
чисел). Тогда для каждого x ∈ X производной Фокса называют линейный оператор Dx :

ZF → ZF такой, что для u, v ∈ ZF значение Dx(1) = 0, справедливо свойство Dx(y) =

δxy для y ∈ X, где δxy — символ Кронекера, а также выполнен следующий аналог правила
Лейбница

Dx(uv) = Dx(u) · v + u ·Dx(v).

Сам Р. Фокс применил такое исчисление среди прочего к исследованию групп узлов,
групповым когомологиям и многим другим задачам. Из недавних исследований отметим
работу [75] в которой исчисление Фокса применяется для изучения квази Пуассоновых
структур на представлениях поверхностей.

Операторное исчисление

Исследования рядов Лорана также указывают на еще один важный аспект приложе-
ния дифференцирований в алгебрах. В работе А.Н. Паршина [76] предложена следующая
конструкция. Пусть d — дифференцирование некоторого кольца R. Тогда левый модуль
формальных выражений L =

∑
i∈Z

aid
i можно понимать как аналог алгебры псевдодиффе-

ренциальных операторов. Дальнейшее развитие логики исследования операторных алгебр
приводит нас к теории Шура–Сато. Наиболее полное и современное исследование см. в ра-
боте А. Жеглова [77].

Отметим также, что сходные идеи описания псевдодифференциальных операторов как
некоммутативных степенных рядов, в которых в качестве переменных подставляются опе-
раторы дифференцирования, были ранее предложены в [78]. В частности, изучался фор-
мализм т. н. µ -исчисления и соответствующих µ -алгебр.

Теория псевдодифференциальных операторов достаточно полно изложена в [79]. Од-
ним из самых ярких результатов является теорема Атьи–Зингера представленная в рабо-
тах [80,81].

Исследование данной задачи связано с изучением операторных алгебр, которые по-
рождаются дифференцированиями. Одним из возникающих вопросов является выясне-
ние условий, при которых оператор нильпотентен. В одной из первых работ по данной
теме [82] была исследована связь локальной нильпотентности внутреннего дифференци-
рования (т. е. того, что внутреннее дифференцирования обнуляется в некоторой степени) и
нильпотентности резольвенты, т. е. элемента вида (a−λ). Эти результаты были усилены в
работах В. Харченко. В частности в [83] было показано, что все дифференцирования для
простых колец нулевой характеристики внутренние. Это позволило (с учетом результа-
тов из работы [82]) доказать, что все нильпотентные дифференцирования простых колец
внутренние, и порождаются нильпотентными элементами. Такие результаты, характери-
зующие нильпотентные дифференцирования в дальнейшем многократно обобщались и
усиливались.

Так, в работе [84] были получены обобщения для случая полупростых колец конечной
характеристики. Более общие результаты были получены в работе [85], в которой были
исследованы более общие варианты полупростых колец.
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Важной вариацией данной задачи является случай локально нильпотентных диффе-
ренцирований, т. е. таких, что для каждого элемента кольца a ∈ R найдется такое n,

что dn(a) = 0. Исследование таких операторов оказывается связанным со знаменитой
проблемой якобиана (см. [86]) и 14-й проблемой Гильберта. Подробнее см. работы М. На-
гато, который построил контрпример к 14-й проблеме Гильберта в [87], а также более
подробный разбор контекста данной задачи в [88]. В [89] было получено описание локаль-
но нильпотентных дифференцирований для коммутативных редуцированных колец без
Z -кручения. Из последних результатов отметим [90], в которой исследуются ядра локаль-
но нильпотентных дифференцирований и исследуются их приложения.

Отметим проблему коммутации дифференцирований (the Commuting Derivations Con-
jecture), состоящую в предположении о том, что пересечение ядер коммутирующих линей-
но независимых локально нильпотентных дифференцирований изоморфно пространству
полиномов C[f ], где f – координата. В случае пары дифференцирований данная пробле-
ма была частично решена С. Маубахом в [91]. Предложенное решение было обобщено на
случай большего числа дифференцирований в [92].

Комбинаторный подход

В работах [93, 94] был предложен метод исследования дифференцирований в груп-
повых алгебрах при помощи характеров на группоиде присоединенного действия. Было
построено описание алгебры дифференцирований для нильпотентных групп ранга 2 и, в
частности, для групп Гейзенберга. В дальнейшем эти результаты были развиты на случай
полугрупповых алгебр (см. [95]). Было построено описание алгебры внешних дифференци-
рований в терминах 2-характеров на 2-группоиде и получено описание соответствующего
комплекса для n -категорий.

Суть метода состоит в том, что дифференцирования отождествляются с локально фи-
нитными характерами на группоиде присоединенного действия Γ. То есть с функциями
χ : Hom(Γ) → C такими, что сохраняется операция композиции χ(ψ ◦ ϕ) = χ(ψ) + χ(ϕ).

В таком случае оказывается справедливым следующее утверждение [95, теорема 1]. Име-
ется взаимнооднозначное соответствие между дифференцированиями в групповой алгебре
и локально финитными характерами, причем справедлива формула

d(a) = a

(∑
t∈G

χ(at, a)

)
, a ∈ G ⊂ C[G].

Оказывается, что помимо идеала внутренних дифференцирований, есть содержащий
его идеал квазивнутренних дифференцирований. Это дифференцирования, которые
в смысле последней формулы задаются характерами тривиальными на эндоморфизмах.
Данная конструкция была предложена в [96, теорема 4.1].

Развитие этих результатов дало и лучшее понимание того, как устроены дифферен-
цирования в банаховых бимодулях, а также получены результаты по нильпотентности.
Интересно, что помимо связи с классами сопряженности (которая в целом ясна из стро-
ения комплекса Хохшильда, о котором говорилось выше) — возникла связь и с другими
комбинаторными свойствами группы. В частности с числом концов.

Техника работы с характерами позволяет работать не только с алгебраическими зада-
чами, но и с аналитическими. В частности упомянутую выше проблему Джонсона можно
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решить для чрезвычайно широкого класса бимодулей над групповыми кольцами: а имен-
но, для замыкания группового кольца по норме, подчиненной супремумной. В частности
такой будет естественная `p норма. В таком случае удается доказать, что все диффе-
ренцирования обязаны быть квазивнутренними. Соответствующие результаты получены
в [97].

Данные результаты находятся в контексте изучения псевдодифференциальных опера-
торов на евклидовых пространствах и вычисления их индекса, начатого в работах [98,99]
и развитого в [100]. Пользуясь идеями [76] и операторным методом, который был предло-
жен в [78], возникает следующая конструкция для псевдодифференциальных операторов
на групповой алгебре. Рассмотрим полиномы Лорана, в которых в качестве переменной
подставляется оператор дифференцирования. Комбинаторный подход позволяет строить
явные формулы для операторов дифференцирования, а также и для обратных к ним, что
делает задачу построения символов таких операторов и вычисления обратных к ним (па-
раметрикса) корректной и обозримой. С точки зрения дальнейшего развития возникает
вопрос построения теории эллиптических операторов, а также вычисления индекса для
таких операторов.
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