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Аннотация. В работе получены условия устойчивости трехслойной симметричной диф-
ференциально-разностной схемы с весовым параметром в классе функций, суммируемых
на сетеподобной области. Для анализа устойчивости в пространстве допустимых решений
H дифференциально-разностной системы вводится составная норма, имеющая структуру
нормы пространства H2 = H ⊕H. А именно, для Y = {Y1, Y2} ∈ H2, Y` ∈ H ( ` = 1, 2 ),
‖Y ‖2H = ‖Y1‖21,H+‖Y2‖22,H , где ‖·‖21,H ‖·‖22,H — некоторые нормы H. Использование такой
нормы при описании энергетического тождества открывает путь построения априорных
оценок для слабых решений дифференциально-разностной системы, удобных при прак-
тической проверке в случае конкретных дифференциально-разностных схем. Получен-
ные результаты могут быть использованы для анализа задач оптимизации, возникающих
при моделировании сетеподобных процессов переноса формализмами дифференциально-
разностных систем.
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Abstract. In the paper, the stability conditions of a three-layer symmetric differential-difference
scheme with a weight parameter in the class of functions summable on a network-like domain
are obtained. To analyze the stability of the differential-difference system in the space of feasible
solutions H , a composite norm is introduced that has the structure of a norm in the space
H2 = H⊕H. Namely, for Y = {Y1, Y2} ∈ H2, Y` ∈ H ( ` = 1, 2 ), ‖Y ‖2H = ‖Y1‖21,H +‖Y2‖22,H ,

where ‖ · ‖21,H ‖ · ‖22,H are some norms in H. The use of such a norm in the description of
the energy identity opens the way for constructing a priori estimates for weak solutions of the
differential-difference system, convenient for practical testing in the case of specific differential-
difference schemes. The results obtained can be used to analyze optimization problems that
arise when modeling network-like transfer processes with the help of formalisms of differential-
difference systems.
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Введение

Настоящая работа является естественным продолжением исследований устойчивости
дифференциальных систем на графе [1,2] в направлении увеличения размерности сетепо-
добной области изменения пространственной переменной при изучении устойчивости трех-
слойной дифференциально-разностной схемы с весами и оператором, определенным в со-
болевском пространстве. Представлены достаточные условия устойчивости, зависящие от
выбора весовых параметров, и доказано основное энергетическое тождество. Получены ос-
нованные на энергетическом тождестве априорные оценки, гарантирующие устойчивость
схемы к малым изменениям начальных данных и правой части. Рассмотрена связь устой-
чивости дифференциально-разностных схем со слабой разрешимостью эволюционных за-
дач для уравнений математической физики с пространственной переменной, изменяю-
щейся в сетеподобной области. Представленный анализ устойчивости дифференциально-
разностных схем открывает путь аппроксимации дифференциальных систем уравнений
математической физики при их численной реализации и алгоритмизации для решения
задач оптимального управления.

1. Необходимые обозначения, понятия и определения

Везде ниже областью изменения аргументов функций является сетеподобная ограни-
ченная область = ⊂ Rn, n ≥ 2 ( ∂= — граница = ), состоящая из подобластей =l,
l = 1, N ( ∂=l — граница =l ), соединенных определенным образом между собой в M

узловых местах ωj ( j = 1,M, 1 ≤ M ≤ N − 1 ): = = =̂
⋃
ω̂, =̂ =

N⋃
l=1

= l, ω̂ =
M⋃
j=1

ωj,

= l

⋂
= l′ = ∅ ( l 6= l′ ), ω j

⋂
ω j′ = ∅ ( j 6= j′ ), = l

⋂
ω j = ∅ ( l 6= j ) [3–5]. В каждом узловом

месте ωj ( j = 1,M ) определенное число подобластей = l имеют общие границы, образу-
ющие поверхность их примыкания Sj (meas Sj > 0 ). Поверхность примыкания связывает

между собой примыкающие к ней 1 + mj области = l0 и = ls ( s = 1,mj ): Sj =
mj⋃
s=1

Sj s

(meas Sj s > 0 ), Sj ⊂ ∂= l0 , Sj s ⊂ ∂= ls ( s = 1,mj ). Таким образом, каждое узловое
место ωj ( j = 1,M ) определяется своею поверхностью примыкания Sj, для которой
каждая поверхность Sj s ( s = 1,mj ) также является поверхностью примыкания = ls к
= l0 . Ясно, что при этом граница области = не содержит поверхности Sj ( j = 1,M ):

∂= =
N⋃
k=1

∂=k\
M⋃
j=1

Sj. Следует отметить, что структура области = совпадает с геометрией

графа-дерево с внутренними узлами (вершинами) ω [1, 2], [6]. А именно, каждая область
=l примыкает к одному либо двум узловым местам и имеет не менее одной поверхности
примыкания к другим областями (заметим для сравнения: хотя бы одна концевая точка
произвольного ребра графа является местом сочленения с концевыми точками опреде-
ленного числа других ребер). Очевидно также, что любая связная подобласть области
= имеет структуру, аналогичную =, и обладает своим числом узловых мест. Условимся
считать, что поверхности Sj и Sj s ( s = 1,mj, l = 1, N ) являются гладкими, а области
=l — звездными относительно некоторого шара, своего для каждой =l.

Используются общепринятые обозначения пространств Лебега и Соболева, причем
интеграл Лебега применительно к сетеподобной области = определяется соотношением∫
=
u(x)dx =

N∑
l=1

∫
=l
u(x)dx. Пусть L2(=) — гильбертово пространство действительных изме-
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римых по Лебегу функций u(x), x = (x1, x2, . . . , xn), скалярное произведение и норма в
L2(=) определены соответствующими равенствами:

(u, v)= =

∫
=

u(x)v(x)dx, ‖u‖= =
√

(u, u). (1.1)

Пусть, далее, W 1
2(=) — гильбертово пространство функций u(x) из L2(=), для которых

uxκ(x) ∈ L2(=), κ = 1, n; соотношения

(u, v)1
= =

∫
=

(
u(x)v(x) +

n∑
κ=1

∂u(x)

∂xκ

∂v(x)

∂xκ

)
dx, ‖u‖1

= =
√

(u, u)1
=, (1.2)

определяют скалярное произведение и норму в W 1
2(=), соответственно. Символ = в обо-

значениях скалярного произведения и нормы в некоторых случаях для упрощения запи-
си может опускаться. Представления пространств L2(=), W 1

2(=) принимают следующий

вид: L2(=) =
N∏
l=1

L2(=l), W 1
2(=) =

N∏
l=1

W 1
2(=l).

Введем другие пространства функций с носителем на сетеподобной области = =
N⋃
l=1

=l.

При описании таких пространств необходимо продолжать элементы u(x) с области = на

= =
N⋃
l=1

=l.

Вводя совокупность C(Ω) непрерывных функций в некоторой области Ω (скаляр-
ное произведение и норму в C(Ω) определим соотношениями (1.1), в которых = следу-
ет заменить на Ω ), условимся говорить, что элемент u(x) ∈ C(Ω) имеет производную,
непрерывную в Ω, если эта производная для точек Ω, продолжается на Ω по непрерыв-
ности (топология на Ω индуцируется топологией Ω ). Таким образом, можно определить и
рассмотреть совокупность C1(Ω), для элементов u(x) которой существуют непрерывные
первые производные по переменным x1, x2, . . . , xn в Ω, причем скалярное произведение и
норма для элементов C1(Ω) определены соотношениями (1.2) (в которых = заменяется
на Ω ).

Сказанное приводит к возможности формирования следующих множеств для области
= : множество C(=) непрерывных в = функций u(x), множество C1(=l) ( l = 1, N )
функций из C(=), которые при каждом фиксированном l в =l имеют непрерывные

частные производные ∂u(x)
∂x1

, ∂u(x)
∂x2

, . . . , ∂u(x)
∂xn

и множество C1(=) =
N∏
l=1

C1(=l) со скалярным

произведением и нормой, определяемыми формулами (1.2).
Далее, пусть C̃1(=) — множество функций u(x) ∈ C1(=), для которых имеют место

условия (ниже — условия примыкания в узловых местах ωj )∫
Sj

a(x)Sj
∂u(x)Sj
∂nj

ds+

mj∑
i=1

∫
Sj i

a(x)Sj i
∂u(x)Sj i
∂nj i

ds = 0, x ∈ Sj i, i = 1,mj, (1.3)

на поверхностях Sj, Sj i ( i = 1,mj ) всех узловых мест ωj, j = 1,M. Здесь a(x) ∈ L2(=)

и a(x)Sj , u(x)Sj , a(x)Sj i , u(x)Sj i — сужения функций a(x), u(x) на Sj и Sj i; nj и
nj i — внешние нормали к Sj и Sj i, соответственно, i = 1,mj, j = 1,M. В дальнейшем
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для упрощения записи индексы, означающие сужение, могут не использоваться. Вместе с
C̃1(=) введем множество C̃1

0(=), элементы u(x) которого имеют компактный носитель в
области = и принадлежат C̃1(=); последнее означает, что u(x)|∂= = 0.

О п р е д е л е н и е 1.1. W̃ 1(=) — замыкание C̃1(=) в норме (1.2); ‖·‖W̃ 1(=) = ‖·‖1
=.

О п р е д е л е н и е 1.2. W̃ 1
0(=) — замыкание C̃1

0(=) в норме (1.2); W̃ 1
0(=) является

подпространством W̃ 1(=).

Заметим, что представление C1(=) =
N∏
l=1

C1(=l) определяет очевидное свойство эле-

ментов u(x) пространств W̃ 1(=) и W̃ 1
0(=) : сужения u(x)=l для любого l = 1, N принад-

лежат этим пространствам. Заметим также, что из =l ⊂ = ( l = 1, N ) и существования
обобщенных производных ∂u(x)

∂xι
( ι = 1, n ) в области = следует существование обобщен-

ных производных ∂u(x)
∂xι

в =l. Отсюда и из определений 1.1 и 1.2 вытекает: элементы про-
странств W̃ 1(=) и W̃ 1

0(=) обладают свойством (1.3), являющимся условиями примыкания
границ поверхностей =l в узловых местах ωj, j = 1,M. Таким образом мы остаемся в
рамках классической теории дифференциальных уравнений в банаховых пространствах,
если только обобщенная производная определена =l. Последнее учтено в представлениях
(1.2) скалярного произведения и нормы.

2. Дифференциально-разностная схема, устойчивость

На отрезке [0, T ] введем равномерную сетку

ωτ = {tk = kτ, k = 1, . . . , K}

с шагом τ = T
K

; ωτ = {0} ∪ ωτ . Будем рассматривать абстрактные функции (отобра-
жения) yτ (t), fτ (t) дискретного аргумента t = kτ ∈ ωτ со значениями в пространстве
L2(=), так что yτ (t) ∈ W̃ 1

0(=) ⊂ L2(=). В дальнейшем индекс τ будем опускать и писать
y(k) := y(x; k) = yτ (x; kτ), f(k) := f(x; k) = fτ (x; kτ) ( k = 0, 1, . . . , K ).

Рассмотрим семейство дифференциально-разностных уравнений
1
2τ

[y(k + 1)− y(k − 1)] = Ly(σ) + f(k), k = 1, 2, . . . , K − 1,

y(0) = y0(x), y(1) = y1(x),
(2.1)

зависящих от параметра σ, где y(σ) = σy(k+ 1) + (1− 2σ)y(k) + σy(k− 1), с операторным

коэффициентом L, который является линейным оператором Lu =
n∑

κ,ι=1

∂
∂xκ

(
aκ ι(x) ∂u

∂xι

)
,

действующим из пространства W̃ 1
0(=) в L2(=). Семейство дифференциально-разностных

уравнений (2.1) будем называть трехслойной симметричной дифференциально-разностной
системой уравнений. Пространство W̃ 1

0(=) определяется посредством замыкания множе-
ства C̃1(=), где a(x) = aκ ι(x) (см. соотношение (1.3)). Уравнение в системе (2.1) свя-
зывает значения искомых функций y(k), k = 2, 3, . . . , K, на трех слоях tk+1, tk, tk−1;

функции y0(x), y1(x) определяют начальные данные, значения f(k), k = 1, 2, . . . , K, как
и начальные функции, полагаем заданными.

При фиксированных k ( k = 1, 2, . . . , K−1 ) и параметре σ функция y(k+1) ∈ W̃ 1
0(=)

определена как решение (2.1) с краевым условием

y(k) |x∈∂== 0. (2.2)
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Дифференциально-разностную систему уравнений (2.1) с краевыми условиями (2.2)
при k = 2, 3, . . . , K назовем трехслойной симметричной дифференциально-разностной
схемой (2.1), (2.2).

Во всех рассмотрениях считаем выполненными условия эллиптичности оператора L,

его коэффициенты aι κ(x) — ограниченные измеримые функции, т. е. имеют место условия

a∗ξ
2 6 aκ ι(x)ξκξι 6 a∗ξ2,

aκ ι(x) = aι κ(x), aκ ι(x)ξκξι =
n∑

κ,ι=1

aκ ι(x)ξκξι, ξ2 =
n∑
κ=1

ξ2
κ,

(2.3)

с фиксированными положительными постоянными a∗, a
∗, β и произвольными парамет-

рами ξ1, ξ2, . . . , ξn, кроме того

y0(x), y1(x) ∈ W̃ 1
0(=), f(k) ∈ L2(=), k = 1, 2, . . . , K. (2.4)

О п р е д е л е н и е 2.1. Совокупность {y(2), y(3), . . . , y(K)} функций y(k) ∈ W̃ 1
0(=)

( k = 2, K ) является слабым решением дифференциально-разностной системы (2.1), (2.2),
если функции y(k) ( k = 2, K ) удовлетворяют тождествам∫

=

y(k)◦
t
η(x)dx+ `(y(σ), η) =

∫
=

f(k)η(x)dx ∀η(x) ∈ W̃ 1
0(=)

при k = 1, 2, . . . , K − 1; y(k)◦
t

= 1
2τ

[y(k + 1) − y(k − 1)]; билинейная форма `(y(σ), η)

определена соотношением

`(y(σ), η) =

∫
=

n∑
κ,ι=1

aκ ι(x)
∂y(σ)

∂xι

∂η(x)

∂xκ
dx.

З а м е ч а н и е 2.1. Из определения 2.1 следует, что для y(k) и каждого фиксиро-
ванного k = 2, 3, . . . , K−1 соотношения (2.1), (2.2) задают в пространстве W̃ 1

0(=) краевую
задачу в слабой постановке для эллиптического уравнения (2.1).

Введем понятие корректности (корректно поставленной) дифференциально-разност-
ной схемы (2.1). Для этого в пространстве W̃ 1

0(=) будем использовать составную норму
вида

‖Y (k + 1)‖2 = 1
4
‖y(k + 1) + y(k)‖2

(1) + ‖y(k + 1)− y(k)‖2
(2),

‖Y (1)‖2 = 1
4
‖y1 + y0‖2

(1) + ‖y1 − y0‖2
(2),

(2.5)

где ‖ · ‖(1) и ‖ · ‖(2) — некоторые нормы пространства W̃ 1
0(=)

О п р е д е л е н и е 2.2. Дифференциально-разностная схема (2.1) называется кор-
ректной, если при достаточно малых τ ≤ τ0

1) решение задачи (2.1), (2.2) существует и единственно при любых начальных данных
y0(x), y1(x) ∈ W̃ 1

0(=) и правых частях f(k) ∈ L2(=) для всех k = 1, 2, . . . , K;

2) существуют такие положительные постоянные C1 и C2, не зависящие от τ и
от выбора y0(x), y1(x), f(k), что при любых y0(x), y1(x) ∈ W̃ 1

0(=) и f(k) ∈ L2(=)

(k = 1, 2, . . . , K) справедлива оценка

‖Y (k + 1)‖ ≤ C1‖Y (1)‖(10) + C2‖f(k)‖(11), (2.6)

где ‖Y (1)‖(10), ‖f(k)‖(11) — нормы пространств W̃ 1
0(=) и L2(=), соответственно.
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Неравенство (2.6) (совместно с представлением (2.5) составной нормы) выражает свой-
ство равномерной по τ непрерывной зависимости решения задачи (2.1), (2.2) от вход-
ных данных y0(x), y1(x), f(k) ( k = 1, 2, . . . , K ) и определяет свойство устойчивости
дифференциально-разностной схемы (2.1).

Теорема 2.1. Пусть для функций aκ ι(x), y0(x), y1(x) и f(x) выполнены условия
(2.3), (2.4). Функции y(k) (k = 1, 2, . . . , K), определяющие слабое решение системы (2.1),
(2.2), при достаточно малых τ и σ > 0 однозначно определяются как элементы про-
странства W̃ 1

0(=).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждениями, аналогичными рассуждениям из работы
[7], можно установить свойство базисности в W̃ 1

0(=) и L2(=) множества обобщенных
собственных функций оператора L, определенного в W̃ 1

0(=). При выполнении условий
(2.3) оператор L обладает вещественными и отрицательными собственными значениями
конечной кратности. Эти собственные значения допускают нумерацию по неубыванию мо-
дулей: {λi}i≥1; обобщенные собственные функции нумеруются соответственно, при этом
учитывается кратность каждого собственного значения: {φi(x)}i≥1.

Задача Lφ = λφ + g, g ∈ L2(Γ), фредгольмово разрешима в пространстве W̃ 1
0(=).

Исходя из этого, положив k = 1, получаем однозначную разрешимость относительно
y(2) при σ > 0 краевой задачи

σLy(2) =
1

2τ
y(2)− (1− 2σ)Ly1 − σLy0 −

1

2τ
y(0)− f(1)

в W̃ 1
0(=) для τ < τ0 при достаточно малом τ0 > 0. Это же справедливо для y(3),

y(4), . . . , y(K) в силу соотношений

σLy(k + 1) =
1

2τ
y(k + 1)− (1− 2σ)Ly(k)− σLy(k − 1)− 1

2τ
y(k − 2)− f(k)

при k = 2, 3, . . . , K − 1, что завершает доказательство теоремы. �
В дальнейшем изложении используются следующие обозначения, учитывающие гра-

ницы изменения индекса k (см. [8, с. 350]):

y = y(k), ŷ = y(k + 1), y̌ = y(k − 1),

yt =
1

τ
(ŷ − y), yt̄ =

1

τ
(y − y̌), y◦

t
=

1

2τ
(ŷ − y̌), yt̄t =

1

τ 2
(ŷ − 2y + y̌),

в которых схема (2.1) примет вид

1

2τ
(ŷ − y̌) = Ly(σ) + f(k), y(σ) = σŷ + (1− 2σ)y + σy̌. (2.7)

Заметим, что при любых значениях y, ŷ и y̌ имеют место соотношения

(ŷ − y̌)y(σ) =

[
1

2
(ŷ2 + y2) + (σ − 1

2
)(ŷ − y)2

]
−
[

1

2
(y2 + y̌2) + (σ − 1

2
)(y − y̌)2

]
,

1

2
(ŷ2 + y2) =

1

4
(ŷ + y)2 +

1

4
(ŷ − y)2.
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и вытекающее из них

(ŷ − y̌)y(σ) =

[
1

4
(ŷ + y)2 + (σ − 1

4
)(ŷ − y)2

]
−
[

1

4
(y + y̌)2 + (σ − 1

4
)(y − y̌)2

]
.

В пространстве W̃ 1
0(=) введем новую (составную) норму соотношениями

‖Y (k + 1)‖2 =
1

4
‖y(k + 1) + y(k)‖2

= + (σ − 1

4
)‖y(k + 1)− y(k)‖2

=,

‖Y (1)‖2 =
1

4
‖y1 + y0‖2

= + (σ − 1

4
)‖y1 − y0‖2

=,

считая σ > 1
4
, и получим представление

(ŷ − y̌)y(σ) = ‖Y (k + 1)‖2 − ‖Y (k)‖2, (2.8)

при этом

‖Y (k + 1)‖2 ≥ 1

4
‖y(k + 1) + y(k)‖2

=.

Умножая уравнение (2.7) скалярно на 2τy(σ) и учитывая соотношение (2.8), получим
основное энергетическое тождество для трехслойной схемы (2.1):

‖Y (k + 1)‖2 + 2τ

∫
=

n∑
κ=1

aκ,κ(x)

(
∂y(σ)

∂xκ

)2

dx = ‖Y (k)‖2 + 2τ(f(k), y(σ)). (2.9)

Используя соотношения (2.3), аналог неравенства Пуанкаре–Фридрихса (см., например,
[9, с. 62]) ∫

=

n∑
κ=1

aκ,κ(x)

(
∂y(σ)

∂xκ

)2

dx ≥ 4c1‖y(σ)‖2
=

в пространстве W̃ 1
0(=) (здесь c0, c1 — произвольные положительные постоянные, зави-

сящие только от meas=, a∗ ) и очевидное неравенство

2τ(f(k), y(σ)) ≤ τc0‖y(σ)‖2
= +

τ

c0

‖f(k)‖2
=,

из соотношения (2.9) приходим к неравенству

‖Y (k + 1)‖2 + 8c1‖y(σ)‖2
= ≤ ‖Y (k)‖2 + c0‖y(σ)‖2

= +
τ

c0

‖f(k)‖2
=.

Выбирая в последнем c0 = 8c1, окончательно получаем оценку

‖Y (k + 1)‖2 ≤ ‖Y (k)‖2 +
τ

8c1

‖f(k)‖2
=. (2.10)

Суммируя (2.10) по k
′
= 1, 2, . . . , k ( k ≤ K − 1 ), приходим к неравенству

‖Y (k + 1)‖ ≤ ‖Y (1)‖+
1√
8c1

 k∑
k′=1

τ‖f(k
′
)‖2
=

1/2

и следующему утверждению.
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Теорема 2.2. Дифференциально-разностная схема (2.1) устойчива к малым изме-
нениям начальных условий y0(x), y1(x) и правой части f(k) k = 1, 2, . . . , K, если вы-
полнены условия (2.3), (2.4) и σ > 1

4
. Для слабого решения дифференциально-разностной

системы (2.1), (2.2) справедлива априорная оценка

‖Y (k + 1)‖ ≤ 1

2
‖y1 + y0‖= +

√
σ − 1

4
‖y1 − y0‖= +

1√
8c1

 k∑
k′=1

τ‖f(k
′
)‖2
=

1/2

(2.11)

при всех k = 1, 2, . . . , K − 1.

З а м е ч а н и е 2.2. Оценка (2.11) показывает сходимость дифференциально-раз-
ностной схемы (2.1) для σ > 1

4
со скоростью O(τ 2).

З а м е ч а н и е 2.3. Утверждение теоремы 2.2 справедливо и для σ ≥ 1
4
, тогда ‖Y ‖

является полунормой.

Полученные результаты переносятся на другую симметричную дифференциально-раз-
ностную схему в пространстве W̃ 1

0(=) :

1
τ2

[y(k + 1)− 2y(k) + y(k − 1)] = Ly(σ) = f(k), k = 1, 2, . . . , K − 1,

y(0) = y0(x), y(1) = y1(x),
(2.12)

Подставляя в (2.12) y(σ) = σŷ + (1 − 2σ)y + σy̌ = y + στ 2yt̄t и учитывая равенство
yt̄t = 1

τ2
[y(k + 1)− 2y(k) + y(k − 1)], получим

(E + στ 2L)yt̄t + Ly = f(k)

и, окончательно, при y = 1
2
(ŷ + y̌)− τ2

2
yt̄t

Ryt̄t +
1

2
L(ŷ + y̌) = f(k), R = E + (σ − 1

2
)τ 2L. (2.13)

Умножим соотношение (2.13) скалярно на 2τy◦
t

= τ(yt + yt̄) = ŷ − y̌ :

(R(ŷ − y̌), ŷ + y̌) +
1

2
(L(ŷ + y̌), ŷ − y̌) = 2τ(f(k), y◦

t
). (2.14)

Лемма 2.1. Имеют место следующие соотношения:
1) (R(ŷ − y̌), ŷ + y̌) = (Rŷ, ŷ)− (Ry̌, y̌),

2) (L(ŷ + y̌), ŷ − y̌) = 1
2
[(L(ŷ + y), ŷ + y) + τ 2(Lyt, yt)]− 1

2
[(L(y + y̌), y + y̌) + τ 2(Lyt̄, yt̄)].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое соотношение есть прямое следствие самосопряжен-
ности линейного оператора R. Второе вытекает из следующих преобразований. Так как
R = R∗, то

(L(v + z), v + z) + (L(v − z), v − z) = [(Lv, v) + 2(Lv, z) + (Lz, z)]

+[(Lv, v)− 2(Lv, z) + (Lz, z)] = 2[(Lv, v) + (Lz, z)]

для любых элементов v, z ∈ W̃ 1
0(=). Отсюда

(Lv, v) + (Lz, z) =
1

2
(L(v + z), v + z) +

1

2
(L(v − z), v − z). (2.15)
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Положив в (2.15) v = ŷ, z = y, получим

(L(ŷ + y̌), ŷ − y̌) = 1
2
[(L(ŷ + y), ŷ + y) + (L(ŷ − y), ŷ − y)]

−1
2
[(L(y + y̌), y + y̌) + (L(y − y̌), y − y̌)].

Подставив в полученное соотношение выражения

(L(ŷ − y), ŷ − y) = τ 2(Lyt, yt), (L(y − y̌), y − y̌) = τ 2(Lyt̄, yt̄),

получим второе соотношение, чем завершается доказательство леммы. �

Соотношение (2.14) в силу утверждений леммы 2.1 преобразуется к виду

1
4
[(L(ŷ + y), ŷ + y) + τ 2((R + τ2

4
L)yt, yt)]

−1
4
[(L(y + y̌), y + y̌) + τ 2((R + τ2

4
L)yt̄, yt̄)] = 2τ(f(k), y◦

t
)

или, учитывая R = E + (σ − 1
2
)τ 2L,

1
4
[(L(ŷ + y), ŷ + y) + τ 2((E + (σ − 1

4
)τ 2L)yt, yt)]

−1
4
[(L(y + y̌), y + y̌) + τ 2((E + (σ − 1

4
)τ 2L)yt̄, yt̄)] = 2τ(f(k), y◦

t
).

(2.16)

Вводя составную норму

‖Y (k + 1)‖2 =
1

4
[(L(y(k + 1) + y(k)), y(k + 1) + y(k)) + τ 2((E + (σ − 1

4
)τ 2L)yt,k, yt,k)],

из соотношения (2.16) получаем энергетическое тождество

‖Y (k + 1)‖2 = ‖Y (k)‖2 + 2τ(f(k), y◦
t
)

для трехслойной дифференциально-разностной схемы (2.12). Для схемы (2.12) остаются
справедливыми утверждения теоремы 2.2: имеет место устойчивость для σ > 1

4
и имеет

место оценка, аналогичная (2.11).
Подход, представленный утверждениями теоремы 2.2, используется при получении

условий существования и построения слабого решения эволюционных дифференциальных
систем математической физики, соответствующих дифференциально-разностным схемам
(2.1) и (2.12).

Введем пространства состояний W̃ 1,0
0 (=T ) и W̃ 1

0(=T ), =T = = × (0, T ), T < ∞, для
эволюционных дифференциальных систем.

О п р е д е л е н и е 2.3. Замыкание в норме

‖u‖1,0
=T = (

N∑
k=1

∫
=k×(0,T )

(u2 +
n∑
ι=1

(
∂u

∂xι
)2) dxdt)1/2

функций u(x, t) ∈ L2(=) со следами u(x, t0) ∈ W̃ 1
0(=), t0 ∈ (0, T ), непрерывно зависящи-

ми от t0 в норме W 1
2(=), назовем пространством W̃ 1,0

0 (=T ).
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О п р е д е л е н и е 2.4. Замыкание в норме

‖u‖1
=T =

( N∑
k=1

∫
=k×(0,T )

(
u2 +

(∂u
∂t

)2

+
n∑
ι=1

( ∂u
∂xι

)2)
dxdt

)1/2

функций u(x, t) ∈ L2(=) со следами u(x, t0) ∈ W̃ 1
0(=), t0 ∈ (0, T ), непрерывно зависящи-

ми от t0 в норме W 1
2(=), назовем пространством W̃ 1

0(=T ), W̃ 1
0(=T ) ⊂ W̃ 1,0

0 (=T ).

Учитывая условия (2.9) и (2.10), рассмотрим в W̃ 1,0
0 (=T ) эволюционную дифференци-

альную систему
∂u

∂t
− ∂

∂xκ

(
aκ ι(x)

∂u

∂xι

)
= F (x, t), (2.17)

u |t=0= ϕ0(x), (2.18)

а в пространстве W̃ 1
0(=T ) рассмотрим эволюционную дифференциальную систему

∂2u

∂t2
− ∂

∂xκ

(
aκ ι(x)

∂u

∂xι

)
= F (x, t), (2.19)

u |t=0= ϕ0(x),
∂u

∂t
|t=0= ϕ1(x). (2.20)

Здесь F (x, t) ∈ L2,1(=T ) (элементы v(x, t) ∈ L2,1(=T ) принадлежат L1(=T ), ‖v‖L2,1(=T =

‖v‖2,1,=T =
T∫
0

(
∫
=
v2(x, t)dx)1/2dt ); ϕ0(x) = y0(x), ϕ1(x) = y1(x) в силу (2.4) и (2.15); F (x, t)

определяется по f(x; k) ( k = 1, 2, . . . , K ) из (2.1) или (2.12) соотношениями f(x; k) =

1
τ

kτ∫
(k−1)τ

F (x, t)dt ∈ L2(=), k = 1, 2, . . . , K.

Обозначим через `T (u, η) =
∫
=T

n∑
κ,ι=1

aκ ι(x)∂u(x,t)
∂xι

∂η(x,t)
∂xκ

dxdt.

О п р е д е л е н и е 2.5. Функция u(x, t) ∈ W̃ 1,0
0 (=T ) называется слабым решением

эволюционной дифференциальной системы (2.17), (2.18), если для нее справедливо тож-
дество

−
∫
=T
u(x, t)∂η(x,t)

∂t
dxdt+ `T (u, η)

=
∫
=
ϕ0(x)η(x, 0)dx+

∫
=T
F (x, t)η(x, t)dxdt ∀η(x, t) ∈ W̃ 1

0(=T ), η(x, T ) = 0.

О п р е д е л е н и е 2.6. Функция u(x, t) ∈ W̃ 1
0(=T ), равная почти всюду ϕ0(x) при

t = 0, называется слабым решением эволюционной дифференциальной системы (2.19),
(2.20), если для нее справедливо тождество

−
∫
=T

∂u(x,t)
∂t

∂η(x,t)
∂t

dxdt+ `T (u, η)

=
∫
=
ϕ1(x)η(x, 0)dx+

∫
=T
F (x, t)η(x, t)dxdt ∀η(x, t) ∈ W̃ 1

0(=T ), η(x, T ) = 0.
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Приведем условия слабой разрешимости системы (2.17), (2.18). Затем аналогичное
утверждение сформулируем для системы (2.19), (2.20).

Теорема 2.3. При выполнении условий (2.3), (2.4) эволюционная дифференциальная
система (2.17), (2.18) слабо разрешима в пространстве W̃ 1,0

0 (=T ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждения основаны на представлении приближенного
решения дифференциальной системы (2.17), (2.18) функциями y(k), k = 2, . . . , K, опреде-
ляющими решение дифференциально-разностной системы (2.1) совместно с начальными
данными

y(0) = y0(x) и y(1) = y1(x).

Отметим, прежде всего, что дифференциально-разностная схема (2.1) является разност-
ным аналогом эволюционной дифференциальной системы (2.17), (2.18). Определим функ-
цию uK(x, t) следующими соотношениями:

uK(x, t) = y(k), t ∈ ((k − 1)τ, kτ ], k = 1, 2, . . . , K. (2.21)

Ясно, что функция uK(x, t) является элементом пространства W̃ 1,0
0 (=T ), для нее спра-

ведливы оценки (2.11) в терминах составной нормы пространства W̃ 1
0(=) из чего, как

следствие, вытекает ограниченность ‖uK‖=T + ‖∂uK
∂x
‖=T в совокупности:

‖uK‖=T + ‖∂uK
∂x
‖=T ≤ C∗,

‖∂uK
∂x
‖=T =

(∫
=T

n∑
ι=1

(∂uK(x, t)

∂xι

)2

dx
)1/2

,
(2.22)

постоянная C∗ > 0 не зависит от выбора τ.

Оценка (2.22) означает, что последовательность {uK(x, t)} содержит подпоследова-
тельность {UK(x, t)}, слабо сходящуюся к элементу u(x, t) ∈ W̃ 1,0

0 (=T ). Покажем, что
функция u(x, t) есть слабое решение эволюционной системы (2.17), (2.18), т. е. u(x, t)

удовлетворяет равенству в определении 2.5.
Подобно представлению (2.21) функции uK(x, t), определим функцию F (x, t) соотно-

шением
FK(x, t) = f(x; k), t ∈ ((k − 1)τ, kτ ], k = 1, 2, . . . , K.

Далее заметим, что в качестве произвольных функций η(x, t), используемых в ин-
тегральном уравнении из определения 2.5, можно взять функции, принадлежащие про-
странству C1(=T+τ ) и удовлетворяющие соотношениям

η|∂ΓT = 0, η|t∈[T,T+τ ] ≡ 0

(множество таких функций всюду плотно в W̃ 1
0(=T ) ). По таким η(x, t) определяются

η(k) = η(x, kτ) ( k = 1, 2, . . . , K ) и ηK(x, t) подобно uK(x, t), FK(x, t) :

ηK(x, t) = η(k), t ∈ ((k − 1)τ, kτ ], k = 1, 2, . . . , K,

очевидно ηK(x, t) ∈ W̃ 1
0(=T ). Аналогично определяются производные ∂ηK(x,t)

∂x
и ∂ηK(x,t)

∂t

функции ηK(x, t), которые, как нетрудно убедиться, сходятся вместе с ηK(x, t) к ∂η(x,t)
∂x

,
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∂η(x,t)
∂t

и η(x, t) равномерно в ΓT при K → ∞. Техническая часть доказательства осу-
ществляется заменой в уравнении из определения 2.5 функций u(x, t), F (x, t), η(x, t) на
uK(x, t), FK(x, t), ηK(x, t), доказательство завершается предельным переходом по подпо-
следовательности {UK(x, t)} в полученном уравнении. �

Аналогичные рассуждения приводят к следующему утверждению.

Теорема 2.4. При выполнении условий (2.3), (2.4) эволюционная дифференциальная
система (2.19), (2.20) слабо разрешима в пространстве W̃ 1

0(=T ).

3. Заключение.

В соболевском пространстве W̃ 1
0(=) функций с носителем в сетеподобной области из

Rn рассмотрено однопараметрическое семейство симметричных трехслойных дифферен-
циально-разностных схем. Установлены условия на параметр, правую часть и начальные
данные дифференциально-разностных схем (2.1), при которых в терминах составных норм
пространства W̃ 1

0(=) гарантировано свойство устойчивости слабых решений этих схем и
для решений справедливы априорные оценки. Такие оценки полезны, прежде всего, при
доказательстве теорем существования слабых решений эволюционных дифференциаль-
ных систем для параболического и гиперболического уравнений с пространственными
переменными, изменяющимися в сетеподобной области, с последующим установлением
условий единственности и непрерывной зависимости этих решений от начальных данных
и правых частей систем. Последнее является также обоснованием известного в численном
анализе метода полу-дискретизации по временной переменной (метод E. Rothe [10]) для
построения приближений слабых решений эволюционных систем. Полученные результаты
эффективны в анализе задач оптимального управления [11, 12], стабилизации и устойчи-
вости [13,14].
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