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Аннотация. В работе предлагается математическая модель, формализующая макро- и
мезоуровневую динамику электрических потенциалов в первичной зрительной коре испы-
туемых, отвечающую предъявлению им визуальных стимулов. В основе математического
аппарата лежит двухслойная модель нейронного поля, представленная системой интегро-
дифференциальных уравнений, в которой глубинный слой нейронного поля моделирует
электрическую активность, не зависящую напрямую от пространственной ориентации ви-
зуальных стимулов, а активность поверхностного слоя чувствительна к пространствен-
но ориентированным стимулам. Схема эксперимента по предъявлению серии визуальных
стимулов описывается в настоящем исследовании с помощью задачи импульсного управ-
ления для упомянутой двухслойной модели нейронного поля. Предлагается специальное
метрическое пространство, с помощью которого показывается однозначная разрешимость
задачи управления в стандартных для математической нейробиологии предположениях от-
носительно функций, входящих в моделирующие уравнения. Формулируются достаточные
условия непрерывной зависимости решений от импульсных управляющих воздействий.
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Abstract. We propose a mathematical model that formalizes the macro- and meso-level dy-
namics of electrical potentials in the primary visual cortex of subjects, which corresponds to
the presentation of visual stimuli to them. The mathematical framework is based on a two-
layer neural field model, represented by a system of integro-differential equations, where the
deep layer of the neural field models electrical activity that does not depend directly on the
spatial orientation of the visual stimuli, whereas the activity of the superficial layer is sensitive
to spatially oriented stimuli. The experimental design of presenting a series of visual stimuli is
formalised in the present study in terms of an impulse control problem for the aforementioned
two-layer neural field model. We propose a special metric space for construction of a unique
solution to the control problem under standard assumptions for mathematical neurobiology
regarding the functions involved in the modeling equations. We formulate sufficient conditions
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Введение

Зрительная кора является одной из наиболее изученных нейрофизиологами структур
головного мозга. «Зрительный путь» начинается от светочувствительных и ганглинарных
клеток сетчатки и, продолжаясь в коленчатые ядра зрительных бугров, заканчивается в
первичной зрительной коре.

Функциональная микроструктура первичной зрительной коры была открыта Д. Хью-
белом и Т. Визелем [1], получившими за это в 1981 году Нобелевскую премию. Несмотря
на существенную по времени историю вопроса, до сих пор продолжаются исследования
структуры и функций зрительной коры. Открытие Хьюбелом и Визелем ориентационных
колонок, отвечающих за избирательное восприятие направленных линий, расположенных
параллельно корковой поверхности, позже было дополнено идентификацией объединя-
ющих их гиперколонок. Если активность нейронов ориентационных колонок возможно
регистрировать внутриклеточными электродами, то гиперколонки можно идентифициро-
вать только при оптическом картировании [2].

Наряду с визуализацией гиперколонок, оптическое картирование выявило синхронную
работу больших популяций нейронов в виде электрической активации, распространяющей-
ся вдоль поверхности коры [3]. Подобная активация обладает богатой пространственно-
временной динамикой, включающей сложные и разнообразные волновые паттерны, такие
как бегущие и спиральные волны [4]. Ввиду обусловленности данной активности синхро-
низацией нейронов на значительных площадях коры, она может быть зарегистрирована
макроэлектродами (ЭЭГ) или магнитными датчиками (МЭГ). Таким образом, имеется
возможность судить о работе функциональной микроструктуры зрительной коры, напри-
мер, на основании взаимодействия с ней двумерных волн электрических потенциалов,
регистрируемых МЭГ и ЭЭГ [5].

Целью данной работы является построение математической модели динамики элек-
трических потенциалов в первичной зрительной коре испытуемых при предъявлении им
визуальных стимулов (в том числе задействующих ориентационные колонки простран-
ственно ориентированных стимулов).

Основой используемого математического аппарата является следующая модель двух-
слойного нейронного поля, формализующая электрическую активность первичной зри-
тельной коры головного мозга, предложенная в работе [6] и изученная с математической
точки зрения в [7]:

∂tud(t, x)=−τdud(t, x) +

∫
Ω

ωd(x, y)fd(ud(t, y))dy + νd

π
2∫

−π
2

fs(us(t, x, ψ))dψ,

∂tus(t, x, ϕ) = −τsus(t, x, ϕ) +

∫
Ω

π
2∫

−π
2

ωs(x, ϕ, y, ψ)fs(us(t, y, ψ))dψdy + νsfd(ud(t, x)).

(0.1)

Здесь ud(t, x) и us(t, x, ϕ) — уровни активности, соответственно, ориентационно-незави-
симого глубокого слоя и ориентационно-зависимого поверхностного слоя зрительной ко-
ры. Скорости процессов активации в слоях определяются временными константами τd и
τs, связи нейронов внутри каждого из слоев формализуются при помощи функций ωd

и ωs. Степень воздействия активности глубокого слоя на активность поверхностного слоя
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представлена коэффициентом νd, степень обратно направленного воздействия — коэф-
фициентом νs. Функции fd, fs — вероятностные функции активации в глубоком и по-
верхностном слоях модели, соответственно. В математической нейробиологии стандартно
предполагается, что функции связи ωi являются экспоненциально убывающими функ-
циями расстояния в нейронном поле (или линейными комбинациями таких функций),
функции активации fi представлены непрерывными функциями сигмоидальной формы
(i = d, s).

Рассмотрим формализацию воздействия на активность функциональной микрострук-
туры зрительной коры в виде следующей задачи импульсного управления в задаче Коши
для системы (0.1) с начальным условием (ud(0, x), us(0, x, ϕ)) = (ûd(x), ûs(x, ϕ)) :

ud(t, x) = ûd(x) +

t∫
0

∫
Ω

e−τd(t−s)ωd(x, y)fd(ud(t, y))dyds

+

t∫
0

π
2∫

−π
2

e−τd(t−s)νdfs(us(t, x, ψ))dψds,

(0.2)

us(t, x, ϕ) = ûs(x, ϕ) +

t∫
0

∫
Ω

π
2∫

−π
2

e−τs(t−s)ωs(x, ϕ, y, ψ)fs(us(t, y, ψ))dψdyds

+

t∫
0

e−τs(t−s)νsfd(ud(t, x))ds+ U(t, x, ϕ).

Здесь U = U(t, x, ϕ) — импульсное управление, которое может иметь разрывы по пере-
менной времени t.

В данной работе получены результаты об однозначной разрешимости системы (0.2) и
непрерывной зависимости решения от управления U .

1. Основной результат

Обозначим через N множество натуральных чисел, через Rn — n -мерное веществен-
ное векторное пространство с нормой | · |. Для компакта Ω ⊂ R2 обозначим через
C(Ω× (−π

2
, π

2
],R2) пространство непрерывных функций v : Ω× (−π

2
, π

2
]→ R2, удовлетво-

ряющих условию lim
ϕ→−π

2
+0

v(·, ϕ) ≡ v(·, π
2
), с нормой ‖v‖C(Ω×(−π

2
,π
2

],R2) = max
x∈Ω,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
|v(x, ϕ)|.

Относительно системы (0.2) будем предполагать, что

(Aω) Функции связи ωd : Ω × Ω → R, ωs : Ω × (−π
2
, π

2
] × Ω × (−π

2
, π

2
] → R непрерывны,

функция ωs интегрируема (по Лебегу) по четвертому аргументу и удовлетворяет
условию lim

ϕ→−π
2

+0
ωs(·, ϕ, ·, ·) ≡ ωs(·, π2 , ·, ·).

(Af ) Функции активации fd, fs : R→ [0, 1] липшицевы.

(AU) Управление U имеет вид: U(t, x, ϕ) =
∑
∀k

χAk(t)ϑk(x, ϕ), Ak ⊂ [0,∞) – полуинтер-

валы вида Ak = [ak, bk), такие что bk ≤ ak+1 для любого k ∈ N ; χAk – характе-
ристическая функция множеста Ak ; функции ϑk ∈ C(Ω × (−π

2
, π

2
],R), ϑk(·, ·) 6≡ 0,
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k ∈ N, формализуют импульсные воздействия (естественным образом предполагаем,
что если для некоторого k ∈ N имеет место bk = ak+1, то ϑk 6= ϑk+1 ); при этом для
любого T > 0 существует такое kT ∈ N, что max{k : Ak ∩ [0, T ] 6= ∅} ≤ kT .

Определим множество M∞ =M∞([0,∞), C(Ω× (−π
2
, π

2
],R2)) функций, имеющих вид

u = (ξ, ζ + η)T , где функции ξ : [0,∞)×Ω→ R, ζ : [0,∞)×Ω× (−π
2
, π

2
]→ R непрерывны,

функция η : [0,∞) × Ω × (−π
2
, π

2
] → R, η(t, x, ϕ) =

∑
∀k

χAk(t)ϑk(x, ϕ), удовлетворяет

условию (AU).

Для произвольного T > 0 обозначим через MT =MT ([0, T ], C(Ω× (−π
2
, π

2
],R2)) мно-

жество сужений на [0, T ] функций из M∞. Покажем, что множество MT образует пол-
ное метрическое пространство относительно метрики

ρM([0,T ])(u
1, u2) = ‖ξ1 − ξ2‖C([0,T ]×Ω,R) + ‖ζ1 − ζ2‖C([0,T ]×Ω×(−π

2
,π
2

],R)

+

T∫
0

∥∥∥ ∑
k:A1

k∩[0,T ] 6=∅

χA1
k
(t)ϑ1

k(·, ·)−
∑

k:A2
k∩[0,T ] 6=∅

χA2
k
(t)ϑ2

k(·, ·)
∥∥∥
C(Ω×(−π

2
,π
2

],R)
dt. (1.1)

Будем говорить, что κ ∈ C(Ω× (−π
2
, π

2
],R) является существенным значением отобра-

жения U : [0, T ] → C(Ω × (−π
2
, π

2
],R), если найдется такое t0 ∈ [0, T ], что κ = U(t0), и

существует такое δ > 0, что U(t) = U(t0) для всех t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) ∩ [0, T ].

По определению, каждое управление задается совокупностью полуинтервалов Ak (от-
вечающих временным интервалам предъявления стимулов) и соответствующих им нену-
левых существенных значений ϑk отображения U : [0, T ]→ C(Ω×(−π

2
, π

2
],R) (характери-

зующих предъявляемые стимулы). Пусть отображение U(K+1) : [0, T ]→ C(Ω× (−π
2
, π

2
],R)

имеет K + 1 ненулевых существенных значений на отрезке [0, T ]. Покажем, что оно не
может быть пределом последовательности управлений, имеющих не более K ненулевых
существенных значений на отрезке [0, T ]. Выберем ε < dM, где

d = min
{

min
i=1,...,K

(
‖ϑi − ϑi+1‖C(Ω×(−π

2
,π
2

],R)

)
, min
i=1,...,K+1

(‖ϑi‖)
}
,

M = min
{

min
k=1,...,K+1

(
µ(Ak)

)
,min
∀i

(
µ(Di)

)}
,

где Di ⊂ [0, T ] \
K+1⋃
k=1

Ak. Мы получаем, что для любого отображения U≤K : [0, T ] →

C(Ω × (−π
2
, π

2
],R), имеющего не более K ненулевых существенных значений на отрезке

[0, T ], выполнено неравенство
T∫
0

‖U(K+1)(t)− U(≤K)(t)‖C(Ω×(−π
2
,π
2

],R)dt > ε.

Следовательно, отображение, имеющее на [0, T ] ровно K + 1 ненулевых существен-
ных значений, не может быть пределом последовательности отображений, имеющих не
более K ненулевых существенных значений на [0, T ], и множество MT образует полное
метрическое пространство относительно метрики (1.1).

Последнее означает, что множество M∞ можно снабдить топологией сходимости по
метрике (1.1) на каждом из его подмножеств MT , T > 0.

Будем считать глобальным решением системы (0.2) вектор-функцию u ∈M∞, компо-
ненты которой удовлетворяют уравнениям (0.2). Для всякого T > 0 назовем T -локаль-
ным решением (0.2) функцию uT ∈ MT , удовлетворяющую уравнениям (0.2) на множе-
стве [0, T ]× Ω× (−π

2
, π

2
].
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Теорема 1.1. Пусть выполнены условия Af и Aω. Тогда для любого управления U ,
удовлетворяющего условию AU , существует единственное глобальное решение систе-
мы (0.2), и всякое T -локальное решение (0.2) является его частью. Пусть также при
всех T > 0 выполнено условие

T∫
0

max
x∈Ω,ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣U i(t, x, ϕ)− U0(t, x, ϕ)
∣∣dt→ 0 при i→∞.

Тогда последовательность решений ui, соответствующих управлениям U i, сходит-
ся в топологии пространства M∞ к решению u0, соответствующему управлению U0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем систему (0.2) в виде:

u(t, x, ϕ) = û(x, ϕ) +

t∫
0

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u(s, y, ψ))dψdyds+ λ(t, x, ϕ),

где

u(t, x, ϕ) =

(
ud(t, x)

us(t, x, ϕ)

)
, û(x, ϕ) =

(
ûd(x)

ûs(x, ϕ)

)
,

λ(t, x, ϕ) =

 0∑
k:Ak∩[0,T ] 6=∅

χAk(t)ϑk(x, ϕ)

 , F (u) =

(
fd(ud)

fs(us)

)
,

W (t, s, x, y, ϕ, ψ) =

(
e−τd(t−s) 0

0 e−τs(t−s)

)(
ωd(x, y)/π νsδ(x− y)

νdδ(x− y) ωs(x, ϕ, y, ψ)/π

)
,

где символом δ(·) обозначена дельта-функция Дирака.
Зафиксируем произвольное T > 0. Определим оператор F :MT ×MT →MT ,

(
F(u, λ)

)
(t, x, ϕ) = û(x, ϕ)+

T∫
0

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u(s, y, ψ))dψdyds+ λ(t, x, ϕ)

и при произвольном λ ∈MT рассмотрим операторное уравнение (относительно неизвест-
ного u ∈MT )

u = F(u, λ). (1.2)

Покажем справедливость следующих утверждений.
1. Существуют такие q < 1, σ > 0, что для любого t̂ ∈ [0, T ] и всех u1, u2 ∈ MT ,

u1(t̂, ·, ·) ≡ u2(t̂, ·, ·) имеет место

max
t∈[t̂,t̂+σ], x∈R, ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣∣ t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u1(s, y, ψ))dψdyds

−
t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u2(s, y, ψ))dψdyds
∣∣∣

≤ q max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
|u1(t, x, ϕ)− u2(t, x, ϕ)|.
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2. Для произвольного u ∈ MT отображение F : MT ×MT → MT непрерывно в
точке (u, λ0).

Покажем, что первое утверждение справедливо. Имеем

max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣∣ t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u1(s, y, ψ))dψdyds

−
t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u2(s, y, ψ))dψdyds
∣∣∣

≤
t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

max
t∈[0,T ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
(W (t, s, x, y, ϕ, ψ))

× max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣∣F (u1(s, y, ψ))− F (u2(s, y, ψ))
∣∣∣dψdyds

≤ σG` max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
|u1(t, x, ϕ)− u2(t, x, ϕ)|,

где ` — константа Липшица отображения F : R2 → R2.

За счет выбора σ > 0 для q = σG` можно достичь неравенства q < 1, следовательно,
утверждение 1 доказано.

В силу задания метрики пространства MT равенством (1.1) для любого u ∈ MT

имеет место ρMT
(F(u, λi),F(u, λ0)) → 0 при λ → λ0. То есть, утверждение 2 также

справедливо.
Определим семейство v отношений эквивалентности v(γ), γ ∈ [0, 1], на множестве

MT как равенство функций u : [0, T ] → C(Ω × (−π
2
, π

2
]),R2) на отрезках [0, γT ]. С уче-

том этого определения, утверждения 1 и 2 позволяют применить к операторному уравне-
нию (1.2) теорему 2.2 работы [8], гарантирующую существование единственного решения
этого операторного уравнения и, соответственно, системы (0.2), а также сходимость по-
следовательности решений ui к решению u0 при сходимости соответствующих функций
управления U i к функции U0.
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