
29

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2024, том 518, 
с. 29–34

	  МАТЕМАТИКА 	
УДК 519.615.5

ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОЕ  РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ БРЕНТА
© 2024 г.    И. Е. Капорин1, *

Представлено академиком РАН Е.Е. Тыртышниковым 
Поступило 13.03.2024 г. 

После доработки 20.05.2024 г. 
Принято к  публикации 16.07.2024 г.

Предлагается параметризация канонических разложений тензоров матричного произведения с мно-
гократно меньшим (по сравнению со стандартными уравнениями Брента) числом переменных. 
Последние определяются численно с использованием итерационного метода решения задачи нели-
нейных наименьших квадратов. Получены более быстрые по сравнению с известными алгоритмы пе-
ремножения двух 4 × 4-матриц за 48 умножений и 2 × 4-матрицы на 4 × 5-матрицу за 32 умножения. 

Ключевые слова: быстрое умножение матриц, алгоритм Штрассена, уравнения Брента 

DOI: 10.31857/S2686954324040056, EDN: YZJHHB

1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Трилинейные уравнения, введенные Р. Брен-
том [1] в связи с задачей построения быстрых ал-
горитмов перемножения матриц, представляют 
собой каноническое разложение ранга r  трех-
мерного n n n n n n3 1 1 2 2 3× × -тензора специального 
вида, 

	

δ δ δ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1

=1
2,1 2, 1 2, 1

i j j k k i

X Y Z
l

r

l i i l j j l k k

− − −

∑ 	 (1)

где 

1 , , 1 , , 1 , .2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n

Здесь в качестве неизвестных фигурируют эле-
менты матриц Xl

n n� �C 1 3, Yl
n n� �C 2 1 и Zl

n n� �C 3 2,  
где l r= 1, ,… , и через �( )�  обозначена дискретная 
дельта-функция, т.е., δ(0) = 1  и δ( ) = 0t  при t ≠ 0.  
Точное решение уравнений Брента непосред-
ственно приводит, в частности, к методу умно-
жения n n1 2× -матрицы на n n2 3× -матрицу с ис-
пользованием r  некоммутативных умножений 
или, сокращенно, к ( , , ; )1 2 3n n n r -алгоритму. Раз-
биение матриц на блоки и рекурсия позволяют 

построить O N( )ω -алгоритм перемножения двух 
N N× -матриц, где 

	 ω = (3 ) / ( ).1 2 3log logr n n n 	 (2)

 Алгоритмы быстрого матричного умножения, 
возможно более эффективные, чем (2,2,2;7)–ал-
горитм Штрассена [2], могут быть найдены при 
помощи численного решения уравнений Брента 
для минимально возможных значений r. Одно 
из последних достижений в этом направлении 
представляет собой (3,3,6;40)-алгоритм Смир-
нова [3] с элементами матриц X Y Zl l l, , , прини-
мающими значения 0, 1/2, –1/2.

Важным с практической точки зрения являет-
ся применение эквивалентных преобразований 
полученных матриц X Y Zl l l, ,  с целью повыше-
ния их разреженности, что позволяет понизить 
число операций сложения и умножения на кон-
станты. При этом показатель степени (2) оста-
ется неизменным, но может быть существенно 
понижен коэффициент при главном члене в 
оценке O N( )ω . Здесь можно отметить техноло-
гию смены базиса, описанную в [4]. Аналогич-
но, рассматриваемые ниже схемы матричного 
умножения с комплексными коэффициентами 
могут быть более эффективны при перемноже-
нии комплекснозначных матриц по сравнению 
с их применением к вещественным матрицам. 
Более того, выявлены два комплекснозначных 
решения с рангом на единицу меньше, чем для 
известных вещественных решений, см. ниже 
табл. 1 и 2. С другой стороны, найденные зна-
чения компонент матриц X Y Zl l l, , , как правило, 
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заметно меньше единицы по модулю, что улуч-
шает оценки численной устойчивости получа-
емых рекурсивных алгоритмов в арифметике с 
плавающей запятой.

Трилинейная система (1) включает ( )1 2 3
2n n n  

уравнений и ( )3 1 1 2 2 3n n n n n n r+ +  неизвестных. Ре-
шение задачи (1) либо не существует (при слиш-
ком малых r), либо неединственно, причем изо-
лированные решения отсутствуют (т.е. каждая 
ветвь решений представляет собой непрерывное 
многообразие). Кроме того, существуют “прибли-
женные решения”, для которых ранг разложения 
обычно меньше, чем для точных решений урав-
нений Брента. При этом для таких “решений” 
стремление невязки уравнений Брента к нулю 
сопровождается неограниченным ростом некото-
рых элементов разложения (1). Способы эффек-
тивного сведения уравнений Брента к легкореша-
емым оптимизационным задачам в общем случае 
неизвестны. Здесь можно упомянуть метод попе-
ременной квадратичной минимизации, на основе 
которого получен результат [3], однако там были 
использованы дополнительные эвристики. Сум-
мируя результаты ряда публикаций за последние 
более чем 50 лет, можно утверждать, что, по край-
ней мере для min( , , ) 31 2 3n n n ≥ , отыскание част-
ных решений задачи (1) является исключительно 
трудной вычислительной проблемой.

Введение дополнительных естественных 
ограничений на неизвестные за счет использо-
вания симметрий, присущих левой части урав-
нения (1), может облегчить отыскание решений 
уравнений Брента, в частности, за счет сокра-
щения размерностей задачи. Первый шаг в этом 
направлении был сделан в работе [5], где в слу-
чае n n n1 2 3= =  к уравнениям (1) были добавле-
ны равенства 
	 Y X Z X l rl l l l

= , = , 1 .( ) 2( )� �
� � 	 (3)

Здесь �( )�  представляет собой перестановку 
чисел (1,2, , )… r , третья степень которой равна 
тождественной перестановке. Таким образом, 
число неизвестных сокращается в 3 раза. Фор-

мально, при этом можно опасаться потери не-
которых решений. Однако вычисления показы-
вают (см. ниже табл. 2), что зачастую удается не 
только получать решения, достигающие извест-
ных значений ранга r, но иногда и улучшать су-
ществующие оценки ранга. В настоящей работе 
предлагаются новые способы параметризации 
уравнений Брента, позволяющие существенно 
уменьшить размерность задачи. Здесь и далее 
для остатка от деления целого k  на натуральное 
p  используется обозначение k pmod .

Теорема 1. Пусть p  и q  – натуральные числа, при 
которых существует решение системы уравнений 

	

1
( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1

=1
2,1 2, 1

p
i j j k k i

X Y Z
t

q

t i i t j j t

δ δ δ− − −

∑ � � �
kk k2, 1

,
	 (4)

	 1 , , 1 , , 1 , ,2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n    (5)

	 ( ) = 0.2 1 2 1 2 1i i j j k k p� � � � � mod 	 (6)

Тогда решению этих уравнений отвечает 
( , , ; )1 2 3n n n pq –алгоритм перемножения матриц, а 
решение соответствующих уравнений Брента (1) 
имеет вид 
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=
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



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−Ω exp
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Замечание 1. Задача (4)–(6) представляет собой  
частичное каноническое тензорное разложение в 
силу наличия условия (6). 

Подставляя формулы (7) в (1), получаем ис-
комую параметризацию уравнений Брента: 

	 δ δ δ( ) ( ) ( ) = ( ) (2 1 2 1 2 1
=1 =0

1

2,1
i j j k k i X Y

t

q

s

p
s

t
s

i i
s

t− − − ∑∑
−

−K M� �Λ KK M− −s
j j

s
t

s
k kZ) ( ) ,

2, 1 2, 1
� Λ 	 (9)

	 1 , , 1 , , 1 , ,2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n   (10)

где диагональные матрицы K � �C n n1 1, � � �C n n2 2,  
M � �

C
n n3 3 определены как 

	
K D

D M D

= ( ),

= ( ), = (

1 1
1

1 2
1

1 3
1

iag

iag iag

m n p
m

m n p
m

m n p
m

≤ ≤
−

≤ ≤
−

≤ ≤
−

Ω

Λ Ω Ω )).
  (11)

Заметим, что при этом выполнены равенства 
	 K Mp

n
p

n
p

nI I I= , = , = ,
1 2 3

Λ 	 (12)

На первый взгляд, результат теоремы 1 облада-
ет недостаточной общностью из-за требования, 
чтобы ранг r  был составным числом. Так, мно-
гие известные решения уравнений Брента опре-
делены для значений r, равных простому числу, 
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например r = 7  или r = 23  (см. [2] и [6], соот-
ветственно). Однако здесь можно применить 
следующее обобщение теоремы 1, связанное с 
требованием наличия специального шаблона 
разреженности для матриц X Y Zt t t

� � �, , .
Теорема 2. Пусть числа dt  образуют неубываю-
щую последовательность 

1 , = ,1 2≤ ≤ ≤ ≤d d d pq…

и каждое из них является делителем p , возможно 
включая 1  и p . Тогда при присоединении условий 

	 ( ) = 0, ( ) 0, = 1, , ,
2,1 2 1X i i

p
d

t qt i i
t

� …− ≠mod   (13)

	( ) = 0, ( ) 0, = 1, , ,
2, 1 2 1Y j j

p
d

t qt j j
t

� …− ≠mod   (14)

	( ) = 0, ( ) 0, = 1, , ,
2, 1 2 1Z k k

p
d

t qt k k
t

� …− ≠mod  (15)

к условиям теоремы 1 ранг получаемого разложе-
ния сокращается до значения 

	 r r p D d
t

q

t= ( , ) = ,
=1
∑ 	 (16)

а соответствующее параметризованное разложе-
ние (9) принимает вид 
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=1 =0

1
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X
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2, 1 2, 1
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	 1 , , 1 , , 1 , .2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n   (18)

Замечание 2. В частном случае n n n1 2 3= =  воз-
никает возможность дополнительно сократить 
число неизвестных до трех раз, если использовать 
соотношения (3) с заменой l на t и r на q для преоб-
разования суммы по t  в (9). 

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РЕЗУЛЬТАТОВ
В этом разделе докажем теоремы 1 и 2. 

Доказательство теоремы 1. Домножим левую и 
правую части равенства (4) соответственно на 
левую и правую части тождества 

p i j j k k i p

s

p

p
i i s j j s k

δ(( ) ) =

=

2 1 2 1 2 1

=0

1
( 2 1) ( 2 1) (

− + − + −
−

− + − +∑

mod

Ω 22 1) .−k s

При этом правая часть (4) с учетом (7) и (11)  
принимает требуемый вид правой ча-
сти (9). Если условие (6) не выполнено, то  
�(( ) ) = 02 1 2 1 2 1i j j k k i p� � � � � mod  и справедли- 
вость полученного соотношения очевидна. Если 
же (6) выполнено, то �(( ) ) = 12 1 2 1 2 1i j j k k i p� � � � � mod

�(( ) ) = 12 1 2 1 2 1i j j k k i p� � � � � mod , так что левая часть (4) остает-
ся неизменной с точностью до множителя p.  
Теорема доказана.	 

Доказательство теоремы 2. Ниже для упро-
щения формул опустим индекс t. Требуемое 
утверждение легко следует, если установить 
справедливость равенств 

( ) = ( ) =

= ( )

2,1 2,1

( 2 1)

2,1

( 2 1)(

K Ms
t

s
i i i i p

i i s

i i p
i i s

X X

X

� �

�

− −

−

Ω

Ω mood d)

и аналогично для Y�  и Z� . В силу (8) и (13), для 
этого достаточно убедиться в том, что при 

( ) = 02 1i i
p
d

− mod

нацело делится на p  разность 

( ) ( )( ) =

= ( )( ) = ( )( ) = ,

2 1 2 1

2 1

i i s i i s d

i i s s d
p
d

b cd bcp

− − −

− −

mod

mod

где b  и c  — некоторые целые числа. Теорема до-
казана. 	 

3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ
Для небольших размеров матриц (см. табл. 1 и 2) 

при помощи алгоритма решения задачи наи-
меньших квадратов с нулевой невязкой f x( ) = 0, 
описанного в [7], были получены числовые зна-
чения компонент вектора x, образованного эле-
ментами матриц X t

� , Y t
�  и Z t

� . Уравнения, опре-
деляющие невязку f x( ), формировались исходя 
из (4)–(6), при D � �  дополненных уравнения-
ми (13)–(15). При этом от решения требовалась 
строгая ограниченность согласно � �x ∞< 1  и 
близкая к минимуму (при использовании двой-
ной точности) норма невязки уравнений Брента, 
а именно, � �f 2

15< 10− . Выполнение этих требо-
ваний дает основания предполагать, что извест-
ные эквивалентные преобразования решения 
уравнений Брента [10] позволят получить явные 
выражения элементов матриц Xl, Yl  и Zl  через 
алгебраические числа. По крайней мере, для 
(4,4,4;48)-алгоритма с p = 4, представленного в 
[8], таковыми являются 144 компоненты из 192.
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Таблица 1. Сравнение известных верхних границ ранга r  для прямоугольных матриц с оценкой r p D( , ), где D  —  
множество использованных делителей p, меньших p. 

 n1 n2 n3 r ω ссылка  p   q  D r p D( , ) ω( , )p D  � �x ∞   � �f 2  

2 2 
 

2 
 

7 
 

2.807...
 

[2] 2 4 1 7 2.807... 0.97 1.3E-16
3 3 1 7 2.807... 0.90 1.2E-16

2 2 3 11 2.894... [9] 2 6 1 11 2.894... 0.81 2.6E-16
2 2 

 
4 
 

14 
 

2.855...
 

[9] 2 7 ∅ 14 2.855... 0.79 2.6E-16
4 4 2 14 2.855... 0.64 1.8E-16

2 2 
 

5 
 

18 
 

2.894...
 

[9] 2 9 ∅ 18 2.894... 0.79 3.4E-16
3 6 ∅ 18 2.894... 0.79 2.0E-16

2 2 
 
 

6 
 
 

21 
 
 

2.873...
 
 

[9] 2 11 1 21 2.873... 0.91 4.7E-16
3 7 ∅ 21 2.873... 0.89 4.4E-16
6 4 3 21 2.873... 0.86 1.1E-16

2 3 
 

3 
 

15 
 

2.810...
 

[9] 2 8 1 15 2.810... 0.83 3.4E-16
3 5 ∅ 15 2.810... 0.79 2.8E-16

2 3 
 

4 
 

20 
 

2.827...
 

[9] 2 10 ∅ 20 2.827... 0.80 5.1E-16
4 5 ∅ 20 2.827... 0.84 3.1E-16

2 3 5 25 2.839... [9] 5 5 ∅ 25 2.839... 0.90 6.8E-16
2 3 

 
 

6 
 
 

30 
 
 

2.847...
 
 

[9] 2 15 ∅ 30 2.847... 0.93 5.8E-16
3 10 ∅ 30 2.847... 0.94 4.8E-16
6 5 ∅ 30 2.847... 0.77 1.9E-16

2 4 
 

4 
 

26 
 

2.820...
 

[9] 2 13 ∅ 26 2.820... 0.86 9.0E-16
4 7 2 26 2.820... 0.91 2.2E-16

2 4 
 

5 
 

33 
 

2.843...
 

[9] 4 8 ∅ 32 2.818... 0.92 7.1E-16
4 9 1 33 2.843... 0.79 4.9E-16

2 4 6 39 2.839... [9] 6 7 3 39 2.839... 0.79 6.3E-16
2 4 8 52 2.850... [9] 8 7 4 52 2.850... 0.95 1.4E-15
2 5 5 40 2.828... [9] 5 8 ∅ 40 2.828... 0.82 3.7E-16
2 5 6 48 2.836... [9] 6 8 ∅ 48 2.836... 0.79 1.1E-15
2 5 7 56 2.842... [9] 7 8 ∅ 56 2.842... 0.80 6.7E-16
2 6 6 57 2.836... [9] 6 10 3 57 2.836... 0.87 4.7E-16
3 3 

 
 
 
 

3 
 
 
 
 

23 
 
 
 
 

2.854...
 
 
 
 

[6] 2 12 1 23 2.854... 0.90 5.2E-16
4 7 1;2 23 2.854... 0.80 3.5E-16
2 12 ∅ 24 2.892... 0.92 4.2E-16
3 8 ∅ 24 2.892... 0.92 2.5E-16
4 6 ∅ 24 2.892... 0.84 2.1E-16

3 3 4 
 

29 
 

2.818...
 

[3] 3 10 ∅ 30 2.847... 0.86 8.7E-16
4 8 2 30 2.847... 0.95 2.7E-16

3 3 5 36 2.824... [3] 3 12 ∅ 36 2.824... 0.89 1.9E-15
3 3 6 40 2.774... [3] 3 14 ∅ 42 2.810... 0.97 6.9E-16
3 4 4 38 2.818... [3] 3 13 ∅ 39 2.839... 0.87 9.6E-16
3 4 5 47 2.821... [11] 4 12 ∅ 48 2.836... 0.99 2.1E-15

Таблица 2. Сравнение известных верхних границ ранга r  для квадратных матриц с r p D( , ), (где D  – множе-
ство делителей p, меньших p) при использовании (3); выражения q q q= 3� � ��  характеризуют перестановку 
�( )� , отвечающую блочно-диагональной матрице перестановок с ведущим блоком Iq′  и остальными ′′q  бло-
ками в виде циклических перестановок порядка 3. 

n1 n2 n3 r ω ссылка p   q  D r p D( , ) ω( , )p D � �x ∞  � �f 2  
2 2 2 7 2.807... [2] 2 4 = 1 3 1� �  1 7 2.807... 0.81 6.6E-17
3 3 3 23 2.854... [6] 4 7 = 4 3 1� �  1;2 23 2.854... 0.79 1.6E-14
4 4 4 49 2.807... [2] 2 24 = 6 3 6� �  ∅ 48 2.792... 0.77 1.6E-15

4 12 = 3 3 3� �  ∅ 48 2.792... 0.75 8.1E-16
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Результаты численного решения сведены в 
таблицы 1 и 2. В случае несовпадения рангов 
меньшее значение выделено жирным шрифтом. 
Из таблицы 1 видно улучшение до r = 32, достиг-
нутое для задачи перемножения прямоуголь-
ных матриц с n1 = 2, n2 = 4  и n3 = 5, а таблица 
2 представляет два алгоритма для перемножения 
двух квадратных матриц 4-го порядка за 48 ак-
тивных умножений. Отсутствие этих результатов 
в известных источниках (где рассматривались 
вещественные числа) позволяет предположить, 
что ранг тензора матричного умножения может 
понижаться при переходе к комплексным чис-
лам. Отметим, что в [12] утверждается существо-
вание (4,4,4; )r -алгоритма с r < 49  над полем 
комплексных чисел.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотренные выше представления реше-

ний уравнений Брента позволяют, с одной сто-
роны, облегчить численное решение последних 
за счет кратного сокращения числа уравнений и 
неизвестных, и, с другой стороны, не слишком 
сильно сузить многообразие решений, чтобы 
сдержать возможное завышение оценок ран-
га. Результат численного решения полученных 
трилинейных или кубических систем нелиней-
ных уравнений считался допустимым, если не 
только невязка уравнений Брента была близка 
к пределу машинной точности, но и максимум 
модуля компонент решения был меньше едини-
цы. Это позволило надежно отсеять так называ-
емые “приближенные алгоритмы”, зависящие 
от малого параметра. Последние гораздо менее 
пригодны для вычислений в арифметике с пла-
вающей точкой ввиду неограниченного роста 
величин некоторых компонент решения урав-
нения Брента при устремлении нормы невязки 
к нулю, см. [13] и цитированные там источни-
ки. Можно предполагать, что известные экви-
валентные преобразования решения уравнений 
Брента позволят получить явные выражения 
коэффициентов через константы, являющиеся 
алгебраическими числами.

Найденные решения параметризованных 
уравнений Брента для большинства рассчитан-
ных вариантов имеют ранг не больший (а иногда 
и меньший) по сравнению с известными резуль-
татами. В частности, получен алгоритм перем-
ножения двух матриц 4-го порядка за 48 актив-
ных умножений, а также (2,4,5;32)-алгоритм для 
прямоугольных матриц.
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SEMI-ANALYTICAL SOLUTION OF BRENT EQUATIONS
I. E. Kaporina

Presented by Academician of the RAS E. E. Tyrtyshnikov
aFRC CSC RAS, Moscow, Russia

A parametrization of Brent equations is proposed which admit for a several times reduction of the number 
of unknowns and equations. The arising equations are solved numerically, and for the resulting fast matrix 
multiplication algorithms many known values of rank are reproduced and even improved, in particular, the 
designs (4,4,4;48)  and (2,4,5;32)  are found. 

Keywords: fast matrix multiplication, Brent equations, Strassen algorithm
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