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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим дифференциальное неравенство 
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m

na x u g u� � � � � в R 	 (1)

где m n, 1≥  — целые числа, а aα  — каратеодорие-
вы функции такие, что

a x A m A� � � �( , ) , = , = > 0,� const

для почти всех x x xn
n= ( , , )1 … ∈ R  и всех � � R. 

Как это принято, под α α α= ( , , )1 … n  мы подразу-
меваем мульти-индекс, причем � � �= 1 � �… n  
и � � � �� � � �

= / ( ).| |

1
1

x xn
n…  Предполагается также, 

что g  — неубывающая выпуклая функция на 
промежутке [0, )∞  такая, что g( ) > 0ζ  для всех 
ζ > 0.

Обозначим через Br
x  открытый шар в Rn  ра-

диуса r > 0  с центром в точке x . В случае x = 0  
будем писать Br  вместо Br

0 .
Функция u L loc

n∈ 1, ( )R  называется решением 
(1), если g u L loc

n� � � 1, ( )R  и 

	
R Rn

m

m
na x u dx g u dx� � �� � �

| |=

( 1) ( , ) ( )
�

�
�� � 	 (2)

для любой неотрицательной функции � � �C n
0 ( )R .

Отсутствие нетривиальных решений диффе-
ренциальных уравнений и неравенств или, дру-
гими словами, явление blow-up традиционно 
привлекает интерес многих математиков [1–15]. 
При этом большинство авторов имели дело с 
дифференциальными операторами второго по-
рядка или ограничивались случаем степенной 
нелинейности g t t( ) = λ. Мы рассматривает нера-
венства высокого порядка с нелинейностью об-
щего вида. В представленной вашему вниманию 
работе удалось получить условие blow-up типа 
Дини, которое усиливает результаты [8].

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Теорема 1. Пусть n m>  и при этом 

	
1

1/ 1/ 1( ) <
� � �� �g dm m� � � 	 (3)
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и 

	
0

1

1 /( )

( )
= .� � � �

g r dr

r n n m 	 (4)

Тогда любое решение (1) равно нулю почти всюду 
в Rn. 
Замечание 1. Случай n m≤  был рассмотрен в 
[8, теорема 2.5]. Именно, было показано, что при 
n m≤  и выполнении условия (3) любое решение (1) 
равно нулю почти всюду в Rn . 

Доказательство теоремы 1 будет приведено в 
следующем разделе. Сейчас продемонстрируем 
ее применение.
Пример 1. Рассмотрим неравенство 
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na x u c u c� � � в constR  (5)

где n m>  λ  — вещественное число. Согласно 
теореме 1, если 

	 1 < � �
�
n

n m
	 (6)

то любое решение (5) равно нулю почти всюду в 
Rn. Хорошо известно, что условие (6) неулучша-
емо в классе степенных нелинейностей [9, 13]. 
Пример 2. Будем исследовать случай критического 
показателя � = / ( )n n m�  в условии (6). Рассмо-
трим неравенство 
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a x u c u e
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   (7)

где n m>  и µ  — вещественное число. При этом 
в случае u = 0  мы по непрерывности продолжа-
ем правую часть (7) нулем.

В соответствии с теоремой 1, если 
� � �1,

то любое решение (7) равно нулю почти всюду 
в Rn. 

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
В этом разделе через C  и σ  будем обозначать 

различные положительные постоянные, кото-
рые могут зависеть лишь от A , m  и n . Нам по-
требуются следующие известные утверждения.
Теорема 2. Пусть выполнено условие (3), тогда 

r
n Brr

u dx
�� �lim

1
= 0

для любого решения неравенства (1). 

Лемма 1. Пусть u  — решение неравенства (1), 
тогда 

Br Br

m

Br
u dx C r r g u dx

2 1
2 1

1

( )
\� �� � � �

для всех вещественных чисел 0 < <1 2r r  таких, что 
r r2 12≤ . 

Доказательство теоремы 2 и леммы 1 приве-
дено в [8, теорема 2.4 и лемма 3.1].

Начиная с этого момента, обозначим 

E r g u dx r
Br

( ) = , > 0.� � �
Лемма 2. Пусть u  — решение неравенства (1), 
тогда 

	 E r E r Cr g
r

E rn
n m

( ) ( 2) 2� � � ��
�
�

�
�
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� 	 (8)

для всех вещественных чисел r > 0 . 
Доказательство. Полагая r r1 = / 2  и r r2 =  в 

лемме 1, получим 

1
.

/2 /2 /2mesB B
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r
g u dx

r r Br Br
n m Br\ \∫ ∫≥ ( )−
σ

Так как g  — неубывающая функция, это приво-
дит к оценке 

g
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Ввиду выпуклости g, имеем также 
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Таким образом, объединяя последние два нера-
венства, приходим к выводу что 

1

/2 /2 /2mesB B
g u dx g

r
g u dx

r r Br Br
n m Br\ \∫ ∫( ) ≥ ( )




−
σ

для всех вещественных чисел r > 0 , откуда не-
медленно следует (8).	 

Доказательство теоремы 1. Предположим 
противное, пусть u  — ненулевое решение (1). 
По лемме 1 справедливо неравенство 

E r

r

C

r
u dx

n m n B r Br

( )

2
� � � \
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для всех вещественных чисел r > 0 , откуда в со-
ответствии с теоремой 2 будем иметь 

r
n m

E r

r�� �lim
( )

= 0.

Возьмем вещественное число r0 > 0  такое, что 
E r( ) > 00 . Положим также r ri

i= 2 0, i = 1,2,… 
Найдутся, очевидно, последовательности целых 
чисел 0 < < 1s l si i i� � , i = 1,2,…, удовлетворяю-
щие условиям 
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Поскольку E  — неубывающая функция, по-
лучим 
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для всех j s l
i i i�
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[ , )∪ . Согласно лемме 1, спра-

ведлива оценка 
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из которой следует, что 
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для всех j s l
i i i�
�

=1
[ , )∪ . Ввиду (9) и монотонно-

сти функции E  можно утверждать, что 
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Таким образом, принимая во внимание (11), по-
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Согласно выбору вещественного числа r0  и мо-
нотонности функции E  имеем E r E rs( ) ( ) > 0

1 0≥ ,  
поэтому 
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Тем самым, (12) приводит к неравенству 
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1
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( )
< ,

r
s

n mE rs
n n m

g d� �
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�� �

�

которое противоречит (4). Доказательство за-
вершено.	 
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ON A DINI TYPE BLOW-UP CONDITION FOR SOLUTIONS  
OF NONLINEAR HIGHER ORDER DIFFERENTIAL INEQUALITIES
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We obtain a Dini type blow-up condition for solutions of the differential inequality 
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where m n, 1≥  are integers and aα  and g  are some functions. 
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