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Настоящее сообщение посвящено некоторым вопросам обращения классического и обобщенного 
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гиперплоскостям в конечномерном евклидовом пространстве, а подынтегральные функции зависят 
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скости. При этом количество независимых переменных, описывающих известные интегралы мень-
ше, чем у неизвестной подынтегральной функции. Мы рассматриваем разрывные подынтегральные 
функции, определенные на специально введенных псевдовыпуклых множествах. Ставится задача 
типа Стефана о нахождении поверхностей разрывов подынтегральной функции. В работе приводятся 
формулы, основанные на применении специальных интегро-дифференциальных операторов к из-
вестным данным и позволяющие решать поставленную задачу.

Ключевые слова: обобщенное преобразование Радона, интегральная геометрия, зондирование, томо-
графия, дифференциальное уравнение, разрывные функции

DOI: 10.31857/S2686954324020151,  EDN: XHRLEE

1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящее работа относится к теории инте-
гральной геометрии, в которой известными дан-
ными являются интегралы от некоторых функ-
ций, взятых вдоль определенных многообразий 
в конечномерном евклидовом пространстве. В 
широком смысле, искомым объектом являются 
полезные сведения о подынтегральном выраже-
нии. Результаты этой теории используются для 
анализа решений дифференциальных уравне-
ний, а также в теории зондирования.

Не ставя себе задачу привести подробный 
обзор темы, укажем лишь на отдельные рабо-
ты основоположников, таких как Р. Курант [1], 
Ф. Йон [2], И.М. Гельфанд [3]. Упомянем так-
же родственные исследования математической 
школы М.М. Лаврентьева и В.Г. Романова, по-
священные обратным задачам для уравнений 

математической физики [4,5]. Вообще, имеется 
значительное количество исследований, посвя-
щенных преобразованиям Радона при довольно 
общих предположениях. К ним можно отнести, 
например, работы [6–12]. Однако, формулы, 
пригодные для построения численных алгорит-
мов, доказаны только для гладких функций, что 
несколько снижает их прикладную ценность.

Вообще, выбор ограничений обычно дикту-
ется прогнозируемой целью применения. Цель 
настоящего исследования состоит в обоснова-
нии возможности применения теоретических 
результатов на практике, в особенности в теории 
зондирования. Стремясь использовать реали-
стические ограничения, мы рассматриваем раз-
рывные подынтегральные функции, определен-
ные на специально введенных псевдовыпуклых 
множествах. Тогда становится возможным по-
ставить задачу о нахождении только поверхно-
стей разрывов подынтегральной функции, что 
представляет собой ценную информацию. На-
пример, в рентгеновской томографии такая ин-
формация является основным объектом поиска. 
Спецификой работ авторов этого сообщения  
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является анализ обобщенного преобразования 
Радона, когда интегрирование функции про-
изводится по гиперплоскостям в n- мерном 
евклидовом пространстве, а подынтегральная 
функция является произведением неизвестной 
весовой функции, зависящей от 2n переменных 
и другой неизвестной функции n переменных. 
Такая ситуация возникает, например, в рентге-
новской томографии, при использовании ма-
тематической модели, учитывающей рассеяние 
фотонов в зондируемой среде или при наличии 
внутренних источников.

Настоящее сообщение является продолже-
нием и развитием предыдущих исследований 
авторов [13–15].

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

В работе используются следующее обозна-
чения: E nn, 2≥ , – n -мерное евклидово про-
странство, B x y y E y x x En n( , ) = { : , | |< , }δ δ∈ − ∈ ; 
∂T  – граница множества T ; ρ( , )x T −  расстояние 
от точки x  до множества T ; Ω  – единичная сфе-
ра в En ; ∆x – оператор Лапласа по переменной 
x x xn= ( ,..., )1 ; ∇x  -градиент; µk T( )  – k -мерная 
Лебегова мера множества T ; µΩ( )W –мера Лебе-
га множества W ⊂ Ω  по мере, определенной на 
сфере Ω . Условимся считать, что мера пустого 
множества равна нулю.

Пусть G  – ограниченная область в En , со-
держащая попарно не пересекающиеся обла-
сти G i li, = 1,..., . Обозначая объединение этих 
областей через G0, предположим, что G G0 = .  
Каждую границу ∂Gi  считаем ( 1)n− - мерной 
непрерывной замкнутой поверхностью. Легко 
видеть, что ∂G0  совпадает с объединением по-
верхностей ∂G i li, = 1,..., . Гиперплоскости в En  
обозначаем Y x y y E y xn( , ) = { : , ( ) = 0}ω ω∈ − ⋅ , 
а также L p y y E y pn( , ) = { : , = }ω ω∈ ⋅ . Ясно, что 
L x Y x( , ) = ( , )ω ω ω⋅ .

Введем еще одно дополнительное ограниче-
ние для множества G0 . Будем говорить, что G0  – 
псевдовыпуклое множество, если можно указать 
множество ′Ω , ′ ⊂Ω Ω  и функции p+( )ω , p−( )ω , 
ω ∈ ′Ω , для которых выполняются следующие 
свойства.

1.	 Мера множества Ω Ω\ ′  равна нулю, т.е. 
µΩ Ω Ω( ) = 0\ ′ .

2.	Для любого вектора ω ∈ ′Ω  и для всех 
p p≥ +( )ω , p p≤ −( )ω  верно равенство 

L p G( , ) =ω ∩ ∅.

3.	Для всех ω ∈ ′Ω  и для всех p p p− +( ) < < ( )ω ω  
пересечение L p G( , ) 0ω ∩  либо пустое множество, 
либо является множеством, граница которого 
имеет нулевую меру по мере пространства En−1,  
и µ ωn L p G− ∂1 0( ( , ) ) = 0∩ .

4.	Для всех ω ∈ ′Ω , если p p→ +( )ω  или 
p p→ −( )ω , то µ ωn L p G− →1( ( , ) ) 0∩ .

В качестве пояснения определения псевдовы-
пуклого множества приведем простой, но харак-
терный пример.

Пример. Пусть n = 2 , δ > 0 , G B= (0,4 )δ ,  
G y y E y ii1 2= { : , < < 2 , = 1,2}∈ δ δ , G B2 = (0, )δ ,  

G G G G3 1 2= \ ∪ . Тогда из сферы Ω  достаточно 
убрать вектора, коллинеарные координатным 
осям, чтобы получить ′Ω  и псевдовыпуклое мно-
жество G G G G0 1 2 3= ∪ ∪ .

Вообще, введенное определение охватывает 
многие случаи ограничений, адекватных теории 
зондирования. Авторам не удалось придумать 
контрпример, в рамках разумных предполо-
жений для теории зондирования. Везде далее в 
этой работе будем считать множество G0  псев-
довыпуклым.

Точку z G∈ ∂ 0  назовем контактной, если она 
принадлежит общему участку границы ровно 
двух множеств Gi  и G j , 1 ,≤ ≤i j l . Условимся 
использовать букву z  только для обозначения 
контактных точек. Если же упомянутый общий 
участок границ в некоторой окрестности точки 
z  является гладкой поверхностью класса C2 , то 
такой частный случай контактной точки будем 
обозначать через Z .  Предполагаем, что множе-
ство контактных точек z  плотно в ∂ ∂G G0 \ . В 
четномерном случае дополнительно к этому по-
требуем, чтобы и множество контактных точек 
типа Z  также было плотно в ∂ ∂G G0 \ .

Рассмотрим класс M  функций λ( )y , y En∈ ,  
непрерывных и ограниченных для y G∈ 0  
и для которых выполнены соотношения 
| ( ) ( ) | | | ,λ λ αy y y y− ≤ −� �const  const > 0, y y Gi, � ∈ , 
0 < 1α ≤ , i l= 1,..., ;  λ( ) = 0y , y G∉ .

Ясно, что для таких λ( )y  и для каждого  
i i l,1≤ ≤ , существуют предельные конеч-
ные граничные значения [ ( )]λ z i , z Gi∈ ∂ , т.е. 
λ λ( ) [ ( )]y z i→  при y z y Gi→ ∈, . В контактных 
точках z G∈ ∂ 0  определим скачки функции ра-
венствами [ ( )] = [ ( )] [ ( )],λ λ λz z zj i j i− , 1 ,≤ ≤i j l , 
z G Gi j∈ ∂ ∩ ∂ .
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Для функции F x y( , )  , непрерывной и ограни-
ченной при ( , )x y E En n∈ ×  и для λ ∈ M , опреде-
лим обобщенное преобразование Радона фор-
мулой

	 V x F x y y d x G
y x yλ ω λ σ ω

ω
[ ]( ) ( ) ( ) ∈ ∈

−( )⋅∫, = , , , .
=0

Ω  (1)

Здесь интегрирование производится по гипер-
плоскостям Y x y y E y xn( , ) = { : , ( ) = 0}ω ω∈ − ⋅ .  
Ясно, что ограничения для функций F ,λ  доста-
точны для существования интеграла в правой 
части формулы (1). Нередко в научной литера-
туре функцию F  называют весом, а функцию λ  
плотностью.

Классическое преобразование Радона запи-
шем в виде 

R p y d p
y p yλ ω λ σ ω
ω

[ ]( ) ( ) ∈ −∞ ∞
⋅∫, = , , < < .

=
Ω

Легко видеть, что, [ ]( , ) = [ ]( , )V x R xλ ω λ ω ω⋅ , 
если F x y( , ) = 1.

В качестве иллюстрации рассмотрим одну из 
математических моделей рентгеновской томо-
графии. Для обобщенного преобразования Ра-
дона при n = 2  возьмем весовую функцию в виде

F x y exp y x a tx t y dt, = 1 ,
0

1
( ) − − + −( )( )






∫

где функция a y( )  интерпретируется как коэф-
фициент ослабления. Тогда если λ( )y  означает 
плотность внутренних источников, то формула 
(1) соответствует известным данным в задаче 
рентгеновской томографии при учете поглоще-
ния и однократного рассеяния [15].

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
И ОСНОВНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Используя предыдущие обозначения и опре-
деления, рассмотрим следующую задачу о неиз-
вестной границе.

Задача. Зная множество G  и функцию 
[ ]( , )V xλ ω , x G M∈ ∈ ∈, ,ω λΩ , найти поверхность 
∂G0 .

Несмотря на то, что объектом поиска счита-
ется вся поверхность ∂G0 , фактически, опре-
делению подлежит только множество ∂ ∂G G0 \ ,  
поскольку поверхность ∂G  известна из поста-
новки задачи. Заметим, что имеющееся соот-
ношение размерности неизвестной подынте-

гральной функции и заданной информации не 
позволяют надеяться на определение всего по-
дынтегрального выражения. В то же время зна-
ние поверхностей разрыва плотности представ-
ляет собой полезную информацию. Например, 
в задачах зондирования такие сведения весьма 
существенны. В частности, для рентгеновской 
томографии эта информация является основ-
ной. Отметим, что тематика поиска неизвестных 
границ довольно обширна и относится к разным 
областям математики. Вероятно, такой первой 
постановкой является известная задача Стефана.

Отметим,что для преобразования Радона 
случаи четных и нечетных размерностей раз-
личаются довольно значительно. В этой работе 
результаты для четной и нечетной размерностей 
также различаются и по форме, и по методам ис-
следования.

Приведем следующие два утверждения вспо-
могательного характера, имеющих и самосто-
ятельное значение как элементы качественной 
теории преобразований Радона.

Лемма 1. Если λ( )y M∈  , то для любого век-
тора ω ∈ Ω'  преобразование Радона [ ]( , )R pλ ω  не-
прерывно по p .

Лемма 2. Для λ( )y M∈  и для функции F x y( , ),  
имеющей непрерывные и ограниченные част-
ные производные первого порядка по yi  спра-
ведливо равенство 

	
Ω∫ ∫[ ]( )

( ) ( )
−

≠ ∈V x d
F x y y

y x
dy x G

G
λ ω ω β

λ
β, =

,
, 0, .1 1  (2)

Отметим, что лемма 1 является новым резуль-
татом для преобразования Радона. Что касается 
леммы 2, то формула (2) приводится, например в 
[7], но для F x y( , ) = 1  и бесконечно дифференци-
руемой функции λ( )y  .

Переходя к изложению основных результа-
тов, сначала приведем утверждение о классиче-
ском преобразовании Радона.

Теорема 1. Пусть λ ∈ M , n m= 2 1+ . Тогда 
справедливо равенство: 

	
∆

Ωx
m

m m

R x x d

x x G

( ) [ ] ⋅( )

= −( ) ( ) ( ) ∉ ∂

∫ λ ω ω

π λ

, =

1 2 2 , .
2

0

	 (3)

Формула (3) отличается от формулы обраще-
ния в [2] только тем, что она справедлива не для 
всех, а для почти всех точек в En , что несколько 
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снижает ее ценность. Однако в [2] требуется при-
надлежность функции λ( )y  пространству C En

1( ),  
а в нашей работе допускаются и разрывные 
функции. Такой результат стал возможен за счет 
введения нового определения псевдовыпуклого 
множества. Можно надеяться, что формула (3) 
послужит основанием для новых алгоритмов в 
теории зондирования, где разрывные характе-
ристики являются естественными.

Далее будем рассматривать обобщенное пре-
образование Радона.

Введем дополнительные ограничения на 
множество функций F  и образуем класс функ-
ций Q . Именно, F Q∈ , если F x x( , ) 0≠ , x G∈  
и функция F x y( , )  в G G×  имеет непрерывные 
и ограниченные частные производные по xi  до 
порядка n  включительно, а по переменным yi  
до первого порядка, i n= 1,..., . Везде далее пред-
полагаем, что F Q∈ , λ ∈ M .

Сначала рассмотрим случай нечетного n , т.е. 
n m= 2 1+  и определим следующую функцию

	 Ind x V x x d x Gx
m

1 0= , , .( ) ( ) [ ] ⋅( ) ∈∫∆
Ω
λ ω ω 	 (4)

Теорема 2. Пусть n m= 2 1+ . Тогда верно  
равенство 

	
Ind x F x x x x

x G

1 2

2 0

= , ,

0, .

( ) ( ) ( ) + ( )
≠ ∈

β λ

β

Φ
	 (5)

где Φ( )x , x G∈ , – непрерывная и ограниченная 
функция.

Для n m= 2  определим следующую функцию

	
Ind x V x x d

x G

x x
m

2
1

0

= , ,

.

( ) ∇ ( ) [ ] ⋅( )

∈

−
∫∆
Ω
λ ω ω

	 (6)

Теорема 3. Пусть n m= 2 , Z G G∈ ∂ ∂0 \  – 
контактная точка. Тогда функция Ind x2( )  
ограничена на любом непустом множе-
стве { : , ( , ) > > 0}0 0x x G x G∈ ∂ρ ε , а для точек 
x G x Z∈ →0, , Ind x2( )→ +∞ , если [ ( )] 0,λ Z j k ≠ .

Как видно из равенства (5), при n m= 2 1+  
функция Ind x1( )  является разрывной толь-
ко в точках z  поверхности ∂ ∂G G0 \ , если 
[ ( )] 0,λ z j k ≠ . При n m= 2  из равенства (6) сле-
дует, что функция Ind x2( )  неограничена только 
вблизи точек Z  поверхности ∂ ∂G G0 \  при ус-
ловии, если [ ( )] 0,λ Z j k ≠ . Эти свойства функций 
Ind x Ind x1 2( ), ( )  позволяют назвать их индикато-
рами неоднородности, поскольку при условии 
ненулевого разрыва функции λ( )y  на множестве 

∂ ∂G G0 \ , они обеспечивают единственность ре-
шения поставленной задачи.

В заключение отметим, что простой и явный 
вид индикаторов Ind x Ind x1 2( ), ( )  открывает воз-
можности построения алгоритмов решения по-
ставленной задачи.
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This paper is devoted to some questions of inversion for the classical and generalized integral Radon transform. 
The main question is to determine information about the integrand functions if the values of some integrals 
are known. A feature of the work of the authors of this message is an analysis of the case when the function is 
integrated according to hyperplanes in finite-dimensional Euclidean space, and the integrands depend not only 
on the variables of integration, but also on some of the variables characterizing the hyperplanes. At the same 
time, the number of independent variables describing known integrals are smaller than those of the unknown 
integrand. We consider discontinuous integrands defined specifically introduced pseudo-convex sets. A Ste-
fan-type problem is posed about finding surfaces discontinuities of the integrand function. The work provides 
formulas based on the application special integro-differential operators to known data and allowing you to solve 
the assigned tasks.
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